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- INTRODUCCION

Me propongo en esta conferencia sélo dos modestos cbjetivos: contrastar (s geometria
activa que se propone en el nuevo currfculo de matemiticss del Ministerio de Educacidn
Nacional con la geometria del llamedo “Programs de Erlangen® de Félix Klain, y con la
{lamada "Geometrfa de las Transformaciones®.

Tengo en primer lugsr que justificar estos dos tipos de contrastacidn. Supongo que se
conoce asi sea de peso, el enfoque de los programas de matemiticas de la renovacién
curricular, que estén publicados desde 1984, y que han salido al comienzo de los nuevos
programas de 6°, 7° y 8° grado, y en particular el -enfoque de la geometria como
exploracion active del espacio y de los modos de representacion del mismo en la
imaginacion y en el plano del dibujo.

Al hablar de "geometria activa” en los nuevos programes, he comprobado que puaden surgir,
y de hecho surgen, esoé dos tipos de equfvocos que me propongo despejar. El primer
equivoco surge de la confusién de la geometrfa activa con el enfoque del “Programe de
Erlangen®, como si yo estuviera proponiendo que se dejare de lado la métrica del espacio
y se empezara con la topologfa como gecmetr{a de las deformaciones continuas y sus
invariantes, se pssara luego a la geometrfa proyectiva, s la affn y sélo sl final a la
euclidiena. El segundo equivoco surge de la confusién de la geometria activa con el
enfoque de la (lsmada “Geometris de las Trsnsformeciones® propuesta por la Matemética
Moderna, y en particular por Marshall Stone sl final de la década de los cincuenta y
comienzos de la de Los sesenta, que empezaba con el estudio de las reflexiones sobre uns
rects dads en el plano, 8 partir de las cuales se definfan las rotaciones y las
transiaciones, para continuar con el estudio de todo el grupo de isometrfas del plano.

Desafortunadamente estas confusiones han servido pars que slgunas personas duden de la
conveniencia de adoptar los nuevos programas de mateméticas, y para gue otras leguen
a atacarlos abiertamente como demasiado formales, o hasta calificarlos de anticuados en
més de 25 aflos por no haber aceptado el fracaso de la Matemdtica Moderna.

Lo que sucede es que cads uno de nosotros tiene derecho a proyectar en la expresion
ugeometrfa active® lo que esta expresion le despierte espontineamente en su cerebro, y
eso es inevitable. $i se aceptan los resultados de la peicologfa genética, la tendencia
a la asimilacién de lo nuevo a las estructuras antiguas es el comportamiento inicial mis
caracterfstico del conocimiento humano.




Lo (nico que pido es que se detenga un momento el juicio proyectivo inicisl, y se preste
atoncién a los argumentos que podrian hacer cambiar esa preconcepcion, para ver si es
conveniente acomodsria a la concepciin de geometria activa que propongo, més bien que
tratar de asimiler le propuests de geometrfa activa a la propia preconcepcisn.

Para profundizar un poco en el tems, puede Leerse el capftulo "Los sistemas geométricos®
de nf trsbajo de sscenso a Profesor Titulsr de la Universided Nacional, cspftulo que
salio pub!fcodo on ¢l segundo volumen del {ibro "Un nuevo enfoque pers la didéctica de
las matemiticas® (Bogotd: MEN, 1988, pp. 47-112).

2. LA GEOMETRIA ACTIVA

La idea de geometria activa que propongo pars los nuevos programss de matemiticas vino

de mi preocupacién por la felta de habilidsdes de manejo mental y grifico del espacio.

por parte de los estudiantes que Llegaban a la Javeriana y la Nacional en ta década de
los setenta. A peser de que los programas del Decreto 080 de 1974 tenfan unidades de
geometria euclidiana, muchos profesores no ensefiaben esas unidades, ya sea por falta de
tiempo, ya por el desprecio & la geometr{a euclidiana que venfa del grupo Bourbaki. La
arenge de Dieudonné en el coloquio de Royasumont en 1959 habfa resonado en todo el mundo,
y habfa tenido eco también en nuestra patria: j“Muers Euclides®|

Mi inspiracién vino de dos fuentes: una en Colombis y otra en los Estades Unidos. Aqui
on Colombia encontré que el Profesor Alberto Campos estabs trabejendo muy seriamente en
resucitar la moribunds geometrfa, tanto en la carrera de mateméticas de la Universidad
Nacional como en la carrera de filosoffa. Tuve la fortuns de que por mis aficiones
filoséticas, el Profesor Campos sme pidiera colaborar en la conformacion de los programas
de las cuatro asignaturas de Légica y Matemética que se proponen a los estudisntes de
La carrera de filosoffa en la Universidad Nacional. EL primer curso segufa la historia
de las metemiticas griegas desde los presocriticos hasta Euclides, y el segundo tomaba
les geometrias desde Euclides hasta Hilbert y Bourbeki, pasando por Kant y Las geometrias
no suclidianas. Me interesé suchfsimo por esos temas, y sprendi mucho més ensefendo esos
dos cursos con (as notas escritas por el Profesor Campos y el comentario al primer Libro
de Euclides escrito por Heath en ta coleccién Dover.

Oescubr{ allf que la geometria de Euctides tenfe un horror a primera vista inexplicable
por (os movimientos. Todas Las relaciones eran estéticas: el paralelismo, la perpendicu-
larided, la congruencia y is semejanza. Las demostraciones se hacfan por prolongaciones
y cortes para evitar mover lss figuras. La explicacién era la corriente platénica, que
despreciaba el movimiento como perteneciente al mundo de Lo mutable, al mundo de la
opinién, y por o tanto muy alejado del verdadero mundo de la ciencia, el mundo de lo
frmutable y Lo eterno. Cusndo se atrevié Euclides a deslizar un triéngulo para hacerlo
coincidir con otro con el fin intentar probar los tres casos de congruencia de dos
tridngulos, las demostraciones fallan catastroficamente. Cualquier intento de repararlas
conduce al fracaso, Lo cual obligd a Hilbert a agregar una de eilas como un axjoma més
a la ya extensa lista de los axiomas hilbertiancs.

Sin embargo, la definfcién de congruencia de una figura con otra, relacion |lemada
“iguslded por Euclides, habla claramente en su rafz griegs (“epipipto”) de que la
segunda figura "caiga bien encima® de la primera. Noté también que la extraia definicién
de recta de Euclides tenfa sentido si uno trata de deslizar una rects sobre sf misma,
0 de hacer rodar un alambre recto sobre une superficie plana: si es bien recto, cae bien
ubr, cualquiera de sus puntos. El misterioso postulado cuarto sobre la igualdad de todos
los dngulos rectos perece recobrar el gsentido si se va rotando una recta sobre otra hasta
Que los cuatro dngulos sean iguales de amplios: en ese momento son rectos. No es pues
que todos los dngulos rectos sean iguales, lo cusl es tautolégico, sino que cuando todos
los dngulos son igusles, son rectos. Asf me fui acercando a la geometria clédsica a través

de los giros, las translaciones, los deslizamientos, las reflexiones, las ampliaciones
y las reducciones. Esa fue la fuente colombisna de mi aficién por la geometria activa.

En los Estados Unidos conocf los estudios que se realizaban en el MIT por perte de
Seymour Papert. La flusidn de que el lenguaje LOGO ibe a resolver todes los problemss
de la educacién metemitica era clarsmente eso: una ilusién. Pero las ideas de Papert
sobre la geometrfa que él Liamsba “sinténica con el cuerpo® (“body-syntonic*); la ides
de imaginer Los movimientos de la tortuga en el plano poniéndose unc mismo a moverse
sobre el piso, siguiendo las instrucciones de otro; la ides de sprovechar ls experiencia
de navegacidn en yate que tenfan los nifos ricos de Boston, asf{ no hubiera un solo nifo
en las escuelas de Bogoté que la tuviera, me inspiraron sobre la necesidad de partir de
los movimientos del propio cuerpo y de los objetos y jugustes mis sencillos como el
verdadero comienzo sinténico de \a geometrfa.

Es conocida la anécdota que cuento con frecuencia sobre (as medias vueltas y cuartos de
vusita: un nifio de primer grado en clase de educacidn ffsica en uno de los berrios
marginados sabfa cuinto ers la mitad de un cuarto de vuelta; pude pues ver allf los
fraccionariocs como operadores sinténicos con el cuerpo del nifo, dos afios antes de que
se los ensefiaran en clase con el contraproducente método de partir objetos en dos
»itades.

Nice algunos talleres de geometrfa active a pertir de los movimientos del cuerpo.
Recuerdo uno de ellos en Pereirs. Una gran resistencia inicial. Hasta que me atrevi a
citar al patio principal del colegio a todos los profesores, en el segundo piso los que
s6lo quisieran amirar, y en el primero & los que quisieran perticipar. Beiler las
rotaciones, lLos éngulos internce y externos de los tridngulos y Los cuadriliteros, bailar
las translaciones y los desiizamientos, fueron asctividades que rompieron el hielo y
empezaron a cambiar Las relaciones de los profesores cormigo y con la geometria. Después
me contaron que (s resistencia inicial se debfa a que un profesor de Bogota habfs ido
el afic snterior a derles un curso que tasbién se Llamsbs “geometria activa®, pero que
después del discurso inicisl en favor de la activided y en contra de las figuras
estiticas en el tablero, todo el resto del curso no habfs hecho sino pintar mis y mis
figuras estiaticas en el tablero.

Noté a partir de esos talieres con meestros, que no sélo los nifcs tienen dificultades
en manejar ¢l movimiento de sus cuerpos e interiorizar las operaciones geométricas en
sus cerebros. Hay slgunocs ejercicios de gimnesia que nos permiten casr en la cuenta de
esa falta de geometria active en nuestros sios escolares. Con Celia Castiblanco, Cecilia
Casasbuenes y Teress Ledn hemos disediedo muchas sctividedes pera que los nifios que las
sigen no tengan ess limitacion fisica y mental de la falta de geometrfa muscular, de
geomatria de la imeginacion y de gecmetria del dibujo.

A pertir de esas dos inspiraciones, y con la ayuda teérica del marco general de las
matemiticas que habfa propuesto peara los nuevos programas del Ministerio, empecé a
desarrollar mis sisteméticamente la propuesta de la geometrfa activa como exploracién
del espacio y de sus modos de representacion en la imaginacién y en sl plano.

El enfoqus de los programas me hacfa ver claramente la distincion entre las operaciones
o transformeciones y las retaciones o correspondencias. Las primerss son mis dindmices
y se refieren a la prictica; las segundas son mis estiticas y se refieren a la teorfa,

Las relaciones ss establecen por medio de operaciones, y pera completar los sistemes
geométricos habfa que reconstruir las relaciones y las operaciones en la geomstris
suclidiane. Llegué por ess via a las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones, y
luego a las ampliaciones y reducciones que |lamamos con el feo y alienante nombre de
“homotecias®.

Noté también al hacer el andlisis de los distintos temas de las matemiticas escolares




por medio de la teorfa de sistemss, que los sistemss geométricos eran claramente
distintos de los mitricos, pero no en el sentido de que los geométricos sin métrica
euclidisna Lleveran a la topologfa y al "Progremes de Erlangen*, sinc en el sentido més
sencillo de que aln la geometria euclidiana podfa y debfa distinguirse claramente de los
sistemas métricos en el sentido de sistemas de medidas con asignsciones ruméricas.

Por ejemplo, claramente un segmento se distingue como objeto geométrico de su longitud,
que es un concepto métrico, esf para distinguir un segmento recto de uno curvo se
necesite una métrica subyacente; una region bien delimitada se distingue como objeto
geométrico de su ires, que es un concepto métrico, asf para distinguir una regién plana
de una curva se necesite uns mitrica subyacente; un cuerpo sdlido se distingue de su
volumen, siendo el uno un objeto geométrico y el otro un concepto métrico; un éngulo como
bilétero geométrico (ya sea formado por dos segmentos o por dos semirrectas con un
vértice comin) se distingue claramente de la amplitud angular, concepto métrico que
permi te determinar al mencs custro amplitudes orientadas diferentes y dos amplitudes no
orfentadas diferentes en cads bildtero, excepto en el caso de que los dos segmentos o
semirrectas sean opuestos, pues en ese caso las dos amplitudes no orientadas resultan
de igual medide angular.

De esas distinciones entre los sistemss geométricos y los sistemas métricos, y dentro
de los sistemas geométricos de los elementos, en este caso las figuras, las operaciones
o transformaciones, y las relaciones, provino la propuesta de geometrfa activa co
exploracion activa del especio.

3. EL PROGRAMA OE ERLANGEM

La distincién entre los sistemas geométricos y los sistemas métricos creé en algunas
personas una interpretacion errade de mi intencion al seperarlos. No se tratabe de hacer
primero una "geometrfa del caucho® eliminando (a2 métrica para atender sélo a las
deformaciones continuas, y buscar asf los invariantes topoldgicos. Ciertamente no se
tratabe de eso. Ya habfa sefialado Freudenthal en los afos sesents que desarmer un
rompecabezas y volverlo a armar, por ejemplo para verificar la fgusldad de dres de dos
tridngulos o peralelogramos con la misme base y (a misme altura, o para verificar el
teorems de Pitégoras, era un tipo de transformecién geométrics que no ers topoldgica,
pues se rompfa la figura en piezas que se resrmaben en disposicion diferente. Y sin
embargo era una transformecion que dejaba invariante el area. Pero es claro que esas
transformaciones de cortar y pegar tienen detris una métrica subyacente (“background
metric® o “métrica de trasfondo”) que permite la verificacion de la conservacién del
drea, asi no se sepa nunéricamente cual es el érea de (s figura respectiva.

Hay pues que distinguir entre los aspectos métricos cualitativos y los cuantitativos.
En reslidad, los llamados “cuslitativos® son también cuantitativos, y tal vez sea mejor
distinguir mis bien entre aspectos métricos cusntitativo-cualitativos o no ruméricos,
y aspectos métricos cusntitativos numéricos. La spreciacion de que un nifo es mis alto
que otro no necesita unidedes de longitud ni nimeros de medida, y la estimacion de que
una Tegion es més grande (en éres) que otra no necesita unidades de ares ni nimeros que
especifiquen esas ireas.

En San Diego, California, los profesores Patrick y Alba Thompson estén desarrollando
investigaciones sobre el razonamiento cuantitativo de tipo cuslitativo. Se estad viendo
muy claramente que este tipo de razonamiento es més importante que el cusantitative
numérico, y que es un prerrequisito pars éste. Por ejemplo, piensen en el siguiente
problems de razonamiento cusntitativo no mmérico.

Cartos y David son los mejores atletas de su curso. Si apuestan una carrers en s pista
atlética, llegan al tiempo. si corren la pista caminando ripido al estilo de la caminata
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olfmpica, también Llegan al tiempo. Un dfa se les ocurre la siguiente idea: Carlos dice
que primero va a correr la mitad de la distancis, y luego a caminer la otra mitad. David
dice que primero va a correr la mitad del tiempo, y luego & caminar la otra mitad. ;Qué
creen ustedes que pesa: que también llegan sl tiempo, o que Carlos gane, o que David
gana? (Por qué piensan as{?

No se trats pues de empezsr con las transformaciones de tipo deformacién continua sin
métrica pera establecer los invarisntes topoldgicos, y {uego con las proyectividades,
tas afinidedes y las isometrfas. Podemos empezar a explorar el espacio con las isome-
trias, y tomer sélo las afinidades que son homotecias con centro dedo y factor de
smpliacién dedo, de las que sabemos que estin programadas en el cerebro de los niilcs.
Pero de todas manerss asceptamos la métrics euclidiane de trasfondo, esf no podamos
asignsries todavia nimeros especificos a las longitudes de los segmentos, a las éreas
de las regiones ni & los volimenes de los 26l idos.

Es claro que hay mucho qué aprovechar del "Programe de Erlangen”, pero al final de la
secundaria. Explorsr los casbios de escals en una sols direccién, comc los mepes en
relieve que exageran la alturs de las montafias; o analizer las sombras de cbjetos que
rotan y estudiar las proyectividedes, las proyecciones qus Llevan a la cartograffa o al
dibujo en perspectiva, es ciertamente muy interesante y Gtil pera los olun‘u_ de
matemiticas, y se prests admirablemente pars hacer unidades integrades de metemiticas
y dibujo técnico o de mateméticas y artes plistices.

Pero esas posibilidedes de utilizar el “Programe de !ri.nocn" no significan ni mucho
mencs que la propuests de la geometr{a sctiva ses un intento de ilpymr el esquems
shetracto de ese programa kieiniano a los nifics de primeria y secundaria.

4. LA CEQMETRIA DE LAS TRANSFORMACIONES

Ls importancia que se le da en la geometrfa activa a trasiedar y rotar objetos, o
reflejarlos por medio del dibujo, de los espejos y de (s imeginacion, es tal vez la causa
de confundir la geometria sctiva propuesta en los nuevos programas con la lamede
ugeometria de las transformeciones*. Ys relatamos someraments el programs de diche
geometria, propussta por Marsall Stone y plasmeda en verios textos de geometrfa que
salieron al mercado en los Estados Unidos en la décade de los setenta (por ejemplo
Jacobs, H.R., o Coxford y Usiskin).

La base de esa propuesta des geometria de las transformaciones era la constatacion de que
los tres tipos de isomstriss del planc son definibles en términos de una solo: de las
reflexiones. Reflexiones sobre | {neas peralelas generan trastaciones, y sobre lineas

$& cruzsn genersn roraciones sastaba pues tratar (es reflexiones, Y solo con ells=
se pudfsn estudiar todas lss isometrfas del plano.

Pero 10 que ers elegante teorema matemitico fue un error pedagégico, pues los nifos y
jévenes entienden directamente las rotaciones y aprenden ficilmte_ a detectar cuiles
deslizamientos son trasleciones y cuiles son conbinaciones de trasiaciones y rotaciones,
sin necesidad de pensar en reflexiones. Estas son las més diffciles, pues no son
propiamente realizables en el material concreto. Lo que ll_mt (ibros t{iamen
“reflexiones?, por ejemplo en et grupo de isometrias que dcj_-n fijo un cuadrado, no son
presentados por esos libros como reflexiones sino como rotaciones sobre ejes en el plano
de la figura.

Las reflexiones se hacen en el cerebro o no pueden hacerse. La ayuds de e'cpejoc, limines
semi transparentes | lamadas "Hira®, calcado en papel transparente o de copia, etc.,

syudar al cerebro a interiorizar, reversar y coordinar las reflexiones, pero no pueden
suplantarlo. No me parece puss que se deba empezar por les reflexiones, ni wgho menos .
Y tampoco me parece que el objetivo finst ses ¢l de anslizar todo el grupo de isometriss
del planc. EL objetivo es explorar el especio y sus representaciones en el plano. $i pere
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ello ayudan las rotaciones, trsslaciores y reflexiones, sean bienvenidas como
herramientas de trabajo. Pero no como finalidades en sf, ni como elementos de un complejo
grupo de transformeciones. No faltarfa wmis que pusiéramos como objetivo de la geometria
activa el snilisis del grupo de isometr{as pares del plano como producto semidirecto de
las trastaciones por las rotaciones.

Ni siquiers me parece que se deben definir las rotaciones o las trasiaciones por medic
de las reflexiones, ni por medio de nads. Ne parece que se deben experimentar activamente
en forme sinténfca con el cuerpo, y Luego en el dibujo. Ver qué tipo de movimientos
conservan la direccién, cuiles la orientscion en el plano o en el espacio, cudles cambian
los drdenes ciclicos de los vértices, sin definir verbalmente ninguns de estas
transformsciones. En los talleres con meestros hemos comprobado la dificultad que tienen
Los meestros pera distinguir esos aspectos activos que los nifios captan irmediatamente
y ls resistencia que sienten al ver que en realidad no se puede definir con palabras qué

es traslacidn ni qué es rotacidn. Definirlas por medio de Las reflexiones es un engaio,
pues tampoco se pueden definir las reflexiones por medio de definiciones verbales.

No estoy pues proponiendo que se trabaje la Llamads "geometrfa de las transformaciones®,
sino que se trabsje La geometria por medio de aquellas transformaciones que ayuden en
esa exploracién activa del espacio y a desarrollar sus representaciones en la imsginecisn
y en el plano det dibujo.

S. CONCLUSTION

La necesidad de recuperar (a geometria en los programas de primeria y secunderia me
parece que ys va siendo aceptada por todos, inclusive por los més fieles bourbakistas
de la Universidad Nacionsl. Esa es una de las muchas deudss que tiene el pais con el
Profesor Alberto Campos.

Pero los argumentos de los bourbakistas contra Euclides tienen algin fundamento. La
légica no es propiamente impecable en Los Elementos. La geometria euclidians como fuente
de problemas de investigacion estd pricticamente sgotada desde hace cien sfios. La falta
de operatoria parece invitar a la introduccion del élgebra lineal como élgebrs de la
geometr fa. Pero La conclusion no es escribir un Libro de geometria sin un solo dibujo,
ni reducirla al algebra lineal, como lo hizo Disudonné. Tempoco se debe descartar el
trabajo de sistematizecidn de conceptos y de resultados que Llevd a cabo tan brillante-
mente Euclides. Ese trabsjo es un monumento de la cultura, apenas comparable con las
pirémides de Egipto, las sinfonfas de Beethoven o la obrs de Picassc.

Ls propuesta de la geometria active invita a estudiar y aprender geometrfa con los
grandes maestros, Tales y Pitigorss, la escuela de Atenas y la de Alejandria; con los
criticos de Euclides, desde Proclo y Clavius a Hilbert y Bourbski; y con Los geémetras
no eucl idisnos, como Saccheri, Lambert, Gauss, Lobatchevsky, Bolyai, Riemenn, Beltrami
y Poincaré. Pero invita o estudiarla camo un ejercicio activo del propio cuerpo, de la
imaginacién y del dibujo. Y & no dejar perder nunca el aspecto activo y dinémico para
llenar el tablero de més y mis figuras muertas y de simbolos estéticos. Eso no serfa
geometrfa: serfa el cadiver de la geometrfa.
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