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Se aplica el método de
Relajacidn convexa en la
sclucién de dos problemas de
optimizacién con monomios
bilineales v céncavos
acelerando el algoritmo cen la
regla del filiro. Unc de los
problemas es una red de
intercambio caldrice v el otro
es una secuencia de reactores
CSTR. Los ejemplos
chtuvieron diferentes desempenos dependiendo de
las alternativas del arbol de blisquada. Para la
secuencia de reactores el mejor desempenoc fue 27
nodos, con lo cual hay una mejora del 60% respecto a
los reportados en la literatura.

Giovanni Morates Medina

[ntroduccion

Losmodelos de programacion no lineal se emplean
con frecuencia, en la optimizacion de sistemas,
tanto en ingenieria como en la clencia, por ejemplo:
disefio vy control de procesos quimicos, disefio de
circuitos eléctricos v en la termodindmica de
atomos y moléculas. La optimizacién no lineal
puede ser representada pot:

M f5y
Sujetoa= h(x) =0, g, () <0 (1)

Donde f, h, g son funciones no lineales,
continuas y diferenciables. La funcién objetivo
ftx) puede representar el costo de inversidn, la
energia libre de Gibbs o cualquier otro ente al
que se desee encontrar su menor valor. Esta
funcidén, esta sujeta a un conjunto de
restricciones (Balances de masa vy energia,
sumatoria de fracciones, ecuaciones de
equilibrio, restricciones ambientales, etc.) que
aumentan la dificultad del modelo.

A menudo, estos modelos incluyen funciones
con términos no-convexos, que hacen gue el
programa posea subépiimas soluciones
(minimos locales v puntos estacionarios) v que
al aplicar un método estandar, el 6ptimo
encoentrado esté fuertemente influenciado por
el punto inicial®.

Marco tedrico: “El método de relajacion
CORYEXA”,

Pocos de los algoritmos existentes para la
programacién no-convexa, pueden ser aplicados
a problemas de la ingenieria quimica; dentro de
este grupo se encuentra el método de la
relajacion convexa y restricciones adicionales®.

El método de relajacidn convexa se basa en la
construccién de un problema convexo, a partir
del problema original, cuya solucién da una
indicacién de la ubicacion del optimo global




Para construir un problema relajado convexo, se
hace uso de los envolvente convexos o de la
relajacién convexa?® De acuerdo con la clase de
envolvente, las funciones se pueden clagificar
en tres grupos™

a) Funciones convexas. Los envolventes de
estas funciones son ellas mismas.

b) Funciones no convexas especiales: bilineal,
trilineal, fraccional, trilineal-fraccional y
conecavo de una variable.

¢) Funciones no convexas conl estructura
general: No poseen envolvente convexo.

La relajacién para las funciones constituidas por
monomios no-convexos especiales, se efectia
reemplazando al monomio por una variable ¥
adicionando restricciones lineales provenientes
del monomio original?, Una vez relajado el
problema original, es resuelto por un meétodo de
optimizacién local, obteniéndose el limite
inferior del programa. A partir de este punto, se
optimiza el problema original para obtener el
Hmite superior, 51 los dos limites se encuentran
alejados, se usa el 4rbol de busqueda (Branch
and Bound) para acercar las dos fronteras y
obtener asi, el dptimo global®.

Arbol de bisqueda.

Se puede definir varias slternativas:

1. Estrategias de ramificacién. Se encuentran
en la literatura las siguientes estrategias de
ramificacién® maxima distancia entre el
término vy su estimador convexo, distancia
al punto optimo de la frontera convexa y
contribucitn de cada variable al problema no
COIVEXO.

2. Punto de ramificacién. El punto base de la
ramificacién puede escogerse en la
hiseccidén o en el punto dptimo de la frontera
inferior (F1)°.

3. Técnicas de aceleracion. El trabajo
computacional depende de la calidad de la
relajacidén convexa aplicada y, esta a su vez,
de Ios imites de las variables. Debido a esto,
se han desarrollado recientemente, técnicas
gue aceleran el algoritmo por medioc de la
contraccion de las fronteras de las variables”.

La contraccidn del intervalo consiste en
solucionar una secuencia de problemas
convexos de la siguiente forma*

M}r’/Max X
- Sa. G <0; Fo)<LS - (2)
: o xbaxsx

Donde G(x) son las regtricciones relajadas, F(x)
es la funcién obijetivo convexificada, LS es el
limite superior del 4rbol v ¥ es la tolerancia.

La Regla del Filiro. La contraccién se vuelve
ineficiente cuando es aplicada sohre variables
cuyo intervalo se encuentra muy reducido en
comparacién con el inicial (reduccién de eje).
Esta es la base para la regla del filtro, la cual
efecttia la contraccion del intervalo solo a
aquella variable, cuya reduccién de gje sea
mayor a un valor predeterminado y que posea
la mayor contribucién al problema no convexo®.

Eiemplos de aplicacion

Ejemptlo I. Minimo costo de inversién para una
red de intercambio calérico (figura 2)°. El objetivo
es encontrar la configuracién éptima de unared
con costos de servicios industriales fijos v
numero de intercambiadores también fijos. La
funcion objetivo esta dada por el costo de los
intercambiadores, gque es funcién del area
{dimensién caracteristica de un intercambiador)
de la forma cAP, donde ¢=1300 vy b=0.6.
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Las restricciones delmodelo se deben al balance
de masa y energta en los separadores, en los
divisores v en los intercambiadores.

Ejemplo IL. Reactores CSTR en serie con capital
fijo® (figura 3). El ejemplo considera el disefio
de una secuencia de dos reactores CSTR en
serie, en donde se llevan a cabo las reacciones
consecutivas de primer orden A«B«C. El objetivo
es encontrar el volumen de cada uno de los
reactores isotérmicos, tal que la concentracion
de B a la salida de la secuencia, sea la mayor
posible. Los valores de las constantes de
reaccidn son:

Figura 3. Reactores CSTH en serls.

Reactor 1: A— B k = 0,09755088 s
B-C k, = 0,0391908 s

Reactor2: A— B k, = 0.99*k s
B—>C k, =0,9%k,. s*

El flujo de entrada a la secuencia de reactores
es 1 1/s; La concentracién de A en la entrada de
la secuencia es 1 mol/l. La funcién objetivoesla
concentraciéon negativa del producto B a la
salida (-C_,}). Las restricciones del modelo son
propias del balance molar y de la inversién en
la red, la cual pusde representarse en funcién
del volumen de cada reactor:

fnvér'sién wuExima
Vfﬁ + Vzﬁ S JE e —
Qo
{3)
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Resultados

Los ejemplos descritos poseen monomios dentro
del grupo de los no-convexos especiales (bilineat
v céncavo), por lo cual se solucionan con el
meétodo de relajacidn convexa. Los modelos se
relacionan en 4 y 5. Las estrategias de
ramificacion se estudiaron en los dos puntos de
corte y la aplicacion de la técnica de aceleracién
se restringid por la regla del filtro, desde una
reduccion de eje de cero (en todos los nodos del
arbol) hasta una reduccién de uno {sélo en sl
primer nodo}. En lastablas 1 v 2 se reportan los
puntos dptimos globales encontrados.

A- Estrategia de distancia al estimador
convexo (figura 4). En el ejemplo I se aprecia
gue en los dos puntos de corte se hallan zonas
con desempelio constante producidas por
reducciones de eje grande. Cuando la
contraccién se efecttia en r=0, sobre la variable
con mavyer contribucién no se obtiene el mejor
desempeiio, ya que se eligen variables con
tamanos de eje ya muy reducidos.

En el ejemplo I1 se aprecia un valor mayor en el
numero de nodos. Al igual gue en el caso
anterior el mejor desempefic no se presenta
cuando se efectiia la contraccion en r=0 sino,
en valores intermedios. Los mejores
desempefios obtenidos con esta estrategia de
ramificacion fueron:

* Ejemplo I {11 nodos): Corte en la Frontera
inferior v reduccion de eje en 0,2,

* Ejemple II (43 nodosg): Corte en la Biseccidn
y reduccién de eje en 0,6.

B- Estrategia de distancia al dptimo del
problema convexo (ficura 5). Ejemplo I Los dos
puntos de corte presentan zonas de desempefio
constante. Al efectuar la contraccién en 1=0
escogiendo las variables con mayor contribucién
no se encontrd el dptimo glebal para los dos
puntos de corte, lo que muestra la importancia
del tamano del intervalo de la variable.

Para el Ejemplo II: Los dos puntos de corte
poseen una tendencia similar pero difieren en
el intervalo [0,4; 0,8], en donde la hiseccitn
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: aumenta ¢l desempefio y la FI lo disminuye. Para esta estrategia de ramificacién los mejores
desempeitos fueron:

Ejemplo L. Costos de la red:

(4)

OBJETIVO A (m) A (m) F, (KWIK) F, (KWIK) F; (KWIK} F, (KWIK) F, (KWIK) T,EC) T,CO T, (°C)

g4218096 162 58.7 20 2 8.148 6.149 13.85 378.8 359 3’34.7 :

Ejemplo II. Maxima conversion de salida:

Min
Sa.

- Cps e

CAI;.;“]"' kICA;‘yf =
 Cap Cat kGl =
. Cpp+ Cyr =1+ k3G V,
B2 = C.Eu:‘“i“ Caz —Car+ksCp
V— Ly 05 & 43
0<x<(1111616

(5}

Tabla 2. Punio éptimo global para los reactores CSTR en serie,

OBJETIVO Ca, (moli) ~~ Ca,(moll)  Cb,(mol) ' Ch,(mol)  V,(m)
0.388812 0.7714 0.5170071 0.204282 0.388812 3.03756 5094686




* Ejemplo I (5 nodos): Corte en la Biseccion v
reduccidn en [3.4; 1].

¢ Ejemplo II (49 nodos): Corte en la Biseccién
y reduccién en 0,6.

C- Estrategia de contribucién al problema no-
convexe (figura 6). Para el ejemplo I los dos
puntos de corte difieren grandemente por el
orden de los 300 nodos, pero la tendencia es ia
misma. En el ejemplo II la forma de variacién
de los dos puntos de corte es similar, al ignal
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gue los desempefios obtenidos. Para los dos
puntos de corte el no aplicar la regla del filtro
(r=0) vy aplicar la contraccién a todas las
variables en el primer nodo (r=1) conlleva a
obtener desemperfios muy bajos. Los mejores
desempenoes en esta estrategia de ramificacién

Son:

= Ejemplo I (5 nodos): Biseccién v reduccion
de eje {0, [0,4; 1]}.

* Ejemplo II (27 nodos): FI y reduccién de eje
en 0,8.
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Gomparacion de resultades

Ejemplo I. La presencia de zonas con igual
desempsiio, refleja el hecho de que en la primera
contraccion del intervalo, la mayoria de las
variables quedan tan reducidas, que sé6lo se
cambia la variable en valores de reduccion bajos.
En general, las mejores estrategias fueronla 2y
la 3 con el punto de ramificacion en la biseccion
y reducciones de eje entre 0,4y 1. El hecho de
que los valores de reduccién de eje difieran a
los aplicados comunmente (r = 0y T = 1),
comprueba la mejora que hace al algoritmo, la
regla del filtro propuesta en este trabajo.

Ejemplo II. Cuando no se aplica el filtro, las
variables V, y V, son escogidas en todo el 4rbol
para realizar la contraccidén, con lo cual en
algunos nodos la contraccion es baja, al haberse
climinado las infactibilidades con antericridad.
Debido a esto el no utilizar el filtro, con lleva a
obtener desempeiios bajos.

La mejora que ocagiona lategla del filtro se debe’

a gue se encuerntra un mayor numero de nodos
cortados v cerrados. Esto sucede con mayor
énfasis en 1> =0,5 para la biseccion, debido ala
particién uniforme. Para la Fl, los mejores

desempernios se encuentran en r<0,5, por dejar
ramas de tamarios grandes. Respecto a los
resultados reportados en la literatura (Tabla 3),
la estrategia 1 alcanza una reduccién de 36%,
con la estrategia 2 el 27% y con la estrategia 3 la
reduccién en el nimero de nodos llega al 60%.

Tabla 3. Comparacién de resuliados
ejemplo il

i'Ref.6 Ref.5

A B C
| S

| Nodosiotales 67 91 43 49 27

CONGLUSIONES

Al modificar la aplicacién de la técnica de
contraccion con la regla del filtro, se acelera la
convergencia del algoritmo al encontrar ramas 1o
factibles (cortadas) y ramas con valores suboptimos
(cerradas). La estrategia de ramificacién gque,
presenta los mejores resultados cuando se utiliza
Ia contraccidn de variables con Ia regla del filtro es
la de la contribucién al problema ne convexo. En
general los mejores desempenos se obtienen al
utilizar la reduccion de eje con valores por encima
de 0,5 para la ramificacién en la biseccion y, en
valores inferiores para la ramificacion en el 6ptimo
de la frontera inferior.
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