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Representación Integral de Cierta Narma,
y sus Esferas

Resumen
Se introduce una norma <.p sobre 1R2 representada como la integral sobre
[0,1] del valor absoluto de un producto interior de vectores. Se indaga
la geometría y topología de su esfera cerrada unitaria e de centro en
el origen O. Resulta ser e la envolvente convexa de dos elipsell [y
[ tangentell en O y simétricas respecto a O. Además se construye una
sllcesión de normall {<.pn}qu(:lconvergen (puntualmente sobre 1R2) a <.p, de
manera tal que las frontemll de sus esferas unitarias son paralelógonos que
"convergen radiairnente" a la frontera de C. Se describen explícitamante
los elementos geométricos de e y se calcula su área.

No son muy frecuentes las normas sobre ]R2 que se representan por medio de
integrales. Una de ellas es la norma euclídea

¡¡XII =! r IX· (cost,sint)ldt,
2 lo

integral obtenida como el límite puntual sobre 1R2de una sucesión de normas
{'Pn} cuyas esferas unitarias son 2n-gonos regulares de circunradio unidad
([10], pp. 151-153; [11], pp. 144-145).
¿Existen otras normas con esta propiedad? Un intento de respuesta positiva
se desarrolla a lo largo del presente trabajo. En efecto, la norma 'P definida en
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(1) tiene esas características, siendo tal que su esfera cerrada unitaria e (de
centro el origen O) es justamente la envolvente convexa de ~os elipses -E y E
tangentes en Oy simétric&S respecto a O (Teorema 1, ver Figura 1).
Al indagar aquí la geometría y topología de e =conv (-E uE) fue preciso
introducir una metodología que incorpora nociones de cálculo integral, análisis
convexo y algebra lineal, además de algunos resultados récientes obtenidos por
el autor sobre polígQnos convexos.
Denotaremos con letra imprenta mayúscula los puntos o vectores (fila) de R2,

por A . B el producto interior usual de dos vectores A y B en 1R2,. y por r.T la
transpuesta de una matriz r..

Lema 1. Sean a, b, e ~úmeros reales positivos dados. Entonces la {unción
.p : R2 --+ R definida por

'P (X) = folIX' (a, b + ct)1 dt (1)

para todo XE R2, es una norma sobre R2.

Demostración. Fijando cada X = (Xl, X2) ~nR2 el integrando en (1) es una
función no negativa y continua para todo t E [0,1]. Por tanto 'P (X) = O es
equivalente a .

([8), p. 138, ejercicio 2). Derivando ambos miembros con respecto a t obtene-
mos X2 = O, reduciendo la relación a aXI = 0, esto es, Xl = O.
La propiedad homogénea deJa integral nos hereda 'P (~X) = 1~1.p(X) para
~ E R. Otras de sus propiedades aportan

Demostración. Si hacemos u = (s + t) Is+ tl- t Itl, la desigualdad anterior
es equivalente a su ~ O. Ocurren dos casos.



u={ s {t + (s + t)} ~ o,
(S+t)2+t2~0,

t ~ O,
t s: O,

y por tanto su ~ O.

Si s < O entonces t ~ O (de lo contrario s + t < O), y así

(ii) s + t s: O

Aquí u = _s2 - 2st - t2 - t Itl. Si s > O entoncest s: O (de lo contrario
s + t > O), y

u={ -{(S+t)2+t2}s:0,
-s{t+(s+t)}S:O,

si t ~ O,
si t s: O,

Teorema 1. Sea r.p la norma sobre ]R2definida en (1), y sea E la elipse de
centro

(X G) (2a
2

2ab + al') T
. 2ab + al' 2b2 + 2br + r2 (X - G) = 2.

(i) La..'i elipses E y - E = {- X I X E E} tienen al eje de la..'iabscisas como
tangente común en el origen O.

2a . 2
X2= ---Xl + (-Ir --,

ab + e 2b + l'
y [,j la recta



'+1entonces [,i y [,j son tangentes a (-1)J e en los puntos

(
{ i~} ), 2b + 1+ (-1) c . .

Vii = (-1)J ac ' (_1)J+t2c-1

Ti = ((_1)i 4b': 2c, (_1)i+14c-'1) ,
respectivamente, para todo i, j = 1,2.

(iii) SI [O] (la esfera cerrada unitaria de centro O, respecto a la norma "p) es
la envolvente convexa de -& U &.

Fr (SI [O]) =(6 V~lVi2) U (6 ÍÍ¡iTiV-;;)'"
t=l J=l

donde la semielipse í7iiTiV-;; está contenida en (-1 )i+1 &, para todo
j = 1,2 (ver figura 1).

Demostración: Observando que la ecuación matricial de la elipse -& (de
centro -G) se obtiene de (2) cambiando el signo menos por más, entonces la
ecuadón escalar de (-1 )i+1 & es

en la cual, derivando implícitamente con respecto a Xl, aparece

dX2 2a2x1 + (2ab + ac) X2
-= .,
dX1 (2ab + ac) + Xl + (2b2 + 2bc + c2) X2 + (-1)J c

la pendiente de la tangente a (-1)i+1& en el punto (X1,X2) para todo j = 1,2.
A la luz de esta expresión se siguen las siguientes afirmaciones.
La tangente a (_1)i+1 & en O tiene pendiente cero, j = 1,2. Además, las
rectas Li, Lj y los puntos Vii, Ti , definidos en (3), (4), (5) y (6), son tales que
Vij, Tj están en Li n (-1 )i+1 & , Lj n (-1 )3+1&, y las tangentes a (-1 )i+1 & en
esos puntos son, justamente, las' rectas Li y Lj, respectivamente, para todo
i, j = 1,2 (ver Figura 1).
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Se sigue de estos resultados (observando la Figura 1), que si hacemos C'=
conv (-E UE), entonces

Fr (C) = (w VilVi2) U (w ~;T;V;;) ,
,=1 ,=1

donde V;jT;V;; ~(_1);+1 E. Además C es centralmente simétrico en O Eint(C),
y dado que -EuE es cerrado y acotado, entonces C es también compacto ([7],
p.158, Theorem 17.2). A continuación probaremos que Fr (C) ~ Fr (SI [O])
(la esfera cerrada unitaria de centro O; respecto a la norma 'P). Para ello



Fr (S¡[O]) == {X E JR2 I cp (x) = 1 }

([7], p.59, Corollary 7.6.1). Así, y teniendo en mente a (5),

cp«1-a)V21+aV22) = cp(-(1-'a)V12-o:Vll)

= cp (aVll + (1- a)VI2)
= 2c-l'tp (&-1 (.;.,.~o:b';"',ac + b), 20 - 1)

fl .
== 2Jn1o: -(20: -l)t Idt

== 2 .h1{o: -(2a 1) t} dt

para todo a E [0,1]. En otras palabras:

2
Ü Vil Vi2 ~ Fr,(SI [O]) .
i=l

A partir de aquí se hacellecesario ~lcular explícitamente la integral indefinida

. 1 == J laxI + bX2 + cX2tl dt

para cada (Xl. X2) E JR2 fijo. Si X2 .¡ O (el caso X2 == O és trivial), el artilugio
consiste en representar el integrando como una raíz cuadrada,

A su vez, y usando la Primera Sustitución de Euler ([6], pA05), la raíz la
expresamos como

_ ' . x2 - (axI + bf2)2
t - . , .

2CX2 (<iXI + bX2) - Zc!x21 x

(lo que quiere decir que dtes también una función racional de x). Por con-
siguiente nuestra raíz puede escribirse como una función racional de x,

. x2 - (axI + bX2)2', I
~---------_. X2 + x
2x2(axI+bx2)-2\X2Ix '



y así la integral 1 se transforma en la integral de una función racional de x
cuyo valor es

donde X2 =f: OY K es la constante de integración([3], p.670, fórmula 109). Se
sigue que 'P (X) tiene la siguiente representación explícita:

¡_1_ {(axI + bX2 + rX2) laxI + bX2 + rX21
2rx2

'P (Xl, X2) = - (aXI + bX2) laXI + bX21} ,

a IXII,

donde la primera expresión, siendo no negativa (Lema 2), es sonsistente con
'P ~ O. Así, es inmediata la equivalencia

;P(XI, :1:2) <=> (axI + bX2 + ('X2) la;!:] + bX2 + rX2! = 2rx2+
(axI + bX2) laxl + b.1:21·

-------
Consideremos la semielipse Vl1TI V21 de f en el semiplano cerrado ;1:2 ~ 2(·-1

(su frontera pasa por G, el centro de f). Puesto que f está entre las dos
rectas paralelas soportes 1:-1 y 1:-2 ( tangentes a [; en Vl1 y V21, [4], pp.7--8), si
(Xl, X2) E V;ITI V;;, entonces

aXI + bX2 :$ 0-.

En la Figura 1 se muestran las dos rectas frontera de estos dos semiespacios
cerrados. Así, en este punto (X¡'X2) las relaciones (7) (con j = 1) y(8) son
equivalentes. De donde 'P(x¡, X2) = 1 Y

V;ITI V;; ~ F,' (SI [O]).
,------.., ,,----.....•

También las simetrías - Vl1TI V21 = V22T2 VI2 ~ -[; y '1'( -x) = ;p(x) nos dan

-------
V22T2V12~ F7' (SI [O]).



Fr (C) ~ Fr (SI [O]) .

Ahora bien, la función <p' : ]R2---.]Rdefinida por

<p'(X) = { IIXIIIIYII-l,
. O,

si X #- O,
si X = O,-donde Y es el punto de intersección del rayo OX con Fr (C), es una norma

sobre ]R2.Además C es la esfera cerrada unitaria de centro O respecto a <p' ([4],
pp. 169-170).
De acuerdo a ·la última contenencia,

,( X ) <p(X)
<p <p' (X) . = <p' (X) = 1,

para todo X #- O en ]R2. Concluimos <p= <p', y que

SilO] =C .•

Lema 3. Si A¡, ... , An son n(~ 2) vectores dados en]R2 tales quedet(Al, A2) #-
o, entonces la (unción f : ]R2 ---. R definida por

n

f (X) = L IAk . XI,
k=1

para todo X E ]R2,es una norma sobre ]R2.

Demostración. f (X) = O es equivalente a IAk' XI = O, k = 1, ... ,11" es
decir, al sistema de ecuaciones lineales

Ak . X = O, k = 1, ... In.

Siendo det(Al, A2) #- O, el rango de la matriz de los coeficientes es dos, y el
sistema tiene como solución única X = O. La misma representación de f nos
da f (XX) = \A\ f (X) con A E R, Además,

IAk' (X + Y)I ~ IAk' Xl + IA~. Y\, k = 1, ... ,11"



Observación 1. Abordaremos el Teorema.2 usando algunos resultados re-
cientemente obtenidos por el autor sobre la geometría y topología del par-
alelógono ({lO), pp. 140-153). Un paralelógono ({5), p.52) es ~n 2n-gono
convexo centralmente simétrico. Por tanto en él a cada lado le corresponde
otro lado paralelo y de igual longitud.

En el Teorema 1 se.estableció queC =conv( -E U E) es la esfera cerrada uni-
taria (de centro O) respecto a la norma 'P definida en (1). A partir de ..p
construiremos una sucesión de normas {'P} que converge puntualmente a 'P
sobre 1R2, tales que las fronteras de sus esferas unitarias son paralelógonos que
"tienden radialmente" a la frontera de C. Además, hallaremos el área de C.
Para cada A = (a 1, a2) en 1R2 definimos A· = (a2, - al). También, en el
siguienteteórema adoptaremos la convención

tL Oi = 6 si 8 > t.
i=s

Teorema 2. Sea f la norma sobre 1R2 deñnida en (9) tal que para todo i < j
los det (Ai, Aj) son o todos positivos o todos negativos, y sea

n-k n

Ak=LAi·A~+l-k+ L A!1+l-k·Ai, k=1, ... ,n. (10)
i=1 i=n+2-k

Entonces Sr [G} (la esfera cerrada de centro G y radio r > O, respecto a f ) es
una región paralelogonal cerrada VI, ... , V2n de centro G y vértices

Vk = G + ~k A:+l-k'
Vn+k = 2G - Vk,

(ver Figura 2).

Demostración. Ver [lO}, pp. 142-145 .•

Teorema 3. Sea 'P la norma sobre 1R2 deñnida en (1) y sea E la elipse de
centro

G = (_ 2b + e, 2l'-1)
al'

deñnida en (2). Sea además 'Pn la norma sobre R2 deñnida por
,

'Pn (X) = !t Ix . (a,b + ke) I' n = 2,3, ... ,
n k=1 n



para todo X E 1R2,respecto a la cual denotamos por Cn la esfera cerrada
unitaria de centro O. Entonces:

(i) Si C =conv( -e u e), el área de C es 211' + 8.
. ac

(ii) lim ;Pn (X) = 'P (X), para todo X E ]R2.
n-oo .

(iii) Cn es una región 2n-gonal Vn,l Vn,2'" Vn,2n convexa, cerrada y central-
mente simétrica en O (es decir, un parale1ógono), de vértices

{

V. 2n2 (6 (n-A:+l)c )
n,A: = (nL21m+n-2k+2A:2)ac' + n ' -a,

Vn,n+A: = - Vn,A:, k == 1,... ,n .

---.Si para cada X E Fr (C) el punto Xn es la intersección del rayo OX con
Fr (Cn) para cada n = 2,3, ... , entonces

lim Xn = X .
n-oo

(a 6 kc)
AA: = -, - + -. '. n n n2

det (A¡, Ai) = a~ (j - i) > O
n



para todo i < j. Así la expresión en (12) define una norma 'Pn sobre 1R2 (Lema
3), para cada n = 2,3,. " Por tanto los vectores Ai,' .. ,An satisfacen todas
las hipótesis del Teorema 2, donde D.k en (10) toma el valor

al' ( 2 2)D.k = 2n3 n - 2kn + n - 2k + 2k ,

Se sigue que Cn es una región 2n-gonal Vn,l Vn,2'" Vn,2n convexa, cerrada y
centralmente simétrica en O, de vértices definidos en (13), para cada n ~ 2.
Un resultado sobre integrales de funciones continuas nos garantiza la parte (ii)
del Teorema 3:

'P (X) = fo11X' (a, b + r.t)l dt

= lim.!. t Ix . (a, b + kl') I
n ....•oo n n

k=l

= . lim 'Pn (X) , para todo X E 1R2
n ....•oo

([1], p.246, exercise 9-15).
---+

Dado X E Fr (C), si Xn E Fr (C) n OX entonces 'P (X) = 1, 'Pn (Xn) = 1,
Y X == tnXn para algún escalar tn > O. Por la parte (ii), dado E > O existe
N > Otal que si n ~ N entonces .

E > l'Pn (Xn) - 'P (X)I = l'Pn (tnXn) - 11
= Itn'Pn (Xn) - 11
= Itn - 11.

lim tn = 1n ....•oo

lim tnXn = lim :l:n = X.
n~oo n-+oo

(

2a2Q-- 2ab + al'

2ab + al' )
2b2 + 2bl' + l'2



-\

es una matriz simétrica positivamente definida. Consecuentemente existe una
matriz 2-cuadrada nosingular .e.tal que Q = .e.eT ([2),p. 224, Theorem 20).
Entonces la anterior ecuación matricial adopta la forma

Idet.el = ac.

Por tanto, si 1 es el automorfismo (afín) de ]R2 definido por 1(X) = XL para
todo X E ]R2, entonces

11I (X) - (_I)j+1 G.é112 =11 {X - (_I)j+1 G} .e112
= 2,

-+1para todo X E (-1)1 E, j = 1,2. En otras palabras 1 (E) y 1 (-E) son
circunferencias de radio 11G .c11' = V2 (pues O E ±E) y centros G.c y - G .c,
respectivamente, que tienen una tangente comlm en el origen O (Teorema 1,
parte (i)). _,
Siendo la envolvente convexa. de un conjunto en ]R2 el conjunto de todas las
combinaciones convexas de elementos del conjunto ([9), p.38, exercise 2), en-
tonces 1 preserva las envolventes convexas. Por tanto

de donde el área de 1 (C) es la suma del área de un círculo de radio V2 y el
área de un cuadrado de lado 2V2, esto es,

(J2)21T + (2J2)2 = 21T + 8.
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