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Diferenciabilidad no Connmutativa
ERNESTO A_COSTA G.»

" Resumen

" Si G es un grupo de Lie y f es una funcién de G en G diferenciable
en el el sentido de grupos topolégicos, entonces f es diferenciable
vista como funcién entre variedades. Sin embargo el reciproco no
se tiene.

1. Introduccién

La nocién de diferenciabilidad para funciones entre grupos topologicos
proviene de la formulacién de diferenciabilidad presentada por Carathéo-
dory en su libro de anilisis complejo [3]. Esta formulacién fue rescatada
por Kuhn en [1], quien destaca las ventajas de ésta para simplificar las
demostraciones de los teoremas elementales del cilculo diferencial en R.
Acosta y Delgado [5] generalizaron esta formulacién a espacios vectoria-
les normados, y Acosta presenté en [5] la nocién de diferenciabilidad en
grupos topolégicos. Un aspecto novedoso de esta nocién es la no unicidad
de la derivada cuando se trabaja con grupos no abelianos. [5] abre las
puertas a una versién bien general de célculo diferencial no conmutativo.
Sean G'y H dos grupos topoldgicos localmente compactos. Denotare-

mos mediante Ghom(G, H) el grupo topolégico generado por el con-
Junto Hom(G, H) de homomorfismos continuos de G en H dotado de la
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topologia compacto abierta. A los elementos de Ghom (G, H) los llamare-
mos ghomomorfismos. En el caso en que G y H coincidan-en lugar de
Hom(G, G) escribiremos End(G) y en lugar de Ghom(G, G) escribiremos
Gend(G). A los elementos de Gend(G) los llamaremos gendomorfismos.

Diremos que f: G — H es C-diferenciable en a € G si existe ¢ : G —
Ghom(G, H) continua en a tal que

f(2)f(a)™" = §(z)[za™"].

A la funcién ¢ la llamamos una funcién de pendientes para f en a y al
valor ¢(a) lo llamamos una C-derivada de f en a. En [5] se estudiaron
algunas de las propiedades de las funciones C—diferenciables y se dieron

condiciones necesarias para la unicidad de la derivada de toda funcion
C-diferenciable. ‘

En el caso particular en que G y H son espacios vectoriales normados se
tiene que Ghom(G,H) = Hom(G,H) = L(G, H), donde L(G, H) es el
espacio de las funciones lineales continuas de G en H. Ademas se puede
demostrar que C—diferenciabilidad coincide con la diferenciabilidad segin
Fréchet, razén por la cual en este contexto se puede garantizar la unicidad
de la derivada y podemos escribitr ¢(a) = D f(a), donde D f(a) es la
derivada de Fréchet de f (ver [5]). '

En este articulo establecemos la relacion que existe entre C-diferencia-
bilidad y la diferenciabilidad de funciones suaves entre variedades en el
contexto de grupos de Lie. Mas especificamente, si G = H es un grupo
de Liey f : G — G es C-diferenciable en e, demostraremos que f es
diferenciable en e pero que lo contrario no se da. ‘

2. Preliminares

Antes de demostrar el teorema principal presentaremos algunos aspectos
del cilculo diferencial en grupos topolégicos y una condicién equivalente
a la C'-diferenciabilidad en espacios normados, que sera de utilidad en la
demostracién del teorema principal.

Lema 1. Sea f : G — H una funcion C—diferenciable en a y se ¢ una
funcion de pendientes para f en a. Si ¢(z) = ¢1(z)d2(z), con ¢i(x) y
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#2(x) en Ghom(G, H), entonces ¢,(a)ds(a) v ¢2(a)d:(e) son C-derivadas
de f en a.

Demostracion. Es claro que ¢,(a)@z(a) es una derivada de f en a.
Ahora, sea g(z) = f(z)f(a)™', 1(z) = ¢1(2)[xa""] y ga(z) = ¢o(z)[ra™"]
Se tiene entonces que

9(z) = gi(z)g:()
91(2)g2(2)g:1(2) " g1 ()
91(z)ba2(2)[za"|g1(z) " i (3)[za"]
= {(ady,(2)0¢2() - ¢1(z)}[za™ l]

por lo tanto (adgl(,,)od)g(a)) $i(a) = %(a)qﬁl(a) es otra C denvada de f

en a.

Ejemplo 2. Sea G un grupo topolégico y f : G —» G definida por
f(z) = z%. Entonces f(z)f(a)™ = zza~'a™ = za~laza~la"! = (1g -
ad,)[ra” 1] Por Io tanto, 1 - ad, y ad, - 15 son C~derivadas de f ena.

Nota 1. En general se puede demostrar que si
(z) = ¢1(x)... da(x), di(z) € Ghom(G, H),
entonces los ghomomorfismos ¢,(1)(a).. ¢,(n)( ), donde o recorre todas

las permutaciones de {1,...,n}, son C-derivadas de f en a.

Ahora supongamos que G = E y H = F son espacios vectoriales nor-
mados. Recordemos que f : E — F es diferenciable en a € E si existe
A € L(E,F) tal que

(=) = f@) =Mz —a)l| _

lle - all

cuando z — a. Tenemos el siguiente lema.

Lema 3. f: E — F es C-diferenciable en a € E si existe ¢ : E —
L(E, F) continua en a tal que

f(z) = f(a) = ¢(z)(z - a) + o(z — a),
donde z=3lll

Te=a]l —0,siz — a.
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Demostracién.

If(z) = f(a) = d(a)(z —a)ll _ ll(¢(z) — #(a))(z —a) + oz — a)]

llz — ol , ==l

o llo(z —a)ll a)Il
< iéz) — ()l + =—— Iz — al

"3

cuando z — a.

3. C-Diferenciabilidad en grupos de Lie

Ahora si estableceremos la relacién que existe entre la C—diferenciabilidad
y la diferenciabilidad de funciones en grupos de Lie. Para simplificar la
exposicién supondremos que G = H esun grupode Lieyque f : G — G
es tal que f(e) = e. Supondremos que f es C-diferenciable en a y
- demostraremos que f es diferenciable en € en el sentido de las variedades.
Si G es el algebra de Lie de G denotaremos mediante exp: G — G
la funcién exponencial, y mediante log : U(e) — G su inversa en una
vecindad U(e) de la unidad e de G. (U(e),log) servird de coordenadas
locales en e. Sea f : G — G una funcién C- d1ferenc1able en e tal que
fle)=e.

Consideraremos primero el caso en que ¢(z) € End(G).

Teorema 4. Si f : G — G es C—diferenciable en e, f(e) = e y ¢(z) €
End(G), entonces f es diferenciable en e, D f(e) = d¢(e) y la C-derivada
de f en e es unica.

Demostracién. Condideremos coordenadas exponenciales en U(e) C G
y encontremos la expresién coordenada.de f en estas coordena.das Se
tiene que

flz) = log(f(expz))

= lo§(¢(expx)[expx])
log(exp(dg(exp.z)|z]])
= d¢(exp z)[z].

Como d¢(exp ) es continua en 0, se tiene que f es diferenciable en 0 y
Df(0) = dé(e). En otras palabras, f es diferenciable en e y Df(e) =
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d¢(e) € End(G). Esto demuestra también que ¢(e) es iinica ya que
Df(e) es tinica.
Veamos ahora el caso en que ¢(z) € Gend(QG).

Teorema 5. Supongamos que ¢(z) = ¢1(m)..~.¢n(4a:), #i(z) € End(G).
Entonces f es diferenciable en e y D f(e) = 3. dé;(e).
|

Demostracién. En este caso

f(z) = log(f(expz))
= log(] #i(z)lexp z])
= log([] expld¢;(exp z)[z]])
= 2_dg;(expz)[z] + ofz).

Como ”il’ﬁ])-u — 0 cuando z — 0 (ver [4] Lemma pag. 112),y 3" dé;(exp z)
3

es continua en 0, por el lema 2 obtenemos la diferenciabilidad de f en 0.

Ademés, Df(e) = T do;(e).

Para terminar mostremos que ne.toda funcién diferenciable es C—diferen-
ciable. Sea Gend(G) el subgrupo aditivo de £(G) (funciones lineales de G
en G) generado por End(G). Sea f : G — G Df(e) € L(G) - Gend(G).
Afirmamos que f no es C-diferentiable en e. En éfecto, si lo fuera,
existiria ¢ : G — Gend(G) continua en e y tal que f(z) = é(x)[z].
Pero por el teorema 2 se tendria que D f(e) = d¢(e) € Ghom(G), lo que
seria una contradiccion.

Este dltimo hecho nos permite clasificar las funciones de G en G dife-
renciables en ¢ en dos clases: las que son C—diferenciables y las que no
lo son. En otras palabras, se puede decir que una funcién fdeGen G
es no conmutativamente diferenciable en e si f es diferenciable en e y
ademas Df(e) € Ghom(G). Més generalmente, se puede hablar de H-
diferenciabilidad no conmutativa de una funcién cuando su derivada en e
pertenezca a un subgrupo aditivo M de L(G). Esta es precisamente la ter-
minologia que se utiliza en analisis de funciones en grupos cuanticos (ver
[6]), lo que muestra que el calculo diferencial no conmutativo de los gru-
pos cuanticos podria explicarse en el contexto de la C-diferenciabilidad.
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