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Arco—Conexién Local en las
Compactaciones de Alexdndrov*
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Abstract

It is proved that the Alexandrov compactification of a locally com-
pact, locally path-connected and paracompact space is locally
path-connected. '

1. Introduccién

La compactacién de Alexandrov de un espacio localmente compacto de
Hausdorff ([3], p.104) es frecuentemente 1til para establecer resultados
‘en analisis (debido fundamentalmente al hecho de que los espacios com-
pactos portan una estructura natural de espacio uniforme). Algunas
veces también suministra un marco natural para ciertos conceptos. Por
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ejemplo, las funciones meromorfas en un dominio Q2 del plano complejo €

son [ag funeiones analitieas de () en [2 esfara de Riemann, 13 compactacion
de Alexandrov de €.

Recordamos que si el espacio topolégico (X, 7) es localmente compacto de
Hausdorff ([3], p.102) y w ¢ X, la compactacién de Alexiandrov (X*,7*)
de (X,7) por adicién de w es el espacio X* = X U {w} dotado de la
topologia 7* en la cual un sistema fundamental de vecindades de z € X
para T* es el sistema de las vecindades de z para 7 y, para w, el dado
por los conjuntos (X — L) U {w}, donde L es un subconjunto compacto
de X para 7.

Un problema interesante relativo a la compactacién de Alexandrov es el
de determinar qué tanto de la estructura del espacio se traslada a la com-
pactacién. En este trabajo demostraremos que bajo hipétesis no muy
restrictivas (0-compacidad, paracompacidad), la compactacion por un
punto de un espacio localmente arco-conexo es localmente arco-conexa.
Este hecho es importante en ciertos problemas de prolongacion analitica
en variedades. También estableceremos la conexién local de la compac-
tacién de un espacio localmente conexo. Aunque este tltimo resultado es
conocido, su demostracién depende usualmente de argumentos y concep-
tos ad-hoc, sin un interés muy evidente en otras partes de la matematica,
(ver 1, 2, 6]).

Aunque es de esperar que el problema de la arco—conexion local de la com-
pactacién de Alexiandrov haya recibido atenciéon, no hemos encontrado
ninguna referencia significativa en la literatura. Veanse, sin embargo,
[7, 8], para algunos resultados en esta direccién.

Los argumentos que daremos estin basados en ideas aparentemente in-
troducidas por Malgrange [9]. Sin embargo, en lugar de [9] recurriremos
a [10], donde se completan argumentos insuficientes de Malgrange ([10],
p.85-88).

Seguiremos la terminologia de [3, 5], observando la equivalencia de la
nocién de o-compacidad de [5] con la de enumerabilidad al infinito de
[3]. Recordamos que un espacio topolégico X es o — compacto ([3], p.106;
[5], p.240) si es localmente compacto de Hausdorff ([3], p.102) y si existe
una sucesion de subconjuntos compactos {K,/n > 0} de X tales que
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K. C K2, (A° es el interior de A relativo a X) y que

U K, =X
n=0 :

Recordamos también que un espacio localmente compacto es paracom-
pacto ([3], p.107; [5], p.162, 241) si existe una familia (Z,),e4 de sub-
conjuntos disyuntos de X, a la vez abiertos y cerrados en X, tales que
X = Uaea Za, y que Z, es o-compacto para todo a € A.

Recordamos finalmente que si X es un espacio topolégico, una curva de
X es una aplicacién continua a : [0,1] — X (o, ‘mas generalmente, de
un intervalo [t;,¢,] de R, t; < t;, en X). Sia,be Xy a(0) = a,e(l) = b,
se dice que a une a con b. Si A C X, y dados a,b € A existe una curva
o de X contenida en A (a([0,1]) € A) y que une a con b, se dice que
A es arco-conexo. Es claro que si A es arco-conexo, A es conexo ([3],
P-123). Sea A un subconjunto de X. Un subconjunto arco—conexo y no
vacio de A que sea maximal en el sentido de que no estd propiamente
contenido en ningin otro subconjunto arco-conexo de A se denomina
una componente arco~conexa de A. Si C es una componente arco—conexa
de Ay C, C es el conjunto de los puntos de A que pueden unirse con a
mediante una curva de este conjunto. Escribiremos C' = C(a, A).

Definicién 1. Se dice que el espacio topolégico X es arco—conexo, si X
mismo.es un subconjunto arco—~conexo de X. Si todo puntoa de X tiene
un sistema fundamental de vecindades arco-conexas, se dice que X es
localmente arco~conexo. : ‘

Nota 1. La definicién de arco-conexién que hemos dado corresponde a
la de path-connectedness y no a la de arc-connectedness de [7]. Seria tal
vez mds conveniente el término conexidn por. curvas, pero, desafortunada-
mente, éste es poco usado en castellano.

Los siguientes resultados seran itiles en lo que sigue. Incluimos sus
demostraciones.

Lema 2. Si X es localmente arco-conexo, toda componente arco—conexa
de X es a la vez abierta y cerrada en X. Si ) es un subconjunto abierto
de X, toda componente arco-conexa de ) es abierta en X , ¥y ) es un
espacio topoldgico localmente arco-conexo.
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Demostracién. Sean C una componente arco-conexa de X y a €
X,a ¢ C, y sea U una vecindad arco-conexa de a. SiUNC # 0y
b € UNC, existe una curva a de U que une a con b, asi que a pertenece
a la componente arco—conexa de b, que es C. Entonces UNC =8,y C
es cerrada. Sean ahora C’ una componente arco-conexa de 0y a € C'.
Sea V una vecindad arco—conexa de a tal que V C §2. Como V es arco-

conexa, V C C', y C' es abierta en X. La 1ltima afirmacion es trivial.
0

Corolario 3. Si X es localmente arco-conexo, todo punto a € X admite
un sistema fundamental de vecindades abiertas arco-conexas.

Demostracién. En efecto, si U es una vecindad abierta de z, la com-
ponente arco—conexa V de x en U es abierta en X y, por lo tanto, una
vecindad arco-conexa abierta de X contenida en U.O

Lema 4. Si Y es un subconjunto de X a la vez abierto y cerrado, y
a € Y, la componente arco-conexa C de a en X queda contenida en Y .

Demostracién. En efecto, C es un subconjunto conexo ([3], p.123) de
X.O

Corolario 5. Si X es localmente arco—conexo, la componente arco—
conexa de r coincide con su componente conexa ([3], p.127), y es la
interseccién de los subconjuntos a la vez abiertos y cerrados de X que
contienen a x.

Definicién 6. Sean X un espacio topoldgico, L un subconjunto de X.
Se define L, la envolvente llena arco—conexa de L, como el conjunto unién
de L y de las componentes arco-conexas relativamente compactas en X

de X - L.

Teorema 7. Sean X un espacio localmente compacto y localmente arco—
conexo y L un subconjunto de X. Entonces:

1. X — L no tiene componentes arco—conexas relativamente compactas
en X.
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2. Si L es cerrado en X, también lo es L.
3. SiLCL,LCL' También, L=L.

4. Si L es compacto, y si X tiene sélo un nimero finito de componentes
arco-conexas compactas, tamb1en L es compacto

Demostracién. 1. Si C es una componente arco—conexa de X — L, C no
puede intersectar a L, asi que debera estar contenida en una (fbmponente
arco-conexa C' no relativamente compacta en X de X — L. Como C’' C

X — L, entonces C' = C, y C no podré ser relativamente compacta en
X.

En efecto, como X — L es abierto en X, toda componente arco-conexa
de X — L es abierta en X. Como X — L es reunién de algunas de tales
componentes, sera abierto en X, de lo cual, L sera cerrado en X.

Si x ¢ L', su componente arco-conexa C’ en X — L’ no podra ser re-
lativamente compacta en X. Y como X — L' C X — L, la componente
arco—conexa C de z en X — L, la cual contiene necesariamente a C’, tam-
poco podra serlo. Entonces, = ¢ L. Como X - L no tiene componentes

arco—conexas relativamente compactas en X, L =LUQ = L.

Si X es compacto entonces L = X, y la demostracién es clara. Suponga-
mos entonces que X no es compacto pero que tiene sélo un nimero finito
de componentes arco-conexas compactas. Sea C'la reunién de tales com-
ponentes y sea L' = LU C. Evidentemente L’ es compacto. Sea V una
vecindad compacta de L'. Sea F = F(V)ﬂLI donde F(V)=VnNX -V
es la frontera de V en X (si A C X, ‘A denota la clausura de A en X).
Puesto que F C L/ — L', las componentes arco-conexas relativamente
compactas en X de X — L’ recubren a F, asi que F C B;UB;U---U B,
para un nimero finito p de tales componentes. Si B # B;,1 = 1,...,p, es
otra componente arco-conexa relativamente compacta en X de X - L',
necesariamente BN F = 0 Veamos entonces que L c VU B,u---UB,,
lo cual demostrara que L7 es compacto. Sea r € L. Sizelé
z € B;,j = 1,2,...,p, no hay nada que demostrar. Supongamos en-
tonces que r pertenece a una componente arco-conexa B de X — L', re-
lativamente compacta en X, y distinta de las B;,z = 1,2,...,p. Puesto
que BN F =, también BN F(V)=0. Y como B es conexo, BC V 6
B C X — V. Ahora, si fuera BN L' = @, sera B = B, y B sera abierta
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y cerrada en X, de lo cual, una componente arco—conexa compacta de
X. Esto es absurdo, pues entonces B C L'. Entonces BnlL #£0, de’
cual BCV, yLICVU31 -UB,. ComoLescerradoyLCLl
concluye finalmente que Les compa.cto. o

2. Los resultados principaies

Teorema 8. Sea X localmente compacto y localmente arco-conexo, y
sea X* = XU {w},w ¢ X, su compactacion de Alexdndrov. Si w admite
una vecindad arco—conexa, el espacio X tiene sélo un nimero finito de
componentes arco—conexas compactas.

Demostracion. Sea C la reunién de las componentes arco-conexas
compactas de X. Si el nimero de estas componentes fuera infinito, el
conjunto C, el cual es cerrado en X (pues su complemento es reunion de
componentes arco—conexas, las cuales son abiertas, en virtud del lema 2,
no es compacto (pues es reunién infinita de abiertos disyuntos: lema 2.
Entonces w esta en la clausura en X* de C, asi que si U es una vecindad
_arco—conexa de w,U N C # @, y existird una componente arco—conexa
compacta C’ de X tal que U N C’ # 0. Pero entonces C’' C U, lo cual es

absurdo, pues C'’ sera una componente arco—conexa de U distinta de U.
a

Por lo tanto, si X* ha de ser arco—conexa, el espacio X debera tener sélo
un ndmero finito de componentes arco—conexas compactas. De hecho,
si X es localmente arco—conexo, es suficiente suponer que X sélo tiene
finitas componentes conexas compactas (corolario 5). Podra tener, sin
embargo, infinitas componentes conexas no compactas.

Nuestro primer resultado es:

Teorema 9. Si X es localmente compacto, localmente arco—conexo, o~
compacto, y tiene sélo un nimero finito de componentes arco—conexas
compactas, su compactacion de Alexandrov X* = X U{w} es localmente
arco—conexa.

Demostracién. La afirmacién es clarasi X es compacto, pues {w}
resultara ser abierto y cerrado.en X*. Supongamos entonces que X es o-
compacto y no compacto. Sea {K,,/m > 0} una sucesién de subconjunto
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compactos de X con Ko = 0, K, C K9, (A? es el interior de A relati-
vamente a X) para todom > 1y X = Uy _o K. Sea L un subconjunto
compacto de X. Demostraremos-que (X — L)U{ w} es arco—conexa, lo cual
demostrara el teorema, pues las vecindades de esta forma constituyen un
sistema fundamg_n\ta.l de vecindades de w. Para cada m = 0,1,..., sea
E(LUKRp)=LUKn,yseal =ty <t; < - <ty <ilm41 <---<1luna
sucesién de numeros reales convergente a'l. Sea a = ag € X — L, y para
cada m > 1, sea

tm € (X — E(LUKp)) 0 Clamory X —E(LU Kper))y (1)

donde C,,_; := C(am-1, X —E(LUK,,_,)) es la componente arco-conexa
de a,,_;en X —¢(LUK,,_,). Puesto que {(LUK,,) es compacto mientras
que C,,_1 no lo es, los conjuntos en 1 son no vacios. Obsérvese que los
conjuntos (X —¢(LUK,,))U {w} son (con L fijo) un sistema fundamental
de vecindades de w, lo cual implica que a,, — w. Para cada m > 1, sea
Q¢ [tm-1,tm] — X una curva contenida en C,,_; tal que a,(¢m-1) =
U1 Y Om(tm) = @m, y sea a : [0;1] — X* definida por a(t) = a,(t) si
tm-1 £t £ tn,a(l) = w. Evidentemente a es continuassobre [0,1). Es
también continua en t = 1, pues a([t;,1]) C (X —€é(LU K,,))U {w} para
! > m. Por lo tanto, a es una curva de (X — L) U {w} que une a y w,
asi que (X — L) U {w} es arco—conexa. O

Nota 2. Bajo las hipétesis del teorema anterior, X puede tener, a lo
sumo, un numero enumerable de componentes arco—conexas no compac-
tas, pues cada K,,, siendo compacto, sélo puede intersectar un nimero
finito de tales componentes. El subespacio X = R — Z de R, de los
nimeros reales no enteros, cuya: compactacién de Alexdndrov es X* =
Upi=1 Cn con su topologfa de subespacio de R?, donde C, es el circulo
de centro 1 5 Yy radio I—l’ muestra que X puede tener un niimero mﬁmto
enumerable de componentes no compactas.

Supongamos ahora que X es localmente arco-conexo, paracompacto y
no o-compacto, con sélo finitas componentes arco-conexas compactas, y
que X = Uqea Za, donde los Z, son abiertos disyuntos no vacios de X
con Z, o-compacto para todo a € A. Entonces A es no enumerable, y
el conjunto A’ de los a € A tales que Z, es compacto es finito (pues Z,
contiene la componente arco—conexa en X de cada una de sus puntos,
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las cuales resultan ser compactas si Z, lo es, y X tiene solamente finitas
componentes arco-conexas compactas). Sea X* = X U {w} la compac-
tacién de Alexandrov de X. Observamos que A’ es también el conjunto
de los a € A tales que w no es .adherente a Z, en X* (si Z, es compacto,
(X = Zo)U{w}|N Z, = §; y si w ¢ Za, existe un subconjunto compacto
M de X tal que [(X —M)U{w}]NZ, = 0, asi que Z, C M). Se concluye
que si L es un subconjunto compacto de X que contiene a todos los Z,
con a € A, entonces

(X —Lyufw} = U (X - D) u{w}In[Z. U {w}], (2)

QGA"
donde A” = A — A'. Pero, para a € A”,

LNZ,=¢t(LNZ), (3)

donde fo;(L N Z,) es la reunién de L N Z, con las componentes arco-
conexas relativamente compactas en Z, de Z, — L N Z,. En efecto,
si C es una componente arco-conexa relativamente compacta en X de
X — L tal que C N Z, # 9, necesariamente C C Z,, pues Z, es abierto
y cerrado en X (lema 1.2), asi que C es una componente arco—conexa
relativamente compacta en Z, de Z, — L N Z, (la clausura en Z, de
C es Zo,NC = C, donde C es la clausura de C en X, la cual es un
conjunto compacto de X). Entonces, C C £,(L N Z,). Reciprocamente,
si C es una componente arco—conexa relativamente compacta en Z, de
Zo—LNZ,=(X~-L)NZ,,C es una componente arco—conexa de X — L
(pues (X — L) N Z, es abierto y cerrado en X — L), cuya clausura en
X es compacta (ya que C esta necesariamente contenida en Z,, asi que
C =CnN2Z,,y este altimo conjunto es compacto). Entonces C C Ln Za,
y (2.3) queda demostrada. Se deduce que

(X - DU {wlN[ZeU{w}] = (Za —&(LNZ)) U {w}, (4

para todo a € A”. Pero Z,U{w}, dotado de su topologia de subespacio
de X*, es, por ser Z, cerrado en X, la compactacién de Alexdndrov
de Z,. Entonces, la demostracién del teorema 9 asegura, teniendo en
cuenta que L N Z, es compacto en Z,, que (Zo — €a(L N Z,)) U {w}
es arco—conexa (obsérvese que si a € A", Z, es localmente compacto y
no compacto). Por lo tanto, de 2, (X — L) U {w}, siendo reunién de
conjuntos arco-conexos con un punto comin, también es arco-conexa.
Se concluye que
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Teorema 10. Si X es localmente arco-conexo, localmente compacto y
paracompacto, y si X tiene sélo un nimero finito de componentes arco-
conexas compactas, su compactacion de Alexandrov X* es localmente
arco—conexa. '

Corolario 11. Bajo las hipétesis del teorema anterior, y si X ‘es conexo
¥y no compacto, X" es’ conexo Slendo ademas localmente arco—conexo,
serd arco—conexo.

Demostracion. Como w esta en la clausura de X, X U{w} sera conexo.
La segunda afirmacion resulta del corolario 1.2. O

Nota 3. Si X es compacto, X y {w} son abiertos disyuntos de X*.

Como lo hemos logrado establecer; el anterior teorema se extiende, bajo
la hipétesis de que todo punto de X admita un sistema fundamen-
tal de vecindades cerradas arco-conexas (que es el caso de los espacios
localmente euclidianos), a compactaciones por finitos puntos. La de-
mostracion de este hecho sera el objeto de un futuro articulo.

Sea a.hora X un espacio topologlco localmente conexo. Si I € X, se
define L, la envolvente llena (conexa) de L, como la reunién de L con
las componentes conexas ([3], p.127) relativamente compactas en X de
X - L. Segin argumentos enteramente similares a los usados antes es
facil demostrar (ver [3], p.85-88) que si X es localmente compacto y
localmente conexo, entonces

1. X - L no tiene componenteé conexas relativamente compactas en
X.

2. Si L es cerrado, también loes [.

3. 8i L CL',L.C L También, L = 1:.»

4. Si L es compacto y X tiene solo un numero finito de componentes
conexas compactas, también Les compacta.

Esto permite demostrar que
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Teorema 12. Si X es localmente compacto, localmente conexo y tiene
solo un nimero finito de componentes conexas compactas, y si X* =
X U {w} es la compactacién de Alexindrov de X, X* es localmente
conexa.

Demostracién. Si X es compacto, la afirmacion es clara, pues {w} serd
una vecindad conexa de w. Supongamos entonces que X no es compacto
y sea L un subconjunto compacto de X. También L es compacto, asi
que (X — L) U {w} es una vecindad conexa de w en X", pues w esta en
la clausura de toda componente conexa de X — L.o

Nota 4. Si X es conexo, metrizable, localmente arco-conexo y o—com-
pacto, X* es metrizable ([4], p.43), compacto, conexo y localmente conexo
(por el teorema 2.4). Es decir, X* es un espacio de Peano ([7], Cap. 3).
En este caso, la arco—conexién local de X* queda garantizada, sin re-
currir al teorema 9, por ([7}, teorema 3.16). Sin embargo, en el teorema
9 no hemos supuesto la metrizabilidad de X. Para algunos resultados
adicionales en esta direccién, vease [8).

Ejemplo 13. Para finalizar, daremos ejemplo de un espacio metrizable
localmente compacto y localmente arco-conexo cuya compactacién de
Alexdndrov no es metrizable. Para cada irracional § € [0,27], sea
Lo = {re®/0 < r < 1} con su topologia 75 de subespacio de R?, y sea
X = Uger Lo, donde I es el conjunto de los irracionales en [0,2x], dotado
de la topologia T generada por Upe; 79- Evidentemente (X, ) es local-
mente compacto, paracompacto y localmente arco-conexo, sin compo-
nentes arco-conexas compactas, pero no o—compacto. Su compactacion
de Alexdndrov es X* = ye; Cs, donde Cy es el circulo de centro y radio
0, y la topologia 7 de la compactacién tiene como sistema fundamental
de vecindades de w = (0,0) los conjuntos Ur = Ugerggr Co cuando F
recorre los subconjuntos finitos de I. Como X no es o—compacto, (X*, %)
no es metrizable ([4], p.43). Sin embargo, la métrica sobre X dada por
d(z,2') = |z — 2’| si z y 2’ estdn en un mismo L, y por d(z,z') = 1, en
caso contrario, define la topologia 7 de X.
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