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Arc(J-Conexiótl Local en las
Compactaciones de Alexándrov*
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It is proved that the Alexándrov compactification oí aloca.lly com-
pact, locaJly path-connected and paracompa.ct spa.ce is loca.lly
path-connected.

La compactación de Alexándrov de un espacio localmente compacto de
Hausdorff ([3], p.l04) es frecuentemente útil-para establecer resultados
en análisis (debido fundamentalmente al hecho de que los espacios com-
pactos portan una estructura natural de espacio uniforme). Algunas
veces también suministra un marco natural para ciertos conceptos. Por
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de Alexándrov de (.
Recordamos que si el espacio topológico (X', T) es localmente compacto de
Hausdorff ([3], p.102) Y w ~ X, la compaetación de Alexándrov (X*, T*)
de (X, T) por adición de w es el espacio X* = X U {w} dotado de la
topología T* en la cual un sistema fundamental de vecindades de z E X
para T* es 'el sistema de las vecindades de z para T y, para w, el dado
por los conjuntos (X - L) U {w}, donde L es un subconjunto compacto
de X para T.

Un problema interesante relativo a la compactación de Alexándrov es el
de determinar qué tanto de la estructura del espacio se traslada a la com-
pactación. En este trabajo demostraremos que bajo hipótesis no muy
restrictivas (u-compacidad, paracompacidad), la compactación por un
punto de un espacio localmente arco-conexo es localmente arco-conexa.
Este hecho es importante en ciertos problemas de prolongación analítica
en variedades. También estableeéremos la conexión local de la compac-
tación de un espacio localmente conexo. Aunque este último resultado es
conocido, su demostración depende usualmente de argumentos y concep-
tos ad-hoc, sin un interés muy evidente en otras partes de la matemática,
(ver [1, 2, 6]).
Aunque es de esperar que el problema de la arco-conexión local de la com-
pactación de Alexándrov haya recibido atención, no hemos encontrado
ninguna referencia significativa en la literatura. Veanse, sin embargo,
[7, 8], para algunos resultados en esta dirección.
Los argumentos que dareIJ.)08están basados en ideas aparentemente in-
troducidas por Malgrange [9]. Sin embargo, en lugar de [9] recurriremos
a [10], donde se completan argumentos insuficientes de Malgrange ([10],
p.85-88).
Seguiremos la terminología de [3,5], observando la equivalencia de la
noción de u-compacidad de [5] con la de enumerabilidad al infinito de
[3]. Recordamos que un espacio topológico X es u-compacto ([3], p.106;
[5], p.240) si es localmente compacto de Hausdorff ([3], p.102) Ysi existe
una sucesión de subconjuntos compactos {K"./ n ~·O} de X tales que



Kn <;; K~+I (AO es el interior de A relativo a X) y que

U'Kn=X
n=O

Recordamos también que' un espacio localmente compacto es paracom-
pacto ([3], p.107j [5], p.162, 241) si existe una familia (Za)a~A de sub-
conjuntos d,i'syuntos de X, a la. vez abiertos y cerrados en X, tales que
X = UaeA Z~, y que Za es u-compacto para todo a E A.
Recordamos finalmente que si X es un espacio topológico, una curva de
X es una aplicación continua a : [O,1] ~X (o, mas generalmente, de
un intervalo [t¡,t21 de IR, tI <: t2, en X). Si a, bE j( Y0'(0) = a, 0'(1) -.: b,
se dice que a une a con b. Si A <;; X, Y dados a, b E A existe una curva
a de X contenida en A (0'([0,1]) <;; A) Y que une a con ",se dice que
A es arco-conexo. Es claro que si A esarco-conexo, A es conexo ([3],
p.123). Sea A un subconjunto de X. Un subconjunto arco-conexo y no
vacio de A que sea maximal en e! sentido de que no está propiamente
contenido en ningún otro subconjunto arco-conexo de A se denomina
una componente arco-conexa de A. Si C es una Componente arco-conexa
de A y C, C es el conjunto de los puntos de A que pueden unirse con a
mediante una curva de este conjunto. EscribiremosC = C(a, A).

Definición l. Se dice que el espacio topológico X es arco-conexo, si X
mismo,es unsubconjunto arco-<:onexo de X. Si todo punto a de X tiene
un sistema. fubdamental de vecindades arco-conexas, se dice que X es
localmente arco-conexo.

N ota l. La definición de arco-conexión que hemos dado corresponde a
la de path-conneetedness y no a la de arc-connectedness de [7J. Sería tal
vez más conveniente el término conexión por curvas, pero, desafortunada-
mente, éste e~poco usado en castell¡mo.

Los siguientes resultados serán útiles en lo que sigue. Incluimos sus
demostraciones .

Lema 2. Si X es localmente arco-cónexo, toda componente arco-conexa
de X es a la vez abierta y cerrada en X. Si n es un subconjunto abierto
de X, toda componente arco-conexa de n es' abierta en X, Y n es un
espacio topológico localmente arco-conexo.



Demostración. Sean e una componente arco-conexa de X y a E
X, a ~ C, y sea U una vecindad arco-conexa de a. Si un C ;f. 0 y
b E U n e, existe una curva o de U. que une a con b, asi que a pertenece
a la componente arco-conexa de b, que es e. Entonces U n e = 0, y e
es cerrada. Sean ahora e' una componente arco-ccmexa de n y a E e'.
Sea V una vecindad arco-conexa de a tal que V ~ n. Como V es arco-
conexa, V ~ e', y e' es abierta en X. La última afirmación es trivial.
O

Corolario 3. Si X es localmente arco-conexo, todo punto a E X admite
un sistema fundamental de vecindades abiertas arco-conexas.

Demostración. En efecto, si U es una vecindad abierta de x, la com-
ponente arco-conexa V de x en U es abierta en X y, por lo tanto, una
vecindad arco-con exa abierta de X contenida en U.O

Lema 4. Si Y es un subconjunto de X a la vez abierto y cerrado, y
a E Y, la componente arco-conexa e de a en X queda contenida en Y.

Demostración. En efecto, e es un subconjunto conexo ([3], p.123) de
X.O

Corolario 5. Si X es localmente arco-conexo, la componente arco-
conexa de x coincide con su componente conexa ([3], p.127), Y es la
intersección de los subconjuntos a la vez abiertos y cerrados de X que
contienen a x.

Definición 6. Sean X un espacio topológico, L un subconjunto de X.
Se define t, la envolvente llena arco-conexa de L, como el conjunto unión
de L y de las componentes arco-conexas relativamente compactas en X
deX-L.

Teorema 7. Sean X un espacio localmente compacto y localmente arco-
conexo y L un subconjunto de X. Entonces:

1. X - L no tiene componentes arco-conexas relativamente compactas
en X.



2. Si L es cerrado en X, también lo es 1.

3. Si L ~ L', L ~ L', También, L = 1.
4. Si L es compacto, y si X tiene sólo un número finito de componentes

arco-conexas compactas, también, 1es c?mpa~to.

Demostración. 1. Si e es una componente arco-conexa de X - L, e no
puede intersectara 1, así que deberá estar contenida en una éOmponente
arco-conexa e' no relativamente compaCta en X de X - 1. Corno e' ~
X - L, entonces e' =C, y e no podrá. ser relativamente compacta en
X.
En efecto, corno X - L es abierto en X, toda componente arco-conexa
de X - L es abierta en X. Como X - L es reunión de algunas de tales
componentes, será abierto en X, de lo cual, L será cerrado en X.
Si x ~ L', su componente arco-conexa e' en X - L' no podrá ser. re-
lativamente compacta en X. Y corno X - L' ~ X - L, la componente
arco-conexa e de x en X - L, la cual contiene necesariamente a e', tam-
poco podrá serio. Entonces, x ~ 1. Como X ::-1no tiene componentes
arco-conexas relativamente compactas en X, L = L U 0 = L.
Si X es compacto entonces L = X, Y la demostración es clara. Suponga-
mos entonces que X no es compacto pero que tiene sólo un número finito
de componentes arco-conexas compactas. Sea e la reunión de tales com-
ponentes y sea L'= L U e. Evidentemente L' es compacto. Sea V una
vecindad compacta de L'. Sea F = F(v)nLi, donde F(V) = vnX - V
es la frontera de V en X (si A ~ X, A denota la clausura de A en X).
Puesto que F ~ Li ~ L', las componentes arco-conexas relativamente
compactas en X de X - L' recubren a F, así que F ~ B1 UB2 U··· UBp

para un nlÍmero finito p de tales componentes. Si B =j:. Bj, i = 1, ... ,p, es
otra componente arco-conexa relativamente compacta en X de X - L',
necesariamente B nF· . 0. Veamos entonces que Li ~ V UB1 U· .. UBp,

lo cual demostrará que Li es compacto. Sea x E D. Si x E L' ó
x E Bj,j = 1,2, ... ,p, no hay nada que demostrar. Supongamos en-
tonces que x pertenece a una componente arco-conexa B de X - L', re-
lativamente compacta en X, y distinta de las Bj, i = 1,2, ... , p. Puesto
que B n F = 0, también B n F(V) = 0. y corno B es conexo, B ~ V ó
B ~ X-V. Ahora, si fuera Bn L' = 0, será B = B, y B será abierta



y cerrada en X, de lo cual, una componente arco-conexa compacta df'
X. Esto es abs~do, pue~entonces B ~ L'. E~tonces B n L' t 0,ie 1

cual B ~ V, Y L1 ~ V U §1 U ... U BJ" Como L es cerrado y L·~ LI\
concluye finalmente que L es compacto. O

2. Los resultados principales

Teorema 8. Sea X localmente compacto y localmente arco-conexo, y
sea X· = X U{w }, w rt X, su compactación de Alexándrov. Si w admite
una vecindad arco-conexa, el espacio X tiene sólo un número finito de
componentes arco-conexas compactas.

Demostración. Sea e la reunión de las componentes arco-conexas
compactas de X. Si el número de estas componentes fuera infinito, el
conjunto e, el cual es cerrado en X (pues su complemento es reunión de
componentes arco-conexas, las cuales son abiertas, en virtud del lema 2,
no es compacto (pues es reunión"infinita de á.biertos disyuntos: lema 2.
Entonces w· está en la clausura en X· de e, así que sí U es una vecindad
arco-conexa de w, U n e =F 0, y existirá una componente arco-conexa
compacta C' de X tal que U n e' =F 0. Pero entonces e' ~ U, lo cual es
absurdo, pues C' será una componente arco-conexa de U distinta de U.
O

Por lo tanto, si X· ha de ser arco-conexa, el espacio X deberá tener sólo
un número finito de componentes arco-conexas compactas. De hecho,
si X es localmente arco-conexo, es suficiente suponer que X sólo tiene
finitas componentes conexas coIJlpactas (corolario 5). Podrá tener, sin
embargo, infinitas componentes conexas no compactas.
Nuestro primer resultado es:

Teorema 9. Si X es localmente compacto, localmente arco-conexo, (7-

compacto, y tiene sólo un número finito de componentes arco-conexas
compactas, su compactación de Alexándrov X· = X U{w} es localmente
arco-conexa.

Demostración. La afirmación es clara siX es compacto, pues {w}
resultará ser abierto y cerrado.en X·. Supongamos entonces que X es (7-

compacto y no compacto. Sea {I<m/m ~ O}una sucesión de subconjunto



compactos de X con Ko = 0, Km ~ K~+t (AO es el interior de A relati-
vamente a X) para todo m ~ 1YX = U~=oKm' Sea L un subconjunto
compacto de X. Demostraremos'que (X - L)U {w} es arco-conexa, lo cual
demostrará el teorema, pues las vecindades de esta forma constituyen un
sistema fundamental de vecindades de w. Para cada m = 0,1, ... , sea
e(L UKm) - LUKm, y sea 0= to < t¡ < ... < t"m < tm+t < ... < 1 una
sucesión de,números reales convergente &'1. Sea o = 00 E X - L, y para
cada m ~ 1, sea

donde Cm-1 := C(am_t,X -e(LUKm-¡)) es la componente arco-conexa
de am-l en X -e(LUKm-d. Puesto que e(LUKm) es compacto mientras
que Cm-1 no lo es, los conjuntos en 1 son no vacios. Obsérvese que los
conjuntos (X -e(LUKm))U{w} son (<:onL fijo) un sistema fundamental
de vecindades de w, lo cual implica que Om -+ w. Para ,cada m ~ 1, sea
am : [tm-h tm] --+ X una curva contenida en Cm~l tal que am(tm-¡) =
am'-l Y am(tm) = Qm, Ysea a: [0,1]'- X· definida por a(t) = am(t) si
tm-1 ~ t ~ tm,a(l) = w. Evidentemente a es contiima,sobre [0,1). Es
también continua en t ="1, pues a([t¡, 1]) ~ (X - e(LU Km)) U {w} para
1 ~ m. Por lo tanto, a es una curva de (X - z) U {w} que une a y w,
así que (X - z) U {w} es arco-conex&. O

Nota 2. Bajo las hipotesis del teorema anterior, X puede tener, a 10
sumo, un número enumerable de componentes arco-conexas no compac-
tas, pues cada Km, siendo compacto, solo puede intersectar un número
finito de tales componentes. El subespacio X = IR - Z de IR, de los
números reales no enteros, cuya compactacion de Alexándrov es X· =
UI:I=l Cn con su topología de subespacio de R2

, donde en es el círculo
de centro ~ y radio I~I'muestra que X puede tener un número infinito
enumerable de componentes no compactas.

Supongamos ahora que X es localmente arco-conexo, paracompacto y
no u-compacto, con sólo fin~tas componentes arco-conexas compactas, y
que X = UoEA Zo, donde los Zo son abiertos disyuntos no vacios de X
con Zo l1'-compacto para todo a E A. Entonces A es no enumerable, y
el conjunto A' de los a E A tales que Zo es compacto es finito (pues Zo
contiene la componente arco-conexa en X de cada una de sus puntos,



las cuales resultan ser compactas si Za lo es, y X tiene solamente finitas
componentes arco-conexas compactas). Sea X* ;: X U {w} la compac-
tación de Alexándrov de X. Observamos que A' es también el conjunto
de los a E A tales que w no es adherente aZa en X* '(si Za es compacto,
[(X - Za) U {w}] n Za = 0; y si w fI. Za, existe un subconjunto compacto
M de X tal que [(X -M)U{w}}nZa = 0, asique Za ~ M). Se concluye
que si L es un subconjunto compacto de X que contiene a todos los Za
con a E A', entonces

(X - L) U {w} = U [(X - L) U {w}] n [Za U {w}], (2)
aEA"

donde A" = A - A'. Pero, para a E A",

l n Za = ea(L n Za),

donde ea(L n Za) es la reunión de L n Za con las componentes arco-
conexas relativ&mente compactas en· Za de Za - L n Za. En efecto,
si e es una componente arco-conexa relativamente compacta en X de
X - L tal que e n Za =1 0, necesariamente e ~ Za, pues Za es abierto
y cerrado en ~ (lema 1.2), así que e es una componente arco-conexa
relativamente compacta en Za de Za - L n Za (la clausura en Za de
e es Za n e = e, donde e es la clausura de e en X, la cual es un
conjunto compacto de X). Entonces, e ~ea(L n Za). Recíprocamente,
si e es una componente arco-conexa relativamente compacta en Za de
Za - Ln Za = (X - L) n Za, e es una componente arco-conexa de X - L
(pues (X - L) n Za es abierto y cerrado en X - L), cuya clausura en
X es compacta (ya que e está necesariamente contenida en Za, así que
e = en Za, y este último conjunto es compacto). Entonces e ~ l nZa,
y (2.3) queda demostrada. Se deduce que

[(X - L) U {w}] n [Za U {w}J = (Za - ea(L n Za» U {w}, (4)

para todo Q E A". Pero Za U {w}, dotado de su topología de subespacio
de X*, es, por ser Za cerrado en X, la compactación de Alexándrov
de Za. Entonces, la demostración del teorema 9 asegura, teniendo en
cuenta que L n Za es compacto en Za, que (Za - ea(L n Za» U {w}
es arco-conexa (obsérvese que si Q E A", Za es localmente compacto y
no compacto). Por lo tanto, de 2, (X - L) U {w}, siendo reunión de
conjuntos arco-conexos con un punto común, también es arco-conexa.
S~ concluye que



Teorema 10. Si X es localmente arco-conexo, localmente compacto y
paracompaeto, y si X tiene sólo un número finito de componentes arco-
conexas compactas, su compactadón de Alexándrov X· es localmente
arco-conexa.

Corolario 11. Bajo las hipótesis del teorema anterior, ysi X 'es conexo
y no compacto,' X*es'ttÓtlexo .. Siendo ádemas localmente arco-conexo,
será arco-conexo.

Demostración. Como w está en la dausurade X, Xu {w} será conexo.
La segunda afirmación resulta del corolario 1.2. O

Como lo hemos logrado establecer; el anterior teorema se extiende, bajo
la hipótesis de que todo punto deX admita un sistema fundamen-
tal de vecindades cerradas arco-'-conexas (que es el caso de los espacios
localmente euclidianos), a compactaclohes por finitos puntos. La de-
mostración de este hecho será el objeto de un futuro artículo.
·Sea ahora X un espacio tbpológico localmente cOhexo. Si L ~ X, se
define 1, la envolvente llena (conex~) de L, como la reunión de L con
las componentes conexas ([3], p.f27) relativamente compactas en X de
X - L. Según argumentos· enteramente similares a los usados antes· es
fá.cil demostrar (ver [3], p.85-88) que si X es localmente compacto y
localmente conexo, 'entonces: .

1. X - 1no tiene componente~ conexas relativamente compactas en
X.

2; Si L es cerrado, también loes l.
3. Si L ~.L', l~. L: Tamb~n, L= l.
·4. Si L es compacto y X tiene sólo un riúmero finito de componentes

conexas compactas, también L es compacta.



Teorema 12. Si X es localmente compacto, localmente conexo y tiene
sólo un número finito de componentes conexas compactas, y si X· =
X U {w} es la compactación de Alexándrov de X, x· es localmente
conexa.

Demostración. Si X es compacto, la afirmación es clara, pues {w} será
una vecinqad conexa de w. Supongamos entonces qu~ X no es compacto
y sea L un subconjunto compacto de X. También L es compacto, así
que (X - L) U {w} es una vecindad conexa de w en X·, pues w está en
la clausura de toda componente conexa de X - L.o

Nota 4. Si X es conexo, metrizable, localmente arco-conexo y u-com-
pacto, x* es metrizable ([4], p.43), compacto, conexo y localmente conexo
(por el teorema 2.4). Es decir, X* es un espacio de Peano ([7], Cap. 3).
En este caso, la arco-conexión local de X* queda garantizada, sin re-
currir al teorema 9, por ([7], teorema 3.16). Sin embargo, en el teorema
9 no hemos supuesto la metri~áTJilidadde X. Para algunos resultados
adicionales en esta dirección, vease [8].

Ejemplo 13. Para finalizar, daremos ejemplo de un espacio metrizable
localmente compacto y localmente arco-conexo cuya compactación de
Alexándrov no es metrizable. Para cada irracional () E [O,21r], sea
L(J = {rei(J /0 < r < 1} con su topología T(J de subespacio de 1R2, Y sea
X = U(JEl L9, donde 1 es el conjunto de los irracionales en [O,21r], dotado
de la topologia T generada por U(JEl T(J. Evidentemente (X, T) es local-
mente compacto, paracompacto y localmente arco-conexo, sin compo-
nentes arco-conexas compactas, pero no u-compacto. Su compactación
de Alexándrov es X* = U(JEl C(J, donde C(J es el círculo de centro y radio
(), y la topología T* de la compactación tiene como sistema fundamental
de vecindades de w = (O,O) los cC)JljuntosUF = U'El.9jF C(J cuando F
recorre los subconjuntos finitos de l. Como X no es u-compacto, (X*, T*)
no es metrizable ([4), p.43). Sin embargO, la métrica sobre X dada por
d(z,z') = Iz - z'l si z y z' están en un mismo L(J, y por d(z,z') = 1, en
caso contrario, define la topología T de X.
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