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Resumen
-, En'[3] se encontré que algunas familias de subespacios del espa-

cio proyectivo P, no admiten una medida inyariante respecto del
grupo triangular ST(n + 1). En este articulo determinamos los

~ subgrupos a cuatro pardmetros del grupo ST(3) respecto de los
cuales la medida de esas familias en el plano proyectivo existe.
Tamblen estudiamos la existencia de medidas invariantes de otros
/ subespacxos del pla.no proyectxvo, respecto de €808 subgrupos

1. Introduccién

Por los resultados encontrados:en {3] se conocen subespacios del plano
proyectivo P; no medibles respecto del grupo triangular ST(3). El
proposita de este articulo es estudiar si esos subespacios tienen medida
invariante respecto de:alguno de los subgrupos a cuatro parmetros del
grupo ST(3). Nos referimos a los siguientes teoremas probados en [3].

Teorema 1. Los subespacio Imealea del espacio pmyectlvo 'P de dtmen-
sién h < n no tienen una medida invariante respecto del grupo ST(n+1).

*Este trabajo fue parcialmente financiado por COLCIENCIAS. "
tProfesora Departamento de Matematicas y Estadistica, Universidad Nacional de
Colombia, Bogota.
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Teorema 2. La familia de subespacios de P, compuesta por espacio
lineal Y PuntoI 1'17de{)endiente.<;r tiene medida invariante respecto del grupo

triangular ST (n + 1), si sélo si el espacio lineal es un hiperplano.

Teorema 3. La familia de subespacios de P, compuesta por subespacio
lineal S y punto con P € S, no admite una medida invariante respecto
del grupo ST(n +1).

Por [8] conocemos otros subespacios no medibles respecto del grupo
proyectivo y posiblemente medibles respecto del grupo triangular ST'(3).
Nos referimos a los siguientes resultados,

Teorema 4. La familia compuesta porr < n+ 1 puntos independientes
del espacio proyectivo P, no es medible. '

Teorema 5. La familia de r < n hiperplanos independientes del espacio
proyectivo P, no es medible.

No se conoce un método directo para hallar los subgrupos de un grupo
respecto de los cuales ciertos subespacios admitan medida invariante. La
forma de abordar el problema consiste en hallar previamente los subgru-
pos del grupo y luego estudiar uno a uno su comportamiehto respecto a
la existencia o no de medida de cada uno de los subespacios.

2. Preliminares

Uno de los conceptos fundamentales para-el estudio de los grupos de
Lie y sus representaciones es el concepto de medida invariante. Puesto
que la estructura de grupo siempre esta presente en los grupos de Lie,
esta medida debe ser compatible con la estructura de grupo. Entonces el
concepto apropiado es la llamada medida de Haar, la cual puede definirse
usando las formas diferenciales sobre el grupo.

En particular, si G es un grupo de Lie de dimensién n, una n—forma sobre
G define una medida sobre G, la medida de Haar. Si G es un espacio
homogéneo esta n-forma es esencialmente la inica medida invariante por
la accién del grupo, [4].
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La Geometria Integral clsica [6] se propone definir medidas para con-
juntos de elementos geométricos (variedades o subespacios lineales) con
la propiedad de ser invariantes por la accion de un grupo de Lie. Esos
conjuntos son espacios’ homogneos, es decir, variedades sobre las cuales
el grupo de Lie actia transitivamente.

Si G es un grupo de Lie y K es un 'subgrupo cerrado de G, G/ K es el
espacio homogéneo de las co—clases a izquierda (K de K en G,y G es
un grupo de transformacmn&s que a.ctua sobre G/K por la accnon

G x G/K —G/K  definida por (g,6K) — géK.

Si G actua transitivamente sobre una variedad M y si K denota el
subgrupo de G que deja fijo un elemento de la variedad M (subgrupo
isotrépico del elemento), entonces K es un subgrupo cerrado de G, y el
espacio homogneo G/K. es. homeomorfo a la variedad M. La variedad
M es medible si s6lo si G/K es medible, y lag medldas u(M)y #(G/K)

coinciden [1], -

Algunos resultadds que necesxtamos sobre medida en espacws homogneos
son adapataciones de los resultados de Stoka para grupos medibles [7].
Ellos son: :

2.1 Si un espacio homogneo t:ene medzda mvanante nespecto de un grupo
y de uno de sus subgrupos, las mtrzcas del espac:o, invariantes res-
pecto de los grupos, coinciden.

2.2 Si una variedad homognea no admite una medida invariante respecto
de un subgrupo transitivo; entonces la variedad no admite medida
invariante respecto del grupo.

2.8 Si un grupo tiene dos subgrupos respecto de los cuales un espacio
homogneo admite medida invariante, la condiccion necesaria y su-
ficiente para que este espacio sea medible respecto del grupo es que
las métricas del espacio, invariantes respecto de cada uno de los
subgrupos, cmncm‘an :

La métrica de un espaacio homogéneo esta determinada por el elemento
de volumen del espacio, asi: si Xj,...,X,, es una base del espacio tan-

gente del espacio homogéneo en la identidad, T;(G/K), y w,...,wn
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son 1-formas sobre T;(G/K) determinadas por la relacién w;(X;) = &;;,
entonces el producto w = w; A ... A Wy, €s una m-forma sobre G/K.

Las condiciones necesarias y suficientes para que esta m-forma sea G-
invariante, tnica y defina una medida sobre el espacio. homogéneo G /K
estan dadas en [6] por el siguiente teorema : -.

Teorema 6. Sea G es un grupo de Lie de dimensién n, y K un subgrupo
cerrado de G de dimensién k. Si wy Awz... Aw,_; esunam = (n —
k) forma G-invariante sobre G/K, entonces una condicién necesaria y
suficiente para que la m = (n — k) forma sea una medida sobre el espacio
homogéneo G/ K es que su diferencial sea cero:

d(wll\wg.../\wn_k)=0.

Las variedades M sobre las cuales actia transitivamente el grupo de Lie
son variedades integrales de un sistema pfafiano completamente inte-
grable. Es decir, variedades integrales de un campo de direcciones F'.
Se llama campo de direcciones (respectivamente sistema Pfafiano) sobre
una variedad diferenciable P un subconjunto F del fibrado tangente TP
(respectivamente un subconjunto I' del fibrado cotangente TP ), tal que
para todo z € P la fibra F, = FNTP (respectivamente [, ='NT; P )
sea un subespacio vectorial de T, P (respectivamente de T, P).

A todo campo de direcciones F sobre la variedad P se puede asociar
candnicamente un sistema pfaffiano F°, llamado el anulador de F, cuya
fibra en un punto z es ' ;

F?° = {w € T Plw(v) = 0 para todo v € F;}.

De la misma forma, a todo sistema Pfaffiano I" sobré P se le puede asociar
conénicamente un campo de direcciones, el niicleo de I', cuya fibra esta

dada por
Ker,I' = {v € T.Plw(v) = 0 para todo w € I';}.

Se llama integral de un campb de direcciones F sobre la variedad P
todo par (M, ¢) formado por una variedad diferenciable conexa M y una
inmersién ¢ de M en P tal que '

Tz¢(TxM) C F¢(z)-
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Variedad integral del campo F es toda subvariedad inmersa conexa M
de P tal que el par (M,i) sea una integral de F', con iy : M — P la
inclusién canénica. Y se llama vaiiedad integral de un sistema pfaffiano
I' toda integral del nicleo de I'.. v

~ Para cada subespacio del plano proyectivo y para cada subgrupo de
cuatro parametros de ST(3), determinamos el espacio homogéneo cor-
respondiente, el sistema Pfaffiano que lo determina, las 1-formas sobre
él y verificamos las condiciones de existencia de la.medida invariante del
subespacio respecto del subgrupo. En caso de existir esa medida, damos
una expresién geométrica de su métrica.

3. Subgrupos dé':l'g‘r}u'po ST(3)
El grupo ST(3), es el grupo de matrices triangulares 3 x 3 con deter-

minante uno. Cuando este grupo actia sobre el plano proyectivo P, lo
podemos representar por las transformaciones

‘ ) : , _
Tk =Zak,~x;~, " k=0,1,2 con |(axs)| ='1. (1)
i=k S :
Tomando coordenadas no homogéneas (z,y) en el plano, podemos expre-
sar las ecuaciones (1) por las funciones
L= ¢l($v Y, a,b,ce, h,T),
y = ¢2(zvyva, b,C, €, h,'l")),
con a;; = a,a;2 = b,a;3 = ¢, a5, =€,az3 = h,a33 = r, la condicion aer =
1y con la identidad del grupo I, dada cuandoa =e=1,b=c= h=0.

Dadas las funciones ¢;, ¢,, definidas por las ecuaciones (1), las transfor-
maciones infinitesimales del grupo ST(3) son los campos invariantes a
izquierda dados por

X = (B),p+(3),9=2p+wp,

Xf = (%),p+ (%), 9=

Xaf = (%%l)lp+(%%l)1q=p, (2)
Xof = (3),p+ (%), 9=2p+2p,

Xof = (%)p+ () 0=9



con p = %ﬁ, q = %5. Los campos vectoriales X;, X, X3, X4, X5 son
linealmente independientes, y son una base del algebra de Lie del grupo
ST(3) con el corchete dado por las iguald_ades siguientes:

[X1,X2] = = X3, [X1,Xa] = —2X,,

[XI’X-i] = 0’ [Xh XS] = ;‘X5a

(X2, X3] =0, [X3, X ] = —X, (3)
[X2a X5] = —Xa, [X37 Xd] = Xj,

[Xa, X5] = 0, ) [X4, Xs] = —2X5

Los campos invariantes a izquierda {X;},i =1,2,3,4,5, con la estructura
definida por los corchetes (3), determinan completamente el grupo S T(3);
luego los subgrupos a r pardmetros de ST(3) estan determinados por las
subalgebras de Lie r—dimensionales del ilgebra de los campos invariantes
a izquierda [7].

Es decir, dadas las tranformaciones infinitesimales (2) {X;}, ¢ =
1,2,3,4,5, con la estructura (3);-un subgrupo a cuatro parimetros de
ST(3) estad generado por cuatro campos de vectores linealmente inde-
pendientes, cada uno de los cuales es una combinacién lineal de los Xj,
tales que el corchete es una combinacién lineal de ellos. Luego los campos

5 S

Yi= Y aXyy, Yo=Y BXi,
kgl k?l

Ya= Y mXe, Yo=Y pXi,
k=1 k=1 ‘

determinan un subgrupo de ST(3) si sdlo si, el corchete de esos campos
[Y;,Y;] para i,j = 1,2,3,4, es una combinacién lineal con coeficientes
constantes de los Y; con k =1,2,3,4.

Encontrar estos subgrupos es bastante dispendiosos, y, puesto que éste no
es el propésito de este articulo, nos limitamos a presentar los subgrupos
obtenidos! con el fin de realizar el estudio de cada uno de ellos.

En [1] se encontraron los siguientes subgrupos a cuatro parametros del

grupo ST(3), los cualés damos en términos de las transformaciones infi-
nitesimales del grupo ST'(3).

1 Articulo préximo a aparecer
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G = {X2, X3, X4,aX, + BXs}
= {yp,pq,(20 + B)zp + (a + 2B)yq},
G2 = {XI’X3’X43 XS}
= {2zp +yq,p.2p +294,4}, (4)
Gy = {X3, X3, X4, Xs} a '

{yp,p, zp+2yq,q},
G4 = {Xla X?a X3’ X4}

{2zp + yq,yp, p, zp + 2y4},

con p = gi, q = %yL; A continuacién determinamos la existencia de
medida invariante por la accién de los grupos G,, G,, G3 y G4, de algunos
subespacios del plano proyectivo, como conjunto de puntos, conjunto
de rectas, familias de subespacios compuestos (rectas mas punto, rectas
paralelas, pares de rectas, pares de puntos, pares de recta y punto), etc.
En caso de existir esa medida, damos una expresmn geometrlcg de la

métrica respectlva.

~

4. Grupo G,

El grupo de Lie Gy = {X3, X3, X5, a X1 + X4} = {yp,p, ¢, (2a + B)zp +
(a +2B8)yq} es el grupo de las transformaciones triangulares de la forma

b ‘a . .
z+-y+-, Y =—y+-, ()

con a®*?r =1y a, B const.
Las formas invariantes a izquierda del grupo G, estan dadas Por las
entradas de la ecuacién matricial :

Q =g dg,

donde g € G, es la matriz de la transformacién (5), g~! es la inversa de
g y dg la diferencial. En funcion de los parametros del grupo esas formas
resultan :

w; = 2da, wy = ala(db — b2da),
w3 = :—2 - a—ab;gdh + (bh — caP)dr, w,= -f—:—da = gwl, (6)
ws = L(dh — hfrdr), we = Ldr,
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con (1 + g)wl + ws = 0, a, B const.
Si consideramos las 1-formas linealmente independientes w;,wz, w3, ws

entonces la 4-forma w; Aw; AwsAws es el elemento de volumen, invariante
a izquierda, del grupo. -

Las ecuaciones de estructura del grupo G estan dadas por las igualdades
que resultan de la ecuacién matricial d = —Q A €, donde dQ es la
diferencial de Q. Ellas son

dwl = 0, d’wg = (g - 1)'(01 A wy,
dw; = —(2 + §)w1 A w3 — wa A ws, dw4 =0, . (7
dws = —(1 + Zag)wl A ws

con a,f const.

Con lo anterior tenemos los elementos matematicos necesarias para deter-
minar la medibilidad de algunos subespacio del plano proyectivo, sobre
los cuales actia transitivamente el grupo Gi.

Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo y sea (0,0) un ele-
mento del conjunto. El grupo isotrépico de este elemento es el subgrupo
K del grupo G, cuyos pardmetros satisfacen la condicion ¢/r = const y
h/r = const.

Si diferenciamos y reeeplazamos en (7) encontramos que el espacio de
puntos P es la variedad integral del sistema

En el espacio homogéneo G/ K isomorfo a P la. Q-formé w3z Aws determina
una medida invariante respecto del grupo G si sdlo si la diferencial

a+p

d(lngw5)=¥3( )wll\wal\ws

es cero. Es decir, sobre P est3 definida una medida si sélosia = -8y
a # 0. Si este es el caso, la medida esta definida por la expresién

dP = dz A dy, (8)

donde (z,y) son las coordenadas no homogéneas en el subespacio P.
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Sea R el conjunto de rectas del plano prdyectivo. El grupo G, es
transitivo sobre este espacio. Entonces tomamos un elemento de Ry
calculamos el grupo isotrépico de ese elemento.

Sea r = {(z,y) | = = 0} un elemento del subespacio de rectas R. El
subgrupo de G que la deja invariante debe satisfacer las condiciones

(b/a™) = copst, a”(bh — ca™) = const,

sobre los parametros Es dec1r el conjunto de rectas es la variedad inte-
gral del sistema S :
) N 'w2‘=0, w3=0.

Entonces el elemento de volumen w, A ws define 1a medida G,-invariante
de] conjunto de rectas si su diferencial es cero. Usand_o las constantes de
estructura (7) encontrames que la difereneial

d('lU2 A w3) = —3w1 A wy A wsz # 0.
Luego el espacio de rectas R no admxte una rnedlda mvarlante respecto
del grupo G. ‘
Consideremos el subespacio de rectas paralelas R://R,. Tomando
las rectas paralelas r, = {(z,y)lz = 0} € Ry y o= {(z,y)|x.= 1} € Ry,
el grupo isotrépico de este elemento, es el subgrupo de Gy que verfica las
siguientes condiciones sobre los pardametros:

a—ﬁf = const, a*(bh — ca®) = const, @**’ = const,

y por (6) el espacio de rectas paralelas es la variedad integral del sistema
wy =0, wp=0, w3=0.

Por (7) d(w; A wa A w3) = 0, luego el elemento de volumen w; A w2 A ws
determina la rmedida invariante respecto del grupo G para el conjunto
de rectas paralelas.

Con el fin de dar una expresién gedmetrica de la métrica, tomamos las
ecuaciones de las rectas en coordenadas normales, (p;,0) y (p2,0) de
r, y 1, respectivamente. Comparando las ecuaciones de las rectas en
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coordenadas normales con las ecuaciones en coordenadas cartesianas en-
contramos las siguientes igualdades:

pv: R tanf, a*(bh —cd®) = —-C%, a?th = pzcos gl
Diferenciando esas expresiones y multiplicando exteriormente se llega a
la expresion,
" df A dpy A dp,

costd
Notemos dR; la densidad canénica de rectas, es decir, dR; = dp; A d0;, y

8 = |p; — p1| la distancia entre las rectas paralelas, entonces la métrica
para pares de rectas paralelas resulta

a dR, A dp,
2a + ﬂai"ﬂ‘% 6081%{.51 0
Si 2a = —f la medida no esta definida.

Consideremos el subespacio formado por pares de rectas (R, + R;)
del plano proyectivo. Este subespacio depende de cuatro parametros y
puesto que el grupo G, actia transitivamente sobre él, existe la medida
para el subespacio de recta R, + R;, invariante respecto de G;. Su métrica
es la densidad cinematica del grupo G, es decir, su elemento de volumen
wy A wy A ws A ws. « :

2a
as"""ﬂ + ﬂwl A Wy A w3 =
(4]

d(Rl//R2) =

(9)

Con el fin de encontrar una expresién geométrica para la métrica, toma-
mos un par de rectas r; = {(z,y) | z =0} y r2 = {(z,y) | z = y} del
plano proyectivo en coordenadas no homogéneas. La accion del grupo
GG, sobre ellas las transforma en las rectas

B
= (@l = ' - abh - o))

, ,_a LN .
ry = {(z,y)|z' = 5 (bh ca® 4+ a”h)}.

Si (p1,61) y (p2,02) son las coordenadas normales para las rectas r; y r;
respectlvamente, al comparar las ecuaciones de r; y r3 con las obtenidas
para "1 y r3 obtenemos

a% = —tan#d,, q“(bh —caf) = — B,
4t = —tanf,, a*(bh —cd® + a%h) = — -
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Diferenciando y multiplicando exteriormente las expresiones anteriores
obtenemos: :

- o doy Adpy AdO, A d
a ﬂaﬁawll\wg/\waAwg, ,1 P 2 P2

' ‘cos 0, cos 8,

Como es- constumbre llamamos dR. = dp; A d0 la densndad en coor-
denadas normales para rectas; entonces una expresién geométrica de la
métrica del subespacio de pares de rectas resulta

a- - dRyAdR, . 5 sin(f —6,)
d(Rl + RQ) T B —aab cos 301 cos 302 con @ " cos 01 cosfy’ (10)

En el caso a = ﬂ la medlda. para pares de rectas no esta deﬁmda. -

Consideremos el conjunto formado por pares de puntos P, + P2 del
plano proyectivo. El grupo G, actia transitivamente sobre este conjunto,
y puesto que depende de cuatro parametros, la medida mvarlante existe
y su densidad es el elemento de volumen del grupo G}, es decir, wy Awy A
w3 A Ws.

Para encontrar una expresion geométrica de la métrica de este conjunto,

tomamos un par de puntos (0,0) y (0,1). El grupo G, los transforma = _

en los puntos Pj(c/r,h/r) y Ps{(b+ c){r,(a® + h)/r)), respectivamente.
Comparamos las coordenadas no homogeneas (z1,21) y (22,¥2) de los
puntos Fy y P, con las coordena.das de sus xrnagenes, y obtenemos,

h o b+e a4+ h

(4
Iy = =, h=—- I = ’ C Y = = ’
r r r r

de donde por multiplicacién exterior de sus diferenciales encontramos

wy, A wo Aws A Wy = G_s(ﬂ+a)d$1 A dyld:tg A dyg.

26+ a

Reemplazamos a por a = (y; — y1)/(#+2) y escribimos dP; = dz; A dy;
para obtener la métrica para el subespacio de pares de puntos:

a ' dP] A dPg
d(P+ P) = —. 11
i+ P 25 +a (y2 - yl)"g‘“’ .
Observamos que esta medida no estd deyﬁnidavcuando 28 = —a.
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Consideremos el subespacio formado por pares R+ P de recta y
punto, con P € R. Este subespacio depende de tres parametros, y el
grupo G, actia transitivamente sobre él.

Tomando un elemento de este conjunto, por ejemplo la recta r = {(z,y) |
z = 0} y el punto P,(0,0), con P, € r; encontramos que ellos son trans-
formados por G, en el punto P'(c/r,h/r) y la recta r' = {(z,y)|lz’ =

b/aPy’ —a®(bh —ca”)}. Este elemento permanece invariante por la accion
de G si,

d(c/r) =0, d(h/r)=0, d(b/a®) = 0, ci(a"(bh — ca?)) = 0,

luego el conjunto de pares de punto y recta con P € R es la variedad
integral del sistema

lUQ=0, U)3=0, ’lD5=0.
Por (7) la diferencial del producto w; A w3 A ws es

2(2a + B)

d(wy A wg Aws) = ———wy Awz A tbg A ws,
L«

luego la medida invariante respecto del grupo G, existe para el subespacio
R+ Pcon P € R, sisélosia #0y2a=-4.

En el caso a # 0y 2a = —f, podemos encontrar una expresion ge-
ométrica para la métrica asi: tomamos coordenadas ( r,y) para los pun-
tos y (p,0) para las rectas y comparando con P’y r’ obtenemos de (6)
las siguientes igualdades: :

dz = d(c/r) = ws + ba* Pws,
dy = d(h/r)=a*ys,

B . b i
d(tanf) = d&ﬁ)zawﬂm,

p __ LA o _ ﬁ _ 2a+ﬁ o 2a L
d(cosO) B ‘d[a‘(bh‘ ca N =a ws — ha®**wy;

luego el elemento de volumen para el subespaao de pares de recta y punto
con P € R toma la forma geométrica

dP A df

d(P + R) = ——7,

donde dP = dz A dy (12)
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Sea P + R el subespacio formado por pares de recta R y punto
P con P ¢ R. El grupo G, actiia transitivamente sobre este subespacio;
entonces la medida invariante esta definida por el elemento de volumen
wy A wa A wz A ws del grupo G1

Con el fin de dar esta métrica en términos de las coordenadas (z,y) de
los puntos P y (p,0) de las rectas, tomamos un elemento del cojunto,
por ejemplo el punto (0, 0) y la recta {(=, y)|:c = &1}. El grupo G; lo

tranforma. en el par ,
( z,y) = ...C e |
y " :

cos 0z’ + sin 6y” —p—a ——by +a (bh—caﬂ a®t?) = 0,
de donde,

y

dr = d(c/r) = a®**P(a®ws + 6w5),
dy = d(h/r) = a**Pus

d(tand) = d(;—ﬂ‘)"=a°"ﬁw2; ,

. ( E, ) = Zd[a®*(bh = ca® — a®tP) ;aﬁ;2a[—wl w3]

cos 0
Luego ) } _
. dpAdd 4 20+

dﬁL'/\dy = a¥* By Aws, =~a’a Zwy Aw, —a*w, Aws.
cos 36

Si reemplazamos los parametros en las ecuaciones de estructura (6) y
multiplicamos exteriormente término a término encontramos

dz Ady Adp A df 6at3pla + B

=a _—

3 w) A wy A wz A ws.
cos 30

Llamamos dP = dz A dy y dR dp/\d0, yireémepl,a'zamos a:2a+'-ﬁ -
ysinf-zcos0+p para obtener

a dP AdR
20+ 8 (ysinf — zcos @ + p)3’

(P+R)

la expresion geométrica para la métrica del subespacio P+ R con P ¢ R.
Cuando 2a = —f3 la medida no esta definida.
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5. Grupo G

El grupo de Lie G = {X1, X3, X4, X5} = {p,q,7p + yq,2zp + yq} es el
grupo de las transformaciones triangulares de la forma

!

r=-z+

2R
<TI0

, € : .
, y_=;yj+;_—, con aer =1

Las formas invariantes a izquierda del grupo G; estin dadas por las
entradas de la ecuacién matricial @ = g~'dg con g € G, las cuales
podemos expresar por las igualdades siguientes:

wy = 4‘&9, wy = ‘-‘-"- — cedr, »

wy=%, w, —ﬂ— L dr, (13)
d

w5 = Tr’

con wy + waz + ws = 0. _

Si consideramos las 1-formas linealmente independientes w,, ws, w3, w,
entonces la 4—forma w; Awa; AwsAw;, es el elemento de volumen invariante
a izquierda del grupo Gj. ’

Las ecuaciones de estructura determinadas por las diferenciales dQ) de las
1-formas resulitan,

dw1 = 0, d‘lUQ = —2w, A wy + Wwe A w3, (14)
dws = 0, ..dw4=;2w§Aw4—w1Aw4,
con ws = —(wy + w3).

Analizamos algunos subespacios del plano proyectlvo sobre los cuales
el grupo G; actia y determinamos la medibilidad de ellos respecto del
grupo. )

Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo y sea (0,0) un
elemento del conjunto. El grupo isotrépico de'ese punto es el subgrupo de
G, cuyos parametros satisfacen la condicién ¢/r = const y h/r = const.
Por (13) el espacio de puntos P es la variedad integral del sistema w, = 0,
wy = 0. Por (14), o

: d(w; A 'ID4) = '—31.02 AN ws Awy — 3w| A wy A wy, (15)
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y puesto que las 1-formas que intervienen son. linealmente independien-
tes, la diferencial (15) es diferente de cero. Es decir, la 2—forma w, A w,
no define una medida sobre el espacio homogéneo P. Luego €l conjunto
de puntos-no tiene medida invariante respecto del grupo G..

Sea R el conjunto de rectas del espacio proyectivo. El grupo G, a la
recta de ecuacion az + By — ¥ =0 la transforma.en la recta de ecuacién

ﬂx'+ &y'— (£+Eg'+‘7) =0;
a. e . \a e

entorices el grupo 1o actda transitivamenté sobre €l conjunto de rectas,
puesto que a las rectas de ecuacién & = k, con k constante, las envia en
rectas de la forma z = ¢ + %." Entonces el espacio de rectas R no tiene
definida una medida invariante respecto del grupo Gj.

Consideremos el subespacio de rectas paralelas R, //R,. El grupo
G2 transforma rectas paralelas en rectas paralelas, es decir actia transiti-
vamente sobre este subespacio. A'las rectas paralelas r, = {z = y} € R,
yra={z=y+1} € Ry, el grupo G las transforma en el par de rectas

: a, ce=ah - . a ae + ce — ah
= -y + y &o=—«¢'+——F——.
e er e er

Entonces por (13) el COnjililtq.de rectas paralelas es una variedad integral
del sistema pfaffiano R

2wy +w3 =0, “wp—wg=0, w—wy3=0.

Por (14) la diferencial d[(2w; —ws) A (w; — wy) A (wy = w3)] # 0, entonces
el conjunto de rectas paralélas no tiene una medida invariante respecta
del grupo G,. o 5 o

Consideremos el subespacio formado por pares de rectas. Por no ser
transitivo el grupo G, sobre el conjunto de rectas tampoce es transitivo
sobre el conjunto de pares de rectas. Entonces la medida invariante

respecto del grupo G, para el subespacio de pares de rectas no esti
definida. ‘ :

Consideremos el conjunto formado por pares de puntos P, + P,
del plano proyectivo. El grupo G, actiia transitivamente sobre este con-
junto, y puesto que grupo y subespacio dependen de igual nimero de
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parametros, la medida invariante existe y su densidad es el elemento de
volumen del grupo G,, es decir, wy A wg A w3 A wy.
Para encontrar una expresién geométrica de la métrica de este conjunto,
tomamos un par de puntos (0,0) y (1,1), los cuales son transformados
por el grupo G en los puntos :
at+c e+h
(7= =):

ch
r’r b

respectivamente. Comparamos las coordenadas no homogéneas (r1,y1) y
(2, y2) de los puntos con las coordenadas de sus imagenes, para obtener

_ll_ . _a+c’ _e+h
’ .'ll"':r'v 2= r ’ . y2-— " .

Ty =

qlo

De donde multiplicando‘e‘xteriormente sus diferenciales encontramos
| . ae\?
d.’l?] A dyl /\dl‘g /\dy2 = (—r‘) w1 A we A ws A wy.

Reemplazamos e/r por (y2 — 1) y a/r por (z2 — 1), y escribimos dP; =
dz; A dy;, para obtener una expresién de la métrica para el subespacio de
pares de puntos,

. dP AdP,
(y2 —)*(z2 — 21)%

Consideremos el subespacio formado por pares R + P de recta
y punto. El grupo G, no actiia transitivamente sobre pares de recta
y punto porque no actia transitivamente sobre el conjunto de rectas.
Luego la medida respecto del grupo G, para el espacio de pares de punto

y recta con el punto en la recta o el punto exterior a la recta, no esta
definida.

d(P, + P;) =

(16)

6. Grupo G3

El grupo de Lie G3 = {Xg, Xa, X4, X5} = {p, q,yp,Tp+2yq}, es el grupo
de las transformaciones de la forma.

, 1 b ¢ , e h ‘
f=-z+-y+ -, y=-y+—-, . con re=1.
r T 7 r r
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Las formas invariantes a izquierda estan: dadas por las entradas de la
ecuaciéon matricial Q = ¢g~'dg con g € G3, la.s cuales podemos expresar
por las ignaldades siguientes:

wy = db — ;de, : w;:dc-—%db +{bh — ec)dr, .

w3 = %e-, Wy = % - th‘, ) ’ (17) '
d
Ws = Tr’

con w3 + ws = 0.

Las 1-formas hnealmente mdependlentes w, s wg, w;,, w4 determma.n el ele-
mento de volumen invariante a izquierda del grupo Ga, wy Awz Awz A wy,
y las ecuaciones de estructura del grupo G son

dw1 = —wy A wa, . . dIDQ =u A wq 4 w2 A w3, (]_8)
dws = 0, dwy = —2w, A wy, dws=0.

El grupo G actiia transitivamente sobre-los subespacios formados por .
conjunto de puntos, conjunto de rectas, pares de rectas paralelas, pares
de rectas, pares de recta' y punto. Para ellos analizameos la existencia de
la medida invariante respecto del grupo.

Sea P el conjunto. de: puntos.del plano. proyectivo y. sea (0,0) un:
elemento del conjunto. El grupo isotrépico de ese punto es el subgrupo de
G3 cuyos parametros satisfacen la condicién: d(¢/r) =0, y d(h/r) =0.
Por (17) esto significa que’el espacio de puntos P es la variedad integral
del sistema w; = 0, wy = 0. Usando (18) enco_nt_ramos, ,

d(’ﬂ)z A w4) = "211)2 Awsz Awy, -

y puesto que las 1—formas que 1nterv1enen son linealmente lndependlen-
tes, esa diferencial es diferente de cero. Luego no esta definida una me-
dida invariante para el conjunto de puntos repecto del grupo Ga.

Sea R el conjunto de rectas del espacio proyectivo. La accién del

grupo Gy’ sobre una recta de ecuamon azr + ﬂy+7 ‘0 determina la recta
de ecuanon

eaz’ + (B - ab)y' + ea(b‘h - ec) —eph+v=0. (19)

Luego si tomamos la recta de ecuacion z = 0, su imagen por Gj es la
recta de ecuacién ez’ — by’ + e(bh —ec) = 0. Entonces, la recta escogida
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permanece invariante por la accion del grupo G si se satisface
d(b/e) = 0, d(ce — bh) = 0.

Reemplazando en (17), ésto significa que el conjunto de rectas es la va-
riedad integral del sistema !

w =0, UJ2=0.

Por (17) la diferencial d(w;, A w;) = 0, luego la 2-forma w, A w; deter-
mina la medida invariante del espacio de rectas R respecto del grupo Gj.
Comparando la ecuacién de la recta én coordenadas normales (p, ) con
su ecuacion en coordenadas no homogéneas obtenemos

'=—tan0, Ce—bh:-L’
€ ' ! cos @
de donde por diferenciacion y reeqaplazos en (17) obtenemos,
ﬂ = sec 20d0, ;(ew‘z _ ‘hwl) - CcOSs 0dp fsm 0d0
¢ | - cos?f

Multiplicando miembro a mieémbro 6b’tenemos la expresion geométrica

' dp/\d0 |
cos 30

para la métrica del subespacio de rectas en el plano proyectivo.

Consideremos el subespacio de rectas paralelas R;//R;. Tomando
las rectas paralelas de ecuaciones ¢ =0 yz= 1, el grupo G; las trans-
forma en las rectas paralelas

dR wn A 'LU2 (20)

e:c—by'-}-e(bh—-ec) 0 ' ez~by'+e(bh—ec)—l-0 (21)

Por (17) el conjunto de rectas pa.ra.lelas €s una va.nedad mtegral del sis-

tema pfaffiano, wy = 0,w; = 0,ws; = 0, y puesto que la diferencial

d(w; A w2 A ws) = 0, la 3-forma w; A wy A w3 deﬁne una medida inva-
riante por la accién del grupo Gj.

Para dar una expresion geémetrica de la métrica, comparamos las ecua-

ciones de las rectas patqlelas en coordenadas normales, cos 6,z +sin ;y +
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pi =0, ¢ = 1,2 donde 6; = 6, con las ecuaciones en coordenadas no
homogéneas (21) y encontra.mos las 31gu1entes xguaﬂdades ’
B - P2 h

z:—-tanﬂ bh ce-f——b-, €= 0080.

Diferenciamos miembro .a mlembro y reem@lazamos las diferenciales en
17 paraobtener R , ;
| d9 A dp; A dp,
osil
Luego si dR; = d0;Adp; y 6 = |p> — pi}-es la distancia entre las rectas |
paralelas; entonces la métrica para rectas paralelas resuita ‘

d(iuf[Ry) = A0 (22)

eun A wy Aoy =

Consideremos el subespacio formado por pares de rectas (R, +R;)
del plano proyectivo. El grupo G3 actia transitivamente sobre el subes-
pacio de pares de rectas, y puesto que tanto el grupo como el subespacio
de pares de rectas dependen de cuatro parametros, la medida invariante
para pares de rectas esta definida y su denmdad es el elemento de volumen
wy A wy A w3 A w4 del grupo.

Para dar una expresién geométrica de la métrica, tomamos un par de
rectas, 1y = {(z,9) |z =0}y rz = {(=, y) | z =y}, las cuales son
transformadas porel grupo G en el par de rectas :

ex' —by' +e(bh—ec) =0 ’y ex' —(1+b)y' +e(bh—ec+h) = 0. (23)

Comparames estas ecuaciones con las ecuaciones de las rectas r; en coor-
denadas normales, cos 8,z + sinf;y +p; =0, ¢ = 1,2 y encontramos las

siguientes igualdades:

b . ,
- = —tanb,, 1+5 = “ltanah
€ € )
bh—ce = —-I-’l—-,
: - cos by
B o= P2 . P

mo; COGB] )
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De donde,’ después de ﬁvs,{lla:.f"lg diferencial en términos de las 1-formas
(17) y de multiplicar exteriormente, obtenemos ‘

dR, AdR,

cos 36, cos 36,

d(R, + R;) = con dR;=dp;Adb;, i =1,2. (24)
Consideremos el subespacio de pares de puntos P, + P, del plano
proyectivo. Puesto que el grupo G; actia transitivamente sobre este
conjunto de cuatro parimetros, la medida para pares de puntos existe, y
su densidad esta dada por el eléinentb de volumen, wy A wa A wz A wy del
grupo. o

Para encontrar una expresion geométrica de esa densidad, tomamos. un
par de puntos (0,0) y (0,1), los cuales son transformados por el grupo

G3 en los puntos
c iz_ fb+c e+ h
r,r b K r b r 9

respectivamente. Comparando -estas coordenadas con las de sus coorde-
nadas no homogéneas (z1,41) y (z2,¥2), obtememos.

c ‘ h b+c e+ h
Ty = = 3}1=;,‘1‘2'-= . Y2 = :

Si diferenciamos miembro a miembro;
dz, A dyy Adzy A dy, = 2e5wy Awy Aws Awy = 2e8d( Py + P,).
Reemplazamos e = (y; — y',)z y. escribimos dP; = dz; Ndy;, 1 = 1,2, para
obtener '
dP, A dP,
2(y2 —91)*
Consideremos el subespacio formado por pares R + P de recta y

punto, con P € R. Tomando el elemento (r,p) con r = {(z,y)|z = 0}
y p(0,0), con p € r, encontramos que su imagen por G3 es el par

d(P+ P) = (25)

(E, .’.l.) , ex'-— by' + e(bh —-ec) = .0.

rr

Diferenciamos y reemplazamos en (17) para encontrar cjue el subespacio
R+ P, P € R, es la variedad integral del sistema

w1=0, w2=0, w4=0.
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a2 7} ta diférencial d(wy Awy Awy) = —2wy Awz Awz Awy # 0. Luego
el subespacio formado por pares R 4+ P de recta y punto con P € R no
tiene una medida invariante respecto del grupo Gj.

Si tomamos el subespacio formado por pares P + R, de recta R
-y punto P con P ¢ R, puesto que el grupo G3 actia transitivamente
sobre este subespacio de cuatro parimetros, la medida invariante para
- pares R+ P, P ¢ R, existe y su métrica d(P + R) es, salvo una constante,
el elemento de volumen w; A w; A w3 A ws del grupo.

Con el fin de encontrar una expresién geométrica de esa métrica, toma-
mos el elemento (0,0),z = 1, del conjunto P+ R. Por la accién del grupo
G5 sobre el subespacio, ese elemento se transforma en el par

rr

(z,y) = (c h) oy ex’ — by’ + e(bh — ec) —

Entonces, si escribimos ]a recta en coordenadas normales e igualamos las
coordenadas y sus deferenciales, obtenemos

dp A db

dz A dy = €*(wa A wy), gy

= —wj A (wg + w3).

Multiplicando miembro a miembro,

~drAdyAdpAdf
cos39

= e3w; A wy A w3/‘\ w, = e2d(P + R).

Escibimos dP = dz A dy, dR = dp/\ doy reemplazamos e= H__“"":;;imﬂg
para obtener

} dP A dR
(ysinf — xcos @ + p)3

d(P+R) = , para P ¢ R. (26)

7. Grupo G4

El grupo de Lie G4 = {Xl,Xg,Xg,X.,} = {p,yp, zp + 2yq,2zp + yq} es
el grupo de las transformaciones de la forma :

b . :
=g + - -y + ) y = Ey, con aer = 1. (27)
r r
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Las formas invariantes a izquierda del grupo de transformaciones G,
estan dadas por la ecuacion matricial 2 = g~'dg, con g € G,, donde
g es una matriz del grupo de tranformaciones (27). Esas 1-formas las
podemos expresar por las igualdades siguientes:

o - da : —db_ b

wl‘“?a‘ w2—a_“dev »

7 w3=¥:£—pedr, w4=“f—, (28)
d

w5=Tra

con wy + wy + ws = 0.

El elemento de volumen invariante a izquierda del grupo G4 es entonces
la 4- forma

daAdbAdcAde

a3e

wlAngw;,/\w4= y

y las ecuaciones de estructura determinadas por las diferenciales de las
1-formas resultan

-

de = 0, d‘ll)g = —wl A We — Wy A Wy,
dw3 = —w; A ws + ’wg‘l/;\ ;w4, d’lU4 = 0, . ) (29)
d'll)s = 0, f

con ws = —(w; + wy).

Se pude demostrar facilmente que el grupo G4 actia transitivamente
sobre conjunto de rectas, subespacios compuestos por pares de rectas pa-
ralelas, pares de rectas. Entonces procedemos a determinar la existencia
de la medida invariante de esos subespacios respecto del grupo G4.

Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo. La accién del grupo
G4 no es transitiva sobre el conjunto de puntos, porque a los puntos
sobre rectas y = k, k constante, los transforma en puntos sobre rectas
paraleleas y = k(e/r).

La accién del grupo G4 tampoco es transitiva sobre el subespacio de pares
de punto y recta por no ser transitiva para conjunto de puntos. Es decir,
la medida para conjunto de puntos 'y para subespacios compuestos: de
recta y punto no esta definida respecto del grupe G,.

Sea R el conjunto de rectas del espacio proyectivo. Sea £ = 0 un
elemento de R, entonces el subgrupo isotrépico de este elemento es el
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subgrupo de G4 cuyos pardmetros satisfacen las condiciones

b

— = const, = const .

e 2 N oY

Reemplazando en (28) esto significa que el conjunto de rectas es la va-
riedad integral del sistema

‘lD2=0, w3 = 0

Por (28) la diferencial d(w; A w;) = —3w1 Aw; Awz # 0, luego el espacio
de rectas R no admite una medida invariante respecto del grupo Gj.
Consideremos el subespacio de rectas paralelas R,//R,. Las rectas
paralelas z = 0, z = 1, son transformadas por el grupo G4 en las rectas
paralelas de ecuacidnes

ea + ec

ce
—by+ ==0, ea:—by-— =0.
Entonces este par de rectas permanece invariante por la accién del grupo
si los pardmetros satisfacen d(b/e) = 0, d(c/r) =0, d(a/r) = 0, es decir,
el conjunto de rectas paraleleas es la variedad integral del sistema

UJ2=0, w3=0,‘2w1+,w4=0.

Puesto que la diferencial d(w; AwsA(2wi +ws)) = —4wi AwAwsAw, # 0,
entonces el conjunto de rectas paralelas no tiene deﬁmda una medida
invariante respecta del grupo Gj.

Consideremos el subespacio formado por pares de rectas (R1+R;)
del plano proyectivo. Puesto que el conjunto de pares de rectas depende
de cuatro parametros y el grupo G, es transitivo sobre ese subespacio, la
métrica para pares de rectas d(R; + R;) es igual, salvo una constante, al
elemento de volumen w; A w; A ws A wy4 del grupo.

Con el fin de dar esta métrica en términos de las coordenadas normales
de las rectas, observamos que el grupo G, transforma el par de rectas
z =1,z =y en el par de rectas :

ae + ce
r

ez’ — by’ — = 0; ez'—(a+b)y'—f—f=0.
r
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Comparamos estas ecuaciones con las ecuaciones en coordenadas norma-
les cos 8,2’ +sinb;y’ + p; = 0,1 = 1,2, para obtener .

b~ atec . _P1_
e tand, o= cos 61 (30)
atbh c - _P2_
2 = - tan’02, P = By

El producto exterior de las diferenciales de las igualdades anteriores y
(29) nos llevan a la igualdad

d01 A dp1 A dog A dpg
cos 36, cos 36,

= a%w; A wy A w;s A wy.

Reemplazando el va;lor de a bbtenido de las igualdades (30) y llamando
dR; = dp; A df;, obtenemos la expresion
cos 8; cos 0,d R, A\ dR,

d(Ry + R;) = sin 2(0, — 6,)(p, cos 8; — p, cos 6;)?

(31)

para la métrica invariante respecto del grupo G4 del subespacio de pares
de rectas.

8. Conclusiones

Por el teorema 1 los subespacio lineales formado por conjunto de puntos
o por conjunto de rectas, no admiten una medida invariante respecto del
grupo ST(3). Nosotros hemos probado:

Teorema 7. Existe un subgrupo a cuatro parémentos del grupo ST (3),
el grupo G, cuando a + f = 0y a # 0, respecto del cual el espa-
cio de puntos admite medida invariante, con métrica en coordenadas no
homogéneas dada por (8)

Teorema 8. Existe un subgrupo G3 a cuatro parimetros del grupo
ST(3) respecto del cual el espacio de rectas admite medida invariante
- con métriea en coordenadas normales dada por (20).

Por el teorema 2 la familia de subespacios compuestos por la suma P+ R,

con P € R, no tiene medida invariante respecto del grupo ST'(3). Aqui
hemos encontrado que
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Teorema 9. Existe un subgrupo de ST(3) a cuatro parametros, el grupo
G, cuando 2a + 3 =0 y a # 0, respecto del cual el subespacio recta y
punto, P+ R con P € R, tiene medida invariante, definida por la métrica
(12).

Por el teorema 3 el subespacio compuesto por punto y recta P + R,
con P ¢ R, tiene medida invariante respecto del grupo ST(3). Hemos
encontrado que también existe la medida invariante de este subepacio
respecto de los subgrupos, G, y G3 de ST(3). Entonces, por 2.1,

Teorema 10. El subespacio compuesto por punto y recta P 4+ R, con
P ¢ R, tiene medida invariante respecto de los grupos ST(3), Gy cuando
a+ 3 =0 y respecto del grupo G3 con métrica invariante dada por (26).

La medibilidad para subespacios compuestos por hiperplanos no indepen-
dientes respecto del grupo ST(3) no se deduce de ninguno de los teorema
de la introduccion. Sin embargo, de (9), (22) y 2.3 podemos concluir,

Teorema 11. El subespacio compuesto por pares de rectas paralelas no
tiene medida invariante repecto del grupo ST(3). Existen dos subgrupos
de ST(3) a cuatro parametros, G) con 2a + 3 # 0 y G3, respecto de
los cuales la medida-invariante estad definida por las métricas (9) y (22),
repectivamente.

Por el teorema 4 el subespacio de pares de puntos puede tener medida
invariante respecto del grupo ST(3). Sin embargo, de (11), (16), (25) y
2.3, podemos concluir:

Teorema 12. El subespacio de pares de puntos no admite una medida
invariante respecto del grupo ST(3). Existen tres subgrupos del grupo
ST(3) a cuatro pardmetros, G, cuando 2a + 3, G,, y G3, respecto de los
cuales el subespacio de pares de rectas tiene medida invariante definidas
por las métricas (11), (16) y (25) respectivamente.

Por el teorema 5 el subespacio de pares de rectas puede tener medida

invariante respecto del grupo ST(3). Por (9), (24), (31) y 2.3 podemos

concluir:
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Teorema 13. El subespacio de pares de rectas no tiene medida inva-
riante respecto del grupo ST(3). Existen tres subgrupos del grupo § T(3)
a cuatro parémetros, Gy cuando B # a # 0, G3 y G,, respecto de los
cuales el espacio de pares de rectas admite medida invariante definida
por las métricas (10), (24) y (31), respectivamente.

Referencias

[1] BROTHERS J .E. Integral geometry in homogeneous spaces. Trans.
Am. Math. Soc. 124 (1966), 480-517.

[2) GELFAND I.M., GIDINKIN S.G., GRAEV M.I. Integral geometry in
affine and projective spaces. J. Soviet Math. 18 (1982), 53-226.

(3] GUERRERO B. Geometria Integral de los grupos ST(n+1) y STy (n+
1) en el espacio proyectivo P,. Rev. Colombiana de Mat. 24 (1990),
129-144. ’ ~

[4] HELGASON S. Groups and Geometry analysis. Ed. Accademic press,
New York, 1984. ‘

[5] LIBERMANN P. Geometrie Symplectique bases theoriques de la meca-
nique. Publications Mathematiques de I'universite Paris VII, 1988.

[6] SANTALO L.A. Integral geomeiry and geometric probalility. Ed.
Addison-Wesley Reading, New York, 1976.

[7] STOKA M. Geométrie Intégrale. Ed. Gauthier Villars Editeur, Paris,
1968.

[8] STOKA M. Gométrie Intégrale dans L’espace projectif P,. Conferenze

del Seminario di matematica dell’universita di Barivol. 172 (1979),
1-9. - »

106



