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Resumen

En [3] seeíu¡:pntró que algunaa familias de subespa.ci06delespa-
cio proyectivo P", no admiten una medida;ilLyaria.Ilteres~ctó del
grupo triangular ST(n + 1). En este artíc~o dete~minamos los
l¡UbgrUP06aClJ.atro parámetros del grupo ST(3) respecto de los
cuales .la medida de esas familias en el plano proyectivo existe.
Tambiénestudiam08 la existencia de medidas invariantes de otros
subespaci06 del plano proyectivo, respecto de e806subgrupos.

Por 10sresultad08 encontrad08:en'{3] se conocen sUbe8paCi08 del plano
proyectivo 1'2 no medibles respecto del grupo triangular ST(3). El
propósito de este arlíado. estudiar si e&o8subespacios tienen medida
invariante ~ de'~ de loe'Rbgn1poe a,·cuatro panIleH08 del
grupo ST(3). Nos ~a loB~nteI teoremas probados en [3}.

Teorema l. Los su~lineaJee del espacioproyectivo P",dedimen-
sión h <n no tienen una medida invariante respecto del grupo ST(n+ 1).
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Teorema 2. La familia de subespacios de 'Pn compuesta por espacio
lineal y puntor indefendientesr tiene medida invariante respecto del grupo
triangular ST(n + 1), si sólo si el espacio lineal es un hiperplano.

Teorema 3. La familia de subespacios de 'Pn compuesta por subespacio
lineal S y punto con P ES, no admite una medida invariante respecto
del grupo ST(n + 1).

Por [8] conocemos otros subespacios no medibles respecto del grupo
proyectivo y posiblemente medibles respecto del grupo triangular ST(3).
Nos referimos a los siguientes resultados,

Teorema 4. La familia compuesta por r < n + 1 puntos independientes
del espacio proyectivo 'Pn no es medible.

Teorema 5. La familia de r ~n hiperplanos independientes del espacio
proyectivo 'Pn no es medible. ..•

No se conoce un método directo para hallar los subgrupos de un grupo
respecto de los cuales ciertossubespácios admitan medida invariante. La
forma de abordar el problema consiste ~n hallar previame~te los subgru-
pos del grupo y luego estudiar uno a uno su comportamiento respecto a
la existencia o no de medida de cada uno de los subespacios.

Uno de los conceptos fundamentales para el estudio de los grupos de
Lie y. sus representaciones es el concepto de medida invariante. Puesto
que la estructura de grupo siempre está. presente en los grupos de. Lie,
esta medida debe ser compatible con la estru~tura de grupo. Entonces el
concepto apropiado es la llamada medida d.Jiaaf, la cual puede definirse
usando las formas diferenciales sobre el grupo.
En particular, si G es un grupo de Lie de dimensión·n, una n-forma sobre
G define una medida sobre G, la medida de Haar. Si G es un espacio
homogéneo esta n-forma es esencialmente la única medida invariante por
la acción del grupo, [4].



La Geometría Integral clsica [6] se propone definir medidas para con-
juntos de elementos geométricos (variedades o subespacios lineales) con
la propiedad de ser ínvariantes por la acción de un grupo de Lie. Esos
conjunt05 son espacios homogneos, es.decir, variedades sobre las cuales
el grupo de Lie actúa transitivamente.
Si G es ungrup<) de Líe y K es un subgrupo cerrado de G, G/ K es el
espacio homogéneo de lasco-clases"a izquierda. eK de K en G, y G es
un grupo de"transformaciones que act~a. sobre G/K" por la acción

Si G actúa transitivalIlfrnte sob~ una variedad M y si K denota el
subgrupo de G que deja fijo~un elemento dé la 'variedad M (subgrupo
isotrópico del elemento):, entonces J( es un subgrupo cerrado de G, Yel
espacio hQt:QogneoGI1(,~, homeomorfo "~la v~riedad M. La variedad
M es medi\>le.si sólo .si Gj Kes medible, y l~m~idas ¡.t(M) y ¡.t(G/ K)
~oinciden [l]t ' . "" .
Algunos ~esulta.<lOtJ:qu~neces.ita.mossobre,medida en espacios hOIJ;logneos
son adapataciones de los resultados de Stokapara grupos medibles [7].
Ellos son:

2.1 Si un espacio homogneo. tiene medida invariante re~ecto de un grupo
y de uno de.~us subgrupo.s, las mtricaS del espacio, invariantes res-
pecto de los grupos, coinciden.

2.2 Si una variedad homognea no admite una medida invariante respecto
de un subgrupo ttúnsitivo; entonces Id 11ariedad no admite medida
in11ariante. respecto de( gnqHJ.

2.• Si un grupo tiene dos subgrupos respecto de 108 cuales un espacio
homogneo admite muida intHIriGnte, la con dicción necesariG' y su-
ficiente para que este eJlpacio seo"medible respecto del grupo es que
las métricas del esptJCio, invariantes respecto de cada uno de los
subgrupos, CtJÍncid4ft.

La métrica de un espacio homogéneo está determinada por el elemento
de volumen del espacio, así: si Xh ... ,Xm es una base del espacio tan-
gente del espacio homogéneo en la identidad, T¡(G/K), Y Wl, ••• , Wm



son 1-formas sobre T¡(G/ I<} determinadas por la relación W¡(Xj) = hij,
entonces el producto W = W¡ 1\ ... 1\ Wm es una. m-forma sobre G/ I< .
Las condiciones necesarias y suficientes para que esta m-forma. sea. G-
invariante, única y defina una. medida sobre el espacio, homogéneo G/K
están dadas en [6] por el siguiente teorema: "

Teorema 6. Sea G es un grupo de Lie de dimensión n, y K un subgrupo
cerrado deG de dimensión k. Si W¡ /\ W2 •. ' /\ Wn-k es una m = (n -
k) forma G-invariante sobre G/K, entonces una condición necesaria y
suficiente para que la m = (n - k) forma sea una medida sobre el espacio
homogéneo G/K es que su diferencial sea cero:

Las variedades M sobre las cuales actúa transitivamente el grupo de Lie
son variedades integrales de un sistema pfaffiano completamente inte-
grable. Es decir, variedades integrales de un campo de direcciones F.
Se llama campo de direcciones (respectivamente sistema Pfafiano) sobre
una variedad diferenciable P un subconjunto F del fibrado tangente T P
(respectivamente un subconjunto r delfibrado cotangente T* P ), tal que
para todo x E P la fibra Fx = F nT P (respectivamente rx = r n T; P )
sea un subespacio vectorial de TxP (respectivamente de T;P).
A todo campo de direcciones F sobre la variedad P se puede asociar
canónicamente un sistema pfaffiano Fo, llamado el anulador de F, cuya
fibra en un punto x es "

F; = {w E T;Plw(v) = Opara todo v E Fx}.

De la misma forma, a todo sistema Pfaffiano r sobre P se le puede asociar
conónicamente un campo de direcciones, el núcleo de r, cuya fibra esta
dada por

Ket'xr =: {v E TxPlw(v) = Opara todo w E rx}'

Se llama integral de un campo de direccion~ F sobre la variedad P
todo par (M, <1» formado por una variedad diferenciable conexa M y una
inmersión <1> de Men P tal que '



Variedad' integral del campo F es toda subvariedad inmersa conexa M
de P tal que el par (M, i) sea una integral de F, con iM : M .~ P la
inclusión canónica. Y se llama variedad integral de un sistema pfaffiano
r toda integral del núcleo de r.,
Para cada subespacio del plano proyectivo y para cada subgrupo de
cuatro parámetros deST(3),' determinamos el espacio homogéneo cor-
respondiente, el sistema Pfaffiano que lot<ietermina, las 1-formas sobre
él y verificamos las condiciones de~istencia de la ,medida invariante del. ,. .-

subespacio respecto del subgrupo. En caso de existir esa medida, damos
una expresióngeométrica de su métrica.

3. Subgrupos det grupo ST(3)

El grupo 5T(3), es el grupo qe matrices triangulares 3 x 3 con deter-
minante uno. Cuando este grupo actúa sobre el plano proyectivo P2 lo
podemos representar por las transformaciones

2

Xk = Lakixi, k = 0,1,2 con l(aki)1 = 1. (1)
i=k

Tomando coordenadas no homogéneas (x, y) en el plano, podemos expre-
sar las ecuaciones (1) por las funciones

x - </>1(X, y, a,b, c,e, h, r),
y - </>2(x,y,a,b,c,e,h,r)),

con au = a,al2 = b,aI3= c,ai2= e,a23 = h,a33 = r, la condición aer =
1 Y con la identidad del grupo 1, dada cuando a = e = 1, b = e = h = o.
Dadas las funciones </>¡, </>2, definidas por las ecuaciones (1), las transfor-
maciones infinitesimalesdel grupo ST(3) son los campos invariantes a
izquierda dados por

Xl!

X2!
X3!
X4!
X5!

(~)IP+ (~)Iq = 2xp+yp,
- (~) IP + (~) 19 = yp,'

(~) p+ (~) q ....•..p'oe 1 oe 1 - ,

(~ ) 1P + (~) 1q = xp + 2yp,
(W)IP+ (~)Iq=q,



con p = *' q = ~. Lc?s campos vectoriales X., X2, X3, X.•,Xs son
linealmente independientes, y son una b~e del algebra de Lie del grupo
ST(3) con el <::orchetedado por las igualdades siguientes:

[X.,X2] = -X2,

[X., X .•] = O,
[X2, X3] = O,"
[X2,XS] .. --'X3,

[X3,Xs] = O,

[X., X3) = -2X3,

[Xh Xs) = ':""Xs,
[X2, X .•] = -X2,

[X3, X .•) = X3,

[X4~ Xs] = -2Xs.

Los campos invariantes a izquierda {XI}' i = 1,2,3,4,5, con la estructura
definida por los corchetes (3), determinan completamente el grupo ST(3);
luego los subgrupos a r parámetros de ST(3) están determinados por las
subálgebras de Lie r-dimensionales del álgebra de los campos invariantes
a izquierda [7].
Es decir, dadas las tranformaciones infinitesimales (2) {Xi}, i =
1,2,3,4,5, con la estructl,lra (3);"'un subgrullo a cuatro parámetros de
ST(3) está generado por cuatro campos de vectores linealmente inde-
pendientes, cada uno de los cuales es una combinación lineal de los Xi,
tales que el corchete es una combinación lineal de ellos. Luego los campos

determinan un 8ubgrupo de ST(3) si sólo si, el corchete de esos campos
[l'i, }j] para i, j = 1,2,3,4, ,es una combinación lineal con coeficientes
constantes de los Yk con k = 1,2,3,4.
Encontrar estos subgrupos es bastante·dispendiosos, y, puesto que éste no
es el propósito de este artículo, nos limitamos a presentar los subgrupos
obtenidos· con el fin de realizar el estudio de cada uno de ellos.
En [1] se encontraron los siguientes subgrupos a cuatro parámetros del
grupo ST(3), los cuales damos en términos de las transformaciones infi-
nitesimales del grupo ST(3).



G1 - {X2, X3, X4, oX1 + ,8XS}

- {yp, pq, (20 + ,8)xp + (o: + 2,8)yq} ,
G2 - {XI, X3, X4,XS}

- {2xp + yq,p,xp + 2yq,q}, (4)G3 - {X2, X3, X4, Xs}
- {yp,p,xp+2yq,q} ,

G4 - {X¡,X2,X3,X4}

{2xp + yq, yp,p, xp + 2yq} ,

con p = ~, q = *., A continuación determinamos la existencia de
medida invariante por la acción de los grupos G¡, G2, G3 YG4, de algunos
subespacios del plano proyectivo, como conjunto de puntos, conjunto
de rectas, familias de subespacios compuestos (rectas más punto, rectas
paralelas, pares de rectas, pares de puntos, pares de recta y punto), etc.
En caso de existir esa medida, damos una expresión geométricé} de la
métrica respectiva.

4. Grupo Gl

El grupo de Lie G1 = {X2, X3, Xs, oX1 + ,8X4} = {yp,p,q, (20 +,8)xp+
(o + 2,8)yq} es el grupo de las transformaciones triangulares de la forma

, aa b e
x = -x + -y +-,

r r r
alJ h

y' = -y +-,r r
con aa+f3r = 1 Y o, ,8 consto
Las formas invariantes a izquierda del grupo G1 .están dadas por las
entradas de la ecuación matricial

n =g-ldg,

donde 9 E G1 es la matriz de la transformación (5), g-1 es la inversa de
9 y dg la diferencial. En tunción de l08parámetr08 del grupo esas formas
resultan '

W2 = a.•••(db - b~da),

W4 = Il.da = Il.W1,
a a

W6 = ldr,r

W3 = :~ - aQ~lJdh+ (bh - calJ)dr,

Ws = ~(dh - h/rdr),



con (1 + ~)Wl +W6 = O,0,/3 consto
Si consideramos las l-for~as linealmente independientes W¡, W2, W3, Ws

entonces la 4-forma W¡AW2Aw3Aws es el elemento de volumen, invariante
a izquierda, del grupo.
Las ecuaciones de estructura del grup~ G1están dadas por las igualdades
que resultan de la ecuación matricial d!l .:...-O A O, donde dO es la
diferencial de O. Ellas son

dWl = O,

dW3 = -(2 + ~)WI A W3 - W2 A WS,

dws = -(1 + ~)WI A Ws

dW2:!::: (~ - I)Wl A W2,

dW4 = O,

con a, /3 consto
Con lo anterior tenemos los elementos matemáticos necesarias para deter-
minar la medibilidad de algunos subespacio del plano proyectivo, sobre
los cuales actúa transitivamente el grupo G1•

Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo y sea (O,O) un ele-
mento del conjunto. El grupo isotrópico de este elemento es el subgrupo
J( del grupo G1 cuyos parámetros satisfacen la condición el r = const y
hlr = consto
Si diferenciamos yreeeplazamos en (7) encontramos que el espacio de
puntos P es la variedad integral del sistema

En el espacio homogéneo DI1< isomorfo a P la 2-forma W3AwS determina
una medida invariante respecto del grupo G¡ si sólo si la diferencial

, (0+/3)
i d(W3 A ws) = -3 -0-, WIA W3 A Ws

es cero. Es decir, sobre P está definida una medida si sólo si a = - /3 y
a -¡. O. Si este es el caso, la medida está definida por la expresión



Sea R el conjunto de rectas del plano proyectivo. El grupo G1 es
transitivo sobre este espacio. Entonces tomamos un elemento de R y
calculamos el grupo isotrópico de ese elemento.
Sea r = {(x, y) I x = O} un elemento del subespacio de rectas R. El

- subgrupo de G1 que'la deja invariante debe satisfacer las condiciones

sobre los parámetros. Es decir, el conjunto de rectas es la variedad inte-
gral del sistema

Entonces el elemento de volumen W2 /\ W3 define la medida G1-invariante
~ conjunto de rectas si su diferencial es cero. Usando las constantes de
estructura (7) encon~r~m~sql1e.la diferendal

Luego el espacio de rectas .·R.nQ.admite una medida invariante respecto
del grupo G1.
Consideremos el subespacio de rectas paralelas R1f f R2• Tomando
las rectas pa,ra;lelasrl = {(x, y}lx :.: O} E R1 Y r2 = {(x,y) Ix = 1} E R2,

el grupo isotrópico de este elemento, es el subgrupo de G1 que verfica las
siguientes condiciones sobre los par,~metros:

b
af3 = const, a"(bh - caf3} = const, a2"+f3 = const,

Por (7) d( Wl/\ W2 /\ W3) = O, luego el elemento de volumen Wl /\ W2 /\ W3

determina la medida iñva.riante respecto del grupo G1 para el conjunto
de rectas paralelas.
Con el fin de dar una expresión geómetrica de la métrica, tomamos las
ecuaciones de las rectas en coordenadas normales, (Pl, O) Y (P2, O) de
rl Y r2 respectivamente. Comparando las ecuaciones de las rectas en



coordenadas normales con las ecuaciones en coordenadas cartesianas en-
contramos las siguientes igualdades:

b t O Ct(bh 13) Pl. 2Ct+13_ P2 - Pla = - an, a - ea = ---O' a - O·a'" cos cos
Diferenciando esas expresiones y multiplicando exteriormente se llega a
la expresión,

5Ct+1320 + (3 dlJ " dPt " dP2
a Wl " W2 " W3 = offJo cos

Notemos dR¡ la densidad canónica de rectas, es decir, dR¡ = dp¡" dfJ¡,y
6 = Ip2- Pll la distancia entre las rectas paralelas, entonces la métrica
para pares de rectas paralelas resulta

o dR1" dP2
d(RtI / R2) = 2 + {3 mf . ~ . (9)

Q 6 0+ tos 20+ O·
Si 20 = - ¡3 la medida no está definida.
Consideremos el subespacio formado por pares de rectas (R1 + R2)

del plano proyectivo.Este subespacio depende de cuatro parámetros y
puesto que el grupo G1 actúa transitivamente sobre él, existe la medida
para el subespacio de recta R1 +R2, invariante respecto de G1• Su métrica
es la densidad cinemática del grupo Gil es decir, su elemento de volumen
Wl " W2 "W3" W5·

Con el fin de encontrar una expresión geométrica para la métrica, toma-
mos un par de rectas TI = {(x,y) Ix = O} Y T2 = {(x,y) Ix = y} del
plano proyectivo en coordenadas- nO homogéneas. La acción del grupo
G1 sobre ellas las transforma en las rectas

T~ - {(x,y)lx' = :13Y' - aCt(bh - ca13)},
Ct+bT; - {(x, y)lx' = a a13 y' - aCt(bh - ca13 + aCth n.

i

Si (P¡,01) y(P2, (2) son las coordenadas normales para las rectas rl Y r2

respectivamente, al comparar las ecuaciones de rl Y r.2 con las obtenidas
para r~ y r~ obtenemos

b ';;iJ = - tan 01,

a:tb = - tan O2,



Diferenciando y multiplicando'exteriQrment~ .las expresiones anterÍ.9res
obtenemos:

a - ¡3 6a dOl A dpl A d(J2 A dP2
--a· wIAw2Aw3Aws = < (J. (Ja cos lCOS 2

Como esconstumbre llamamos d~ - dp¡<1\ d(J¡ la. densidad ~ncoor-
denadas ·normales parra rectas; 'entpncesuna expJesión· ..geoEnétrica·de la
métrica del' subespacio de pares de rectas resulta

d(R' R) _ ~ dRIA dR2 .
1+ 2 - 13 _ a a6a cos 3(JlCOS3(J2'

'a-IJ sin(fl¡ - (J2) (10)con a = -----.
COS(JlCOS(J2

En el caso a = 13 la medida para pares de rectas no está definida ..
Consideremos el conjunto formado por pares de puntos Pl+P2 del
plano proyectivo. El grupo dI acttia transitivamente sobre este conjunto,
y puesto que depende de cuatro parámetros., la med.d~ invariante existe
y su densidad es el elemento de vo.hImen del grupo G¡, es decir,'wl Í\ W2 A
W3 AW5'

Para encontrar una expresión geométrica de la métrica de este conjunto,
tomamos un par de puntos (O,O) Y (0,1).. El grupo Gl los tranlffQr:t!lé}..
en los puntos P{(c/r, h/r) y P~«b + c){r, (aJ3 + h)/r», respectivamente.
COqlparamos las coordenadas.~9 homogéneas (Xl, yd y (X2, Y2) de los
puntos~l y P2 con las coordÑ~a<!asde s~ imágenes, y dbtenemos,

e
Xl =-,

r
h

Yl =-,
r

b+c
X2 = --,

r

; aJ3 + h
. Y2··= ---

r

Wl A W2 A W3 A Ws= 213: a a-6(J3+a)dxl A dYldx2 A dY2.

Reemplazamos a por a = (Y2 '7 Yl)1/(2J3+a)y escribimos dP¡ = dx¡ A dYi
para obtener la métrica para el sub espacio de pares de puntos:



Consideremos el subespacio formado por pares R + P de recta y
punto, con P E R. Este subespacio depende de tres parámetros, y el
grupo Gl actúa transitiv~mente sobre él.
Tomando un ele~nto de este conjunto, por ejemplo la recta r = {(x, y) I

- x = O} Y el punto Po (O,O), con Po E ri encontramos que ellos son trans-
formados por Gl en el punto P'(clr,hlr) y la recta r' = {(x,y)lx' =
bl alJy' - aa( bh - calJ)}. Este elemento permanece invariante por la acción
de Gl si,

d(clr) ::::O, d(hlr) = O, d(bla{3,) = O, d(aOt(bh - calJ» = O,

luego el conjunto de pares de punto y recta con P E R es la variedad
integral del sistema

2(20 + 13) ,
d( 102 1\ 103 1\ 1Os) = ----101 1\ 103 1\ 102 1\ 1Os,

o

luego la medida invariante respecto del grupo Gl existe para elsubespacio
R + P con P E R, si sólo sÍa i= OY 20 = -13.
En el caso o: i= O Y 20 = -13, podemos encontrar una expresión ge-
ométrica para la métrica así: tomamos coordenadas (x, y) para los pun-
tos y (p, O) para las rectas y comparando con P' y r' obtenemos de (6)
las siguientes igualdades:

dx - d(clr) = 103 + baOt+fJ1Os,
dy - d(hlr) = aOt+2fJ1Os,

- d (:fJ) ....:aOt
-fJw2,

= . -d{aOt(bh - cafJ)] = a2a+fJ103 - ha2Ot102id( P. )
cos O

luego el elemento de volumen para el subespacio de pares de recta y punto
con P E R toma la forma geométrica

d( P + R) = dP 1\ dO,
cos2 O



Sea P + R el sub espacio formado por pares de rectá' R y' punto
P con P rt R. El grupo G1 actúa transitivam~nte sobre este subespacio;
entonces la medida inyariante está definida por el elemento de volumen
Wl A W2 A W3 A Wsdel grupo (;1.' ,
Con el fin de dar esta IIlétrka en términos de las coordenadas (x, y) de
los puntos P y (p, O) de las rectas, tomamos un elemento del cojunto,
por ejemplo el punto (O,O)Y la recta {(x,y)lx = 1}. El grupo G1 lo
tranf~rma en el par .

(~,y) = (;; ~)
y

cos Ox' + sin Oy' - p = a/3x' ~ by' + a(r(bh - ca13 - ao+13) = O,

de donde,

dx - d(c/r) = ao+l3(aOw3 + bws),
dy d(h/r) = aO+213ws,

- d (:~) = a·~"~2;

_ ..ld[aGll(bh .:.:..ca13- a.a+I3)] =a13+20[,B Wl - W:j].
o

d (,P" )
cos O

Si reemplazamos los parámetros en las ecuaciones de estructura (6) y
multiplicamos exteriormente término a término encontra.mos

dx A dy A dp A dO 60+31320 +,B , '
30 = a Wl A w2 A W3 A Ws·cos o

Llamamos dP .== dx A dy,y ,dI!-
ysin8-xcos8+p para obte~er '

cos8

dp /\ dD, y reemplazamos a20+13 -

o dP/\ dR
d(P + R) = 20 +,B (ysinO _ xcosO + p)3'

la expresión geométrica para la métrica del subespacio P + R con P rt R.
Cuando 20 = -,B la medida no está definida.



5. Grupo G2

El grupo de Lie G2 = {X., Xa, X4, Xs} = {p, q, xp + yq, 2xp + yq} es el
grupo de las transformaciones triangulares de la forma

, a e
x = -x +-,

r r
, e h .

y = -y +-, con aer = 1
r· r

Las formM invariantes a izquierda del grupo G2 están dadas por las
entradas de la ecuación matricial O = g-ldg con 9 E G2, las cuales
podemos expresar por las igualdades siguientes:

W2 = ~ - cedr,
IJ

W = dh - .!Ldr
4 e er'

con Wl + Wa + Ws = o.
Si consideramos las 1-formas liriealmente independientes Wl, W2, Wa, W4

entonces la 4-forma Wl/\ W2/\ wa/\ W4 es el elemento de volumen invariante
a izquierda del grupo G2•

Las ecuacionesde estructura determinadas por las diferenciales dO de las
1-formas resultan,

dWl = O,
dwa = O,

dW2 = -2Wl /\ W2 + W2 /\ Wa,

dW4 = ~2W3 /\ W4 - Wl /\ W4,

con Ws = -(Wl + wa).

Analizamos algunos subespacios del plano proyectivo sobre los cuales
el grupo G2 actúa y determinamos la medibilidad de eno~respecto del
grupo.
Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo y sea (O, O) un
elemento del conjunto. El grupo isotrópico deese punto es elsubgrupo de
G2 cuyos parámetros satisfacen la condición c/r = const y hlr = c~:mst.
Por (13) el espacio de puntos P es la variedad integral del sistema W2 = O,
W4 = o. Por (14),



y puesto que las l~fonna:s que intervienen son linealment-e independien-
tes, la diferencial (15) es difere'lte de cero. Es decir, la. 2-fonna W2 A.W4
no define una medida. sobre el .espacio homogé~ P.Luegq el conjunto
depuntos··no tiene medida. ,invariante resPeCto del.grup() ()2.,

Sea R el conjunto de rectas del espacioproyectivo. El gl'14poG2a la
recta de ecuación ox + ¡3y - '1 = Ola transforma, en la recta de ecuación

• ;' • -. '!"

:- x' + 11;~',- (: + ": + 1) = O;
eIitoric~el gruporio actúa transitivamentésobre él conjunto de rectas,
puesto que a las rectas deecua.ción x = k, con k constante, las envía en
rectas de la forma x = e +lc.' Entonces eLespacio de rectas' R no tiene
definida una medida invaria.nte res~ecto del grupo G2•

Consideremos el subespaciode rectas paralelaS RtI / R2 •. El grupo
G2 transforma.rectas paralelas en rectas paralelas, es decir actúa transiti-
vamente sobre este subespacio. Alas rectas patalelas r¡ = {x = y} E R¡
Y r2 = {x == y t 1} E R2 , el grupo G2 las transforma en el par de rect~

I a ,ce -ah
x = -y + ---

e er
I a I ae + ee - ah

x =-y +-----
e er

E,ntonces por (13) el conjunto ,de rectas paralelas es una variedad integral
del sistema pfafliano

2w¡ +W3 ='0,' : W2 - w~= O,

Por (14) la diferencial d[(2w¡ - W3)t\ (W2 - W4) 1\(w¡ '- W3)] #'0, entonces
el conjunto de rectas paralelas no tiene una medida invariante respecta
dél grupo' G2•

Consideremos el su bespacio formado por pares de rectas. Por ~o ser
transitivo el grupo G2 sobre el conjunto de rectas tampoco es transitivo
sobre el conjunto de pares de rectas. Entonces la medidain~ante
respecto del grupo G2 para el subespacio de pares de rectas no está
definida.
Consideremos el conjunto formadG por pares de puntos P1 + P2
del plano proyectivo. El grupo G2 actúa transitivamente sobre este con-
junto, y puesto que grupo y subespado dependen de ig~al número de



parámetros, la medida invariante existe ysu densidad es el elemento de
volumen del grupo G2,esdecir, Wl f\.WfJ A W3 f\ W4.

Para encontrar una expresi6ngeométricade 'la métri~a de esteconjunto,
tomamos un par de puntos (O,O) Y (1,1), los cuales son transformados

- por el grupo Gi en los puntos

respectivamente. Comparamos las coordenadas no homogéneas (Xl, YI) Y
(X2,J/2) de los puntos con las coordenadas de sus imagenes, para obtener

C
Xl = -,r

h
Yl = ,-',r

a+c'
X2= f'

e+h
Y2 = --o

r

dXI A dYI A aX2 A dY2 = (are) 2 WI A W2 A W3 A W4.

Reemplazamos e/r por (Y2 - YI)Y a/r por (X2 - x¡), y escribimos dP¡ =
dx¡ A dy¡, para obtener una expresión de la métrica para el subespacio de
pares de puntos,

d(P
1
+ P2) = . dI;?1 A dP2 :

(Y2 -YI)2(X2 - Xt}2

Consideremos el sub espacio formado por pares R + P de recta
y punto. El grupo G2 no actúa transitivamente sobre pares de recta
y punto porque no actúa transitiva.mente sobre el conjunto de rectas.
Luego la medida respecto del grupo G2 para el espacio de pareS de punto
y recta con el punto en la recta o el punto exterior a la recta, no está
definida.

El grupo de Lie G3 = {X2,X3,X4,XS} = {p,q,yp,xp+2yq}, es el grupo
de las transformaciones de la forma

,lb e
X = -x+-y+ "'"',r r r

, e h
y = -y +-,

r r



Las formas invariantes, a izquierda 'están: dadas por las entradas de la
ecuación matricial n = g-Idg con 9 E C3, las cuales podemos expresar
por las igualdades siguientes:

WI :± db -~de, ,

Wa = de,
e

_ drW5--;-,

W2~dc-tdk +(lIh -ec)dr,
W4 = dh - hdr,

e

con Wa + 1,05 = O.
Las 1,formas linealmentejndependientes1,OlJ U!~, 1,03,1,0" determinan el e~
mento deyolumen inv~e.a izqu,ierda del grupo C3, 1,011\ U121\. 1,03 I\W4,
y las ecuaciones deestruct~ra del,gr,uP9,G3son' '...

dWI = -WI /\ Wa, .

dwa = O, dW4 = -2wa/\ W4,

dW2 =WI /\ W4 -+ W2 1\ Wa,

dW5 = O.

El grupo Ca actúa transítivamente so1;"relos subespados formados por ,
conjunto de puntos, conjunto de rectas, pares de rectas paralelas, pares
de rectas, p~:resde .reeta.·y·punto, Para ellos analizéLIllOSla exis:tencia de
la medida invariante respecto del grupo. .
Sea P el conjunto de . puntos. del plano ..PrQyectiyo y. sea (0,0) un·
elemento del conjunto. El grupo isotrópico de ese punto es el subgrupo de
G3fUYoS parámetros satisf~ten"la condición: d(~/r) = O, Y d(h/r) = o.
Por (17) esto significa que'~l espacio de puntos P es la variedad integral
del sistema W2 = Q, 104 '.. 0..Usando q8) encont!amos

d(W2AiW4) == ~2w2A W3/\W4, .

y puesto que las l-formas que intervienen son linealmente independien-
tes, esa diferencial es diferente de cero. Luego no está definida mía 'me-
dida invariante para el conjunto de puntos repecto del grupo Ga•
Sea R el conjunto de rectas del espacio proyectivo. La acción del
grupo Casobre una'recta deecuaci6na% + fJ.1I+1 = O determina. la recta
de ecuación

Luego si tornamos la recta de ecuación %'== O, su imagen por Ga es la
recta de ecuación ex' - by' + e(bh~'ec) == o. Entonces, la recta escogida



d(b/e) = O,d(ce - bh) =0.

Reemplazando en (17), ésto significa que el conjunto de rectas es la va-
riedad integral del sistema

Por (17) la diferencial d(w. 1\ W2) - O, luego la 2-forma w. 1\ W2 deter-
mina la medida invariante del espado de rectas R respecto del grupo G3•

Comparando la ecuación de la recta en Coordenadas normales (p, O) con
su ecuación en coordenadas no homOgéneas obtenemos

b
- = - tan O,
e

i P
ce- bh = ---,

I COS O

¡

w. 2nd (_ 'h. ) _ cos Odp - p sin OdO_.- = seé u· O, eW2 w. - 2.(J'
e I cos

Multiplicando miembro a miembro bbtenernosla expresión geométrica

dR = w. " W2 =' _dp_,_I\_,tJ_8
cos.30

para la métrica del subespacio de rectas en el plano proyectivo.
Consideremos el sub espacio. de rectas paralelas R./ / R2• Tornando
las rectas paralelas de ecuaciones x = O Y x = 1, el grupo G3 las trans-
forma en las rectas paralelas

ex' - by' +e( bh ec)= O'y , ..ex' - by' +e( bh --:ec) - 1 = O. (21)
, ;, "

Por (17) el conjullto. de rectas p~ale1as,pI una variedad hlteg¡:al del sis-
tema pfaffiano, w. = O, W2 = O, W3 = O, Y puesto que la diferencial
d(w. 1\ W2 1\ W3) = O, la 3-forma w. 1\ W2 1\ W3 define una medida inva-
riante por la acción del grupo G3•

Para dar una expresión g~metrica. de la. métrica, comparamos las ecua-
ci.ones de las rectas par~lelas en coordenadas n~rmales, ros O¡X + sin O¡y +



Pi = O, i = 1,2,donde (it = 82 con 1&\1 ecua.ciopes en coordenadas no
homogéneas (21) y encontramos las siguientes igualdades: .

b- = -tan8,
e

Pt P2-Ptbh-ce=.....,-- e=' .
coa9,', ". cos8

Diferenciamos miembro ,a ~m\)ro. yr~l~ '.~ diferenciales en
(17) para obtener

e.'" " ••"""w '= d~,"d1f1 " dP2
""1 "";' 3 cos4(J

Luego si dRt == d8i" dPi yfJ = Ip2- Pi,~,esla m.t.aacia,entre las rect&fl
paralelas; entonces ·la •métrica para redu paralelu resulta

d(R ¡IR) = dR1 " dP2:
1 . 2 'fJcos39.

Consideremos el sub espacio formado por pares de rectas (R1 +R:¡)
del plano proyectivo. El 'grupoG3 actúa transitivamente sobre.el sube&-
pacio de pares d~ rectas, y pu~to que tanto el grupo como el subespacio
de pares de rectas dependen de cuatro parámetroe, la medida invariante
para pares de rectas está definida.y su densidad es el elemento de volumen
WI " W2 " W3 " "'4 del grupo.
Para dar una' expresión geomét,ica ..de la IlIétri<;a, tomamos un par de
rectas, TI = {(x,y) I x = O} Y r2 = {(x,y) I x = y}, las cuales son
transformadas por' el giupoGS en el par de rectas

Comparamos estas ecuaciones·con la.. ecuacionea4e las ,rectas Ti en coor-
denadas normales, Ce6lJix + sin9.y·+p. = O, i ~1~2 y encontramos las
siguientes iguaWa.des:

b -e

bh - ce -
h -

Pt
coa S} ,

1'2 , Pl ..
coa82 - cosO} •



De donde, después de h~Uar'l(t diferencial en términos de las 1-formas
(17) Y de multiplicar exteriormente, obtenemos

dRI A dR2
d(RI + R2) = "3(J 3(J con dR¡ == dp¡ A d8¡, i = 1,2.cos 1 COS 2

Consideremos elsubespado dé'pares de puntos PI +P2 del plano
proyectivo. Puesto que el grupo G3 actúa transitivamente sobre este
conjunto de cuatro parámetros, la medida para pares de puntos existe, y
su densidad está dada por el e~lnento de volumen, WI A W2 A W3 " W4 del
grupo.
Para encontrar una' expresión gedmétrica de esa densidad, tomamos '.'un
par de puntos (O, O) Y ~, 1),los cuales son transformados por el grupo
G3 en los puntos

(~, ~) , (b ~ e"e: h) ,
respectivamente. Comparando ,estas coordenadas con las de sus coorde-
nadas no homogénea8' {XI, y¡) Y (X2,Y2), obtenemOs

e
Xl =-,

r
h

YI = -,r
b+e

Z2' ,= ----..,
r

e+h
Y2= ---o

r

dXI A dYI A dX2 " dY2 = 2e6wI "W2 /( w3A W4- 2e6d(Pt + P2).

Reemplazamos e = (Y2 -YI)2 Ye~cribimos dJ'¡ ,-;-dx¡ A dy¡, i = 1,2, para
obtener

, dPI "dP2
d(PI + P2) = 2( )3' (25)

Y2 - YI
Consideremos el su bespacioformado por pares R + P de recta y
punto, con P E R. Tomandó el elemento (r,p) con r = {(x; Y)lx =O}
y p(O, O), con p E r, encontramos que su imagen por G3 es el par

(~,~), ex',- by' +e(hh-ee) = O.

Diferenciamos y reemplazamos en (17) para encontrar que el subespacio
R + P, P E R, es la variedad integral del sistema



.4 ( in la difétenciaI á(Wl/\ W2/\ W4) =-2Wl/\ W2/\ W3/\ W4 -¡: O. Luego
el subespacio formado por pares R +P de recta y punto con P E R no
tiene una medida invariante respecto del grupo G3•

Si tomamos el subespácio formado por pares P + R, de recta R
y punto P con P rt R, puesto que el grupo G3 actúa transitivamente
sobre este subespacio de cuatro parámetros, la medida invariante para
pares R + P, P rt R, existe y su métrica d( P +R) es, salvo una constante,
el elemento de volumen Wl /\ W2 /\ W3 /\ Ws del grupo:
Con el fin de encontrar una expresión geométrica de esa métrica, toma-
mos el elemento (O,O),x = 1, del conjunto P +R. Por la acción del grupo
G3sobre el subespacio, ese elemento se trarisforma en el par

(
e h)(x,y) = ;:'-;:

Entonces, si escribimos la recta en coordenadas normales e igualamos las
coordenadas y sus deferenciales, obtenemos

dx /\ dy /\ dp /\ dO 3 . . 3
. 30' = e Wl /\ W2/\ W3/\ W4 = e d(P + R).cos .

Escibimos dP= dx/\dy, dR'= dp/\dfly reemplazamos e = Ysin8~.:c;-9+p
para obtener .

d(P + R) ==..' dP /\ dR ,
(y sin O __ xcos 0+ p)3

El grupo de Lie G4 = {XI. X2, X2, X4} = {p, yp, xl' + 2yq, 2xp + yq} es
el grupo de las transformaciones de la forma

, ab e
x = -x + -y +-,r r r

, ey ::; -y,
r



Las formas invariantes a izquierda del grupo de transformaciones G4

están dadas por .la ecuación matricial n = g-ldg, con 9 E G,., donde
9 es una matriz del grupo de tranformaciones (27). ,Esas 1-formas las
podemos expresar por las igualdades siguientes:

Wt ~ da,
ti

W3 = ~ - eedr. , '
W - d,.

5 - -;-,

dh' bW•• = ---de
1< ti tJe '

W - de.. --;-,

con Wt + W4 + Ws = O.
El elemento de volumen invariante a izquierda del grupo G.•es entonces
la 4- forma

da 1\ db 1\ de 1\ de
W¡ 1\ W2 1\ W3 1\ W4 = ------- a3e

y las ecuaciones de estructura determinadas por las diferenciales de las
1-formasresultan

dWl = O, dW2 ~ -Wl 1\ W2 - W2 1\ W4,
,

dW3 = -Wl 1\ W3 + w3l\ W4, dw .• 'F O, (29)
dws = O,

con Ws = -(w¡ + W4)'

Se pude demostrar fá.cilmente,que el grupo G.• actúa transitivamente
sobre conjunto de rectas, subespacios compuestos por pares de rectas pa-
ralelas, pares de rectas. Entonces procedetnos a determinar la existencia
de la medida invariante de esos subespacios respecto del grupo G.•.
Sea P el conjunto de puntos del plano proyectivo. La acción del grupo
G.• no es transitiva sobre el conjunto' de puntos, porque a los puntos
sobre rectas y = k, k constante, las transforma en puntos sobre rectas
paraleleas y = k(e/r).
La acción del grupo G.•tampoco es transitiva sobre el subespacio de pares
de punto y recta por no ser transitiva para conjunto de puntos. Es decir,
la medida para conjunto de puntos 'y para subespacios compuestos de
recta y punto no está definida respecto del grupo G.•.
Sea R el conjunto de rectas del espacio proyectivo. Sea x = O un
elemento de R, entonces el subgrupo isotrópico de este elemento es el



b
- = const,
e

e
....= .const .
r

Reemplazando en (28) esto significa que el conjunto de rectas es la va-
rieda.d integral del sistema

Por (28) la diferencial d(W2/\ W3) = -3Wl/\ W2/\ W3 .=¡, O, luego el espacio
de rectas R no admite una medida invariante respecto del grupo G4•

Consideremos el sub espacio de rectas paralelas Rtf! R2• Las rectas
paralelas x = O, x = 1, son transformadas por el grupo G4 en las rectas
paralelas de ecuaciónes

, by' cex - + - = O,r
ex' _ by' _ ea + ec = o._ r

Entonces este par de rectas permanece invariante por la acción del grupo
si los parámetros satisfacen d(ble) = O, d(clr) = O, d(alr) = O,es decir,
el conjunto de rectas paraleleas es la variedad integ~aldel~istema

Puesto que la diferencial d(W2/\W3/\(2w¡ +W4))::: -4W¡/\W2/\W3/\W4 =¡, O,
entonces el conjunto de rectas paralelas no tiene definida una medida
invariante respecta del grupo G4• .

Consideremos el subespacio formado por pares de rectas (R¡ +R2)

del plano proyectivo. Puesto que el conjunto de pares de rectas depende
de cuatro parámetros y el grupo G4 es transitivo sobre ese subespacio, la
métrica para pares de rectas d(R¡ +R2) es igual, salvo una constante, al
elemento de volulI}.enW¡ 1\ W2 /\ W3 /\ .tl,14del grupo.
Con el fin de dar esta métrica en términos de las coordenadas normales
de las rectas, observamos que el grUpoG4 transforma el par de rectas
x = 1, x = y en el par de rectas

ex' _ by' _ ae + ce = O;
r

, ( b)' ceex - a + y - - = O.
r



Comparamos estas ecuaciones con las ecuaciones en coordenadas norma-
les cos 8¡x' + sin 8¡y' + Pi = O, i= 1,2, para obtener '

~ - -tanO, ~ - -2L-
e T C08 61 '

ti! - - tan O2,
f. ...n-

e T 0086, .

El producto exterior de las diferenciales de las igualdades anteriores y
(29) nos llevan a la igualdad

dOI /\ dpI /\ d02 /\ dp2 6
30 30 = a WI /\ W2 /\ W3 /\ W.••

COS 1 COS 2

Reemplazando el valor de a optenido de las igualdades (30) y llamando
dR¡ = dp¡ /\ dO¡, obtenemos la expresión

para la métrica invariante respecto del grupo G4 del subespacio de pares
de rectas.

Por el teorema 110s subespacio lineales formado por conjunto de puntos
o por conjunto de rectas, no admiten una medida..invariante respecto del
grupo ST(3). Nosotros hemos probado:

Teorema 7. Existe un subgrupo a cuatro parámentos del grupo ST(3),
el grupo G., cuando a + 13 = O Y a =1 O, respecto del cual el espa-
cio· de puntos admite medida invariante, con métrica en coordenadas no
homogéneas dada por (8)

Teorema 8. Existe un subgrupo G3 a cuatro parámetros del grupo
ST(3) respecto del cu~l el espacio de rectas admite medida invariante

. con métrica en coordenadas normales dada por (20).

Por el teorema 2 la familia de subespacios compuestos por la suma P +R,
con P E R, no tiene medida invariante respecto del grupo ST(3). Aquí
hemos encontrado que



Teorema 9. Existe un subgrupo de ST(3) a cuatro parámetros, el grupo
Gt cuando 20' + 13= OY O' =f: O, respecto del cual el subespacio recta y
punto, P +R con P E R, tiene medida· invariante, definida por la métrica
(12).

Por el teorema 3 el subespacio compuesto por punto y recta P + R,
con P rt R, tiene medida invariante respecto del grupo ST(3). Hemos
encontrado que también existe la medida invariante de este suhepacio
respecto de los subgrupos, Gt y G3 de ST(3). Entonces, por 2.1,

Teorema 10. El subespacio compuesto por punto y recta P + R, con
p rt R, tiene medida invariante respecto de los grupos ST(3), G1 cuando
O' + 13= OY respecto delgrupo G3 con métrica invariante dada por (26).

La medibilidad para subespacios compuestos por hiperplanos no indepen-
dientes respecto del grupo ST(3) no se deduce de ninguno de los teorema
de la introducción. Sin embargo, de (9), (22) Y 2.3 podemos concluir,

Teorema 11. El subespacio compuesto por pares de rectas paralelas no
tiene medida invariante repecto del grupo ST(3). Existen dos subgrupos
de ST(3) a cuatro parámetros, G1 con 20' + 13=f: O Y G3, respecto de
los cuaJes la medida in varian te está definidq. por las métricas (9) y (22),
repectivamente.

Por el teorema 4 el subespacio de patesde puntos puede tener medida
i.nvariante respecto del gr~po ST(3). Sin embargo, de (11), (16), (25) Y
2.3, podemos concluir:

Teorema 12. El subespacio de pares de puntos no admite una medida
invariante respecto del grupo ST(3). Existen tres subgrupos del grupo
5T(3) a cuatra parámetros, Gt cuando 20' +13,G2, Y G3, respecto de los
cuales el subespacio de pares de rectas tiene medida invariante definidas
por las métricas (11), (16) Y (25) respectivamente.

Por el teorema 5 el subespacio de pares de rectas puede tener medida
invariante respecto del grupo ST(3). Por (9), (24), (31) Y 2.3 podemos
concluir:



Teorema 13. El subespa.cio de pares de rectas no tiene medida inva-
riante respecto del grupo ST(3). Existen tres subgrupos del grupo ST(3)
a cuatro parámetros, G¡ cuando f3 :f: a :f: O, G3 y G4, respecto de los
cuales el espacio de pares de rectas admite medida invariante definida
por las métricas (10), (24) Y (31), respectivamente.
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