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Resumen

Se define la serie de Taylor de un k—-algebra A no necesariamente
conmutativa y se usa para ca.lcula.r la homologia y la cohomologia
de Hochschild de algebra tensorial de un k-médulo libre de di-
mensién finita (k es un anillo conmutativo con unidad). Se define

ademds ciertas derivaciones y para ellas se establece el isomorfismo
Deri(A, M)~ Homa(Q2( A | k), M).

1. La serie de Taylor

El propdsito de esta seccion es definir la serie de Taylor y extender algu-
nas de las propiedades estudiadas en [3] al caso de ilgebras no necesa-
riamente conmutativas. En adelante, salvo que se advierta lo contrario,
los anillos considerados no son conmutativos ni tienen elemento unidad.
Sin embargo, los médulos sobre anillos con unidad son unitarios, ademas,
los homomorfismos de tales anillos respetan el elemento unidad. En lo
posible mantenemos la notacién de [3].

*Profesor del Departamento Matematicas y Estadmtlca, Umversldad Nacional de
Colombia, Bogota.
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Sea k un anillo conmutativo con unidad y A una k-dlgebra con elemento
unidad. denotamos por A° el dlgebra envolvente de A, i.e., A° = - AQr AP
consideramos sobre A una estructura natural de A°*-médulos a 1zqu1erda
dada por el producto (a ® b) - z = azb, a,b,z € A. La multiplicacién =
definida por
A 5 A

‘ . a®b — ab
es un homomorﬁsmo de A*-médulos a 1zqu1erda con nicleo denotado
por I. En lo que sigue también serd itil considerar las estructuras de
A-médulos a izquierda sobre A° y A, donde esta iltima es inducida por
el k-homomorfismo de ilgebras A — A*, a—a®1, a € A.

Lema 1. Sean A e I como antes. Entonces

(1) I como A-médulo ( y por-tanto, como A°~médulo) estd generado por
los elementos de la forma1® ¢t —z® 1, z € A.

(ii) Si A es libre dobre k con base X = .{1,i;}i€., , entonces I es libre
sobre A con base X' = {1 ®a; —z; ® 1};¢; -

(iii) Si {Z;},c; es un conjunto de generadores de A como k-dlgebra,
entonces cada elemento de I es una A-combinacién lineal de po-
tencias de elementos de {1® Z; — Z; ® 1},¢; -

Demostracmn .
(i) Sean E a; @b, €1 entonces Z a;b; = 0 y

i=1l t=1

Saoh Z(a,®b)(1®b—b @)=Y a(l8b—beL).

=1 =1 =1
(ii) Veamos 1n1c1almente que A° és libre sobre A con base X "={1®1,
1 ® z;}ier- Sea 2 a; @b € A% entonc& Z a; ®b = E a;(1 ®b);

expresando a b; como una k—combinacién de elemeutos de X se obtiene
que X" genera a A° sobre A. Sean ao,...,a8, € A'y consideremos una
combinacién lineal nula con elementos de X", ao(1®1)+a;,(101)+-- -+
a,(1®1) = 0; cada elememto q; puede expresarse como una c_ombiha.cién
lineal de elementos de X, a; = ag; + @37} +- - - + amiTh,, aji € k. Puesto
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que X ® X = {.7:'®y T,y € X} es una k base de A°, entonces a;; = 0
paracadaty j, i.e, a; =0 para cada i. Esto completa la prueba de que

X" es una A-base de Ae.

Razonando como en (1) y teniendo en cuenta que X genera a A, se obtiene
que X' genera a I. Consideremos ahora una combinacién lineal nula
de elementos de X’ con coeficientes de A, ¢;(1® 2, — 2, @ 1) +--- +
an (1 ® Tn — Zn ® 1) = 0. Entonces, a,(1®21)+- - -+ a.(1 @z,) — (a12; +
‘+a,z,)(1 ® 1) =0, pero como x” es una base de ‘A, entonces a; = 0
paral <:<n.
(iii) Para cada z € A definimos T(z) =1 ® z — z ® 1, y obtenemos una
funcién T de A en I. Notese que T es k-lineal y cumple las siguientes
condiciones:

T(a-1) = 0, ack (1)
T(zy) = zT(y)+yT(z) +T(y)T(z), z,y€ A (2)

La afirmacion (iii) es ahora consecuencia directa de (2); esto completa la
prueba del lema. O

- Las ideas expuestas en la prueba, del lema antenor conducen a la s1gu1ente
definicidn.

Definicién 2. seak un anillo conmutativo con unidad y A una k-3lgebra
con unidad. Supdngase que B es un anillo con estructura de médulo a
izquierda sobre A. Una aplicacién k-lineal F : A — B es una k-serie de
Taylor con valores en B si F' cumple las condiciones (1) y (2) del lema 1.

Teorema 3. La Funcién T definida en la pryeba del lema 1 es una k
serie de Taylor con valores en I. Ademds , si F : A — B es una k-serie d¢
Taylor con valores en B, entonces existe una tnica funcién F* : [ — }
tal que

(i) F* es un homomorfismo de A-médulos.

(ii) F* es un Z (A)-homomorfismo de dlgebras (Z(A) denota el centr.
del anillo A).

(iii) F*oT = F.
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Demostracién. La funcién F' : A — B definida por F'(a,b) = aF(b) es
bilineal y k-balanceada; se induce entonces una funcién F*: AQ A — B
definida por F*(a ® b) = aF(b), que es un A-homomorfismo de médulos;
la restriccién de F* a I la denotamos también por F**; para cada z en A
se tiene, F* o T(z) = F*(1®z — 2 ® 1) & F(z)T, ya que F(1) = 0. F*
es tnica ya que I como A-médulo esta generado por los elementos de la
forma T(z), ¢ € A. Sélo resta probar que F* es un Z (A)—homomorﬁsmo
de algebras. Como F* es Z (A)—lmeal ba.sta. demosta.r que

F* (T (z) T(y)) F* (T(x)) F* (T(y)) , z,y € A. .
Frleyz—y®z—zQy+ry®1)

F(zy) — yF(z) — zF(y)

yF(z) + zF(y) + F(z)F(y) — yF(z) — aF(y)
F(z)F(y)

F*(T(z)) F*(T(y)). O

il

Mediante computacién directa se obtiene la siguiente propiedad.

Lema 4. Sean A, B y k como antes. Supérigase que A como k -mddulo
estd generado por {zi};cy, y sea F : A — B un aphcac:on k-lineal. F
es una k-serie de Taylor con valores en B si y solo si. F' cumple (1), y ( 2)
se cumple para cada par de generadores z;, ;.

La férmula (2) admite la siguiente generalizacién a varios érminos: Para
cada n > 1 y cualesquiera elementos zo,...,Z, € A se tiene

T(.’to )= o , / \
Z( D+ Y a2 T(wer T R
=1 << Ji : v - el e e
3)

+T(2a) - - - T(2o),

donde el simbolo A indica supresién del término correspondiente. La

prueba de (3) se hace por mduccnon sobre n y medlante aplicacion de
(2). En efecto,

T($n+1)T(xn) T(:L'O) =
- [T(a,l zn)
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| i R e ‘ . A A ‘
=2 (=1 X mye Tz 35, - T, "'MH)J T(zo)
i=1 WS T S
= T(.’l‘] o ~x,,+1.)T(xo)
) n . . [ . A ; A
“X DM Sz zaTlae & o & e 2w Tlo)
i=1 A< g
= T(zo-* Tns1) = 20T (Z1+** Tny1) ~ 1 -+ Zn1 T(20)
n
G Yk ;z:rvxﬁ"'aal{]Kxb".iﬁ’ﬁ'iﬁ'{'xn+l)
=1 ]l< <J| ’ ) ‘ ’ .
— zoT(z; - - 5:‘, .z-J‘ vxn+1) - - i’n c&j, o Tap1 T(z0)}
T(xo Tap) L |
—Z( IDIAEEED SN PRERE T 4 € TUDY-TRPLE DRRRF ey

J1< <]C

e1

+ [+ % 1') 1+ Tap1 T(Zo)
(E( : jlz;q.- TR
= T(‘TO zn+l) .

EDNCRILED DRSPS ACASSE SN S

=1 1< <J.)
ya que
E( 1)‘“ pD 1:(,,1,)2( 1)1—( “H+ (=N =0.
=1 CR<e<g oy

2. Derivaciones

-En esta seccion definimos y estudiamos ciertas derivaciones y se establece,
al igual que en el caso clisico, su relacién con los médulos. de diferen-
ciales. Sea k un anillo conmutativo con unidad, A una algebra con unidad
(no nesesariamente conmutatlva) y M un A-médulo a izquierda; una
derivacién de A en M es una funcién aditiva d : A — M que cumple las
siguientes condiciones: :

dzy) = zd(z)+yd(z), z,yec A (4
dla-1) = 0, ack (5)
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De (4) y (5) resulta que d es k-lineal. El conjunto de derivadas de A en

M se denota por Der (A, M) y tiene una estructura natural de grupo
abeliano. De otro lado, sea Q(A | k) el A-médulo cociente I / I,
donde I es el ideal izquierdo definido en la seccién anterior e I(?) es el
A-submédulo de I generado por los elementos de la forma T'(z)T(y),
z,y € A. Se tiene el siguiente isomorfismo de grupos abelianos.

Teorema 5. Der, (A, M) = Hom, (22(A L&), M).

Demostracién. Dada una derivacién d € Der (A, M), se induce una
funcién bilineal y k-balanceada de AzA en M que a (z,y) € A asigna
z dy; con esta funcién se construye un A-homomorfismo de médulos
izquierdos d : A ® A — M, dado por d(z ®y) = z dy. Denotamos
también por d la restriccién de d a I. Nétese que d (1(2)) = 0; se in-
duce entonces un A-homomorfismo d: Q(A| k) — M, d (T®y) =
zdy, TQy = zQuyu+I1®, z®y € I Obsérvese que la aplicacion
T:A—> Q(A| k) dada por T(z) = T (z).es una derivacién de A en
Q(A|k)y ademas d =d oT. , '

La discusién anterior permite definir una aplicacion

a: Der(A,M) — Homy (R(A|K),M)
d — d .

Ficilmente se prueba que o es un homomorfismo de grupos. De manera
reciproca, si h es un A-homomorfismo de (A | k) en M, entonces hoT
es un derivacién de A en M. En efecto, si -y € A, entonces hoT (zy) =

h (2T (y) +yT (z)) = zho T (y) + yh o T(z). Se induce una funcién
B : Homy (R (A | k), M) — Deri (A, M) dada por B(h) = hoT y tal
que B o a = 1. Para completar la prueba del teorema debemos mostrar
que Boa = 1. Sea h € Homs{(Q(A | k), M) y z ® y € I; entonces
hoT (Z&7) 2z (hoT)y=h(cT(y)) =h(zBy), yd quezy®@1 =0;

esto muestra que hoT= h, i. e., @ o B(h) =_h.

De la prueba anterior se obtiene de manera directa la sigirienté propiedad
universal de Q2 (A | k).
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Corolario ‘6. Pa‘ra cada A-médulo lzqmerdo M y cada denvacwn d de
A en M existe un unico A~homomorfismo d: (A | k) — M tal que

d= d T
- Obséi'vaci6n 7.

(1) SiA es una k—algebra conmutatxva entonces 1 = I2 y el isomor-
7 ﬁsmo del Teorema 2 es un A—1somorﬁsmo El A—modulo O (A|k)
~ se conoce como eI modulo de dzfenenczales de A sobre k (ver por

ejemplo. 2] ).

(i1) Sead : A — M una derivacion y sean z,y,2 elementos de A. En-
tonces d (z (yz)) = d((zy) z) , de donde se obtiene la siguiente igual-
dad: ‘ - ' '

(22 —z2)dy + (2y —yz)dz = 0. - (6)

De otra parte, para la serie de Taylo; T se tiene también qﬁe T (z(yz)) =
T ((zy) z); desarrollando ambos miembros de esta igualdad encontramos
que '

(22 — 22)T(y) + (zy — y2)T(z) + [(T(2)z — =T(2))T(y)
+(T(Z)y yT(2))T(z)] =
= (2 4 T(eWeT(y) + (2 + T(2)yT(z) — 2(z + T(z )T(y)
—y(z + T(2))T ()
= [(1®x)(z@1)—(z®1)(1 ®2)|T(y) + [(1 ®z)(y®1)
(e N1e® 2)|T(2)
PSRN ,

Nétese que la expresién del corchete [] estd en I®: En efecto, puesto
que zT (2) T (y), yT (2)T (z) € I'9, basta observar que

T (2)zT (y) + T(2)yT (z) =
= T(2)[T(zy) - T(y)T(z))
T(z)T(zy) — T(2)T(y)T(z)
= T(2)T(zy) - {T(yZ) —yT(z) - T(y)}T(z) € 1),
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3. Homologia y Cohomologia de Hochschild del Al-
gebra Tensorial

El propésito de esta seccién es calcular la homologia, la cohomologia de
Hochschild del algebra tensorial de un médulo libre de dunensnon ﬁmta.
mediante el uso de la serie de Taylor no conmutativa. Para comen-
zar recordaremos la definicién de homologla .y la de cohomologia de
Hochschild de una k-lgebra asoci“atWa. A con “unidad’ (como siempre k
denota un anillo conmutativo con umdad) Pa.ra cada n > 1 denotamos
" por A®"el producto tensorial sobre k de las n copias de A y por A° el
3lgebra envolvente de A; A®"tiene una estructura natural de A°*~médulo
a izquierda, dada: por

(a'®b)‘-(a1®---®a,,)=aa;®¥--®anb. (7)

Para n = 1 el producto en (7) coincide con el definido en la primera
seccién. Para cada n > 1 la funcién dada por

B oo 48 Y | -

n-1
ao ® - ®an — Y (- 1) @ ® ;i1 @ an
i=0" :

{ -

es un morfismo de A*-mg@dules; ademas, (U ) = 0, con lo cual se obtiene
el complejo

AT LA L Ldea A @)

(8) es aciclico, ya que tiene una retraccién homotépica definida para cada
n > 1 por
: IS €t "AQ” [ —— !A@”-“ L

- z + 1Qx;

Tensorizando (AQ', b’) por un A°-modulo derecho M se obtiene el com-
plejo , -

. leb M® A@ﬁﬂ 19 M ®Ae A®" 188 1%
1O MR AR A, M@, A,
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el cual puede ser presentado en la forma simplificada (9) mediante las
identificaciones dadas por el diagrama (10):

M@ AT M AT L B ML A M (9)

M @p A®™ 25T MLl
B I (o)
M @, A®" Y M @, A®" '

donde b = a,_1 0 (1®¥) o ;! y el isomorfismo a, viene dado por
a,(MmR1®a;® - ® 6, Q1)=ma; ®-- - ®a, (para definir a, basta
hacerlo sobre los elementos dela formam®@1Q@z®1, z € A™; en efecto,
MR Q- Qe ®ant1 =Mm(a @ an41)O1Q 61 ®---Qa, ®1). Nitese

que b esta dado por ,
‘b(mf®a1 Q- an) = “
= m(a1®l)®a2 ®an
+Z( 1)} m®a1® ®a$a.+1®--®an (1)

=1
F(-1)"m(10a:)®ai® - Qan_,.
En efecto, ’
m®a; ®-- ®an)- : ;-
= ap-10(1 ®b)(1®m®a1® ‘Qa, Q1)
i (mOV(1®a @ - Qa,®1))
= e (m ® [(al ®a;® - ®‘ an ® 1)‘
+( 1)"1®a1®az® ®a,._1®an

-+Z 1)1®a1®*- ®a,~a;+1®---an®1])

=1
= a,.-;(m(al®.1)‘:®(1®an’®---®'an®l))-v v
+(~-Dan-1(m(19a1)®1 Qa1 ® - ®a,-1 ®1)

=1

L n~-1 .e S ‘ i ’
+0n-y (Z(—I)‘m ®lRe® e ® - Qa.® 1)
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= m(al & 1) X a3;® e Ray
n-1

+E( 1)m®a1® ®aa,+1® @ an
+(- 1)" M(1®an)®a1® @ dpur-

Tomando en (9) M .= A se obtiene el complejo de Hochschild de A que se
denota por (A ® A% b) : su homologla se conoce como la Homologia de

‘Hochschild de Ay se denota por HH, (A). En esta situacién, b se calcula
por

b(ao®a; ®-®a,) -
n—1

= E( 1)%@’ “BiGi41 Q- B an

=1

(12)
+(-1)" anao®a1®---®an-l :

(La estructura de A como A°~-médulo a derecha esta dada por r (a ® b) =
bza). Nétese que si A es k—proyectivo entonces A ® A®" ® A es A°-
proyectivo, con lo cual HH, (A) = Tor? (4, A).

Supongamos ahora que M es un A°~médulo a izquierda; aplicando Hom ae(
M) a (A®", V) se obtiene la cocadena compleja :

)

Homue (A ® A, M) "™ Homy(A® A ® 4, M) Fm&M)
Hoxg(_b';M) L Hoxi(_b_‘M) HomAe(A®" M) Hom_(b_;M) X o (13)

Hom,e(A8™, M) "¢0M)

Podemos utilizar una identificacién similar a (10) y presentar la cocadena
anterior en una forma mads sencilla:

Hom 4. (A®"‘H M ) Homs (6. M) HomAe AW+2 M )
ﬂn_’il‘“"' B g,
Hom, (AW-’,M) R Hgﬁlk (AQ”, M) .

El isomorfismo 3, esta definido de tal forfha quesi f € Home. (A®"+2 M )
Ya1Q: - ®an € A entonces fu(f)(a1 ® - Qa) = f(1Qa -
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®a, @ 1) (Si te Hom#(A‘@na.M):y‘ 4R QR Qany; € A®™*? on.
tonces 87! (t) (a0 ® a1 ® - Q@ an ® any1) = (ag @ i)t (a1 ® - @ ay)
); h esta entonces deﬁmdo como h = S, o Hom (¥, M) ﬂ;—ll;:si g€

Hom;c (A® M ) y @& ® ® a, E A , entonoes

h(g) (a: ®a») =
(a1®1)g(a2® ®an)

n-1

+Z(—’1) y(a1® - ®'6idi41 ® -+~ ay) (14)

i=1
+(-D)*(1 ®an)9(01® ®an—1)

La cocadena compleja (13) toma la forma

M- Homk(A My Homy (A®"™" . M)

L, Homy (A® M) LI (15)

Para M = A la homologia de (3.9) se conoce como la cohomologzd de
Hochschild de A y se denota por HH"(A) En este caso (14) toma la
forma : .

h(9) (@ @ ®an) =

'n—l

= 019(02® ®an)+2( 1) g(“l@ ®aa.+1® ®an)
: RN 3 S
' ~(16)
+(-1)"g9(a1 ®--- Q@ an-1)a, . v
Nétese que si A es k—-p"fbyectivo,“ HH* (A) = Ext}. (A, A).

Pasamos ahora a calcular la homologia y cohomologia de Hochschild del
algebra tensorial de un k~médulo libre V con base finita X = {z1,...,2a}.

El algebra tensorial de V sera de*netada por T(V).si Iy T son como en
la primera seccién, entonces se t)ene el siguiente lema preliminar:

Lema 8.

(i) {T(2:)"} es una T (V)*-base de I:
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(ii) {T(z.-)}:;l es un conjunto de generadores de Q (T (V)| k) como
T (V)-médulo.

Demostracién. .

(i) Veamos inicialmente que los elementos T (z,),...,T (x,) generan
a I como T(V)*-médulo. Sea T a; @ b; € I; entonces Y a; ® b; =
> (a; ® b;) (T (b)), y la prueba se reduce a mostrar que cada elemento
de la forma T (b), b € T(V), es una T (V)°-combinacién lineal de los
elementos de T (z;),...,T (). puesto que T es lineal, podemos asumir
que b es un monomio de T (V), digamos b = u, - - - u,,, u; € V; aplicando
(2) e induccién encontramos que T (b) es una T'(V)°~combinacién lineal
de los elementos T (u1),...,T (u,). Finalmente, podemos expresar cada
u; como una k-linealidad de T.

Supdngase ahora que

h Iy _
(Z a; ® bli) T(l’]) + - “1“*‘; (Z Ay ® bm') T(zn) =0 )

=1 =1

con aj;, b;; € T(V). De aqui resulta

Il in
Y auri @b+ + Y Gnitn @ by =

i1='-1 ilr'-‘l ‘ ) : (17)
Zaul‘l ® by, +°--+Ean.‘®-‘vubni :
i=1

Expresando cada a;; como suma asoendente de sus componentes ho-
mogéneas se tiene

wy t(1,h1) |
(Z m( )) ® z1by1 + - + ( 3 m{! M) ®$1bul +-4+

1=0 =0

t(n,1) t(n,ls)
Z m(n.l) ®zu 1 + + ( Z m(’?-‘n) ®znbnl,.

=0 =0 -

wy :(; ) (18)
'ZmS'))$1®bll+"'+( SU:) Tighy, +---+ '
=0

t(n,1)

1=0

t(n An)
mS"'”) e @b+ | 3 mi ln)) bt



Escogemos la componente homogénea de ma?'or grado; sin pérdida de
generalidad podemos asumir que ésta es mt(n 1,)- Podemos agrupar los
términos de miembro derecho de la igualdad anterior que contieneti z,, y
obtener

M n ® by + -+ + Ml 2, @ b, =
(Gl @ bu 4+ + mﬁ?,f?,’) ®bu) (2 ®1) = 0.

Desarrollando cada componente m en términos de la base Tyyenn, Ty
podemos concluir que

5;‘,,‘,’, @bu -+ mf;‘,;‘;',,, ® b,.z.. =0.
Utilizando esta conclusnon podemos sxmpllﬁcar (18) y repetlr el proceso.

Al cabo de un nimero finito de pasos se encuentra que E a;; ®b; =0

para cada 1 < j < n, lo cual queriamos demostrar. -
(ii) Puesto que T (z) T (y) = 0 pafa cada z, y € T (V), podemos adop-
tar la prueba de la primera parte de (i) y concluir que los elememtos
T (z1),...,T (xn) generan Q(T (V) | k) como T (V)-médulo. O

Teorema 9. Sea T (V) el dlgebra tensorial de un k-médulo libre V con

base finita X = {z1,...,2,}. Entonces
O R L N
HEAT) =4 {np0) € TP [z(x.p. pr) =0}, sir=t,
=1 o

0, sir>2,
(ii) L |

k, _ sir=0,
HH(T(V)) ={ T(V)*/{(az, — n1a,...,az, —z,a) |a € A}, sir=1,

0, U sir > 2.
Demostracién.

(i) Segin la hipétesis, HH (T (V)) = TorT(V)e (T (V) T(V)); por lo
tanto basta considerar la siguieiite resolucién T' (V)*~proyectiva de T (V):

0— F T (VY 2 T(V) —0, (19)
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donde F es un T (V) -médulo libre con base {e;,....e,}, by(€) =
T(r;). 1 <1< n.yb esel producto. La exactitud de (19) es conse-
cuencia del lema 4 (i). Tensoriazando (19) a izquierda por T (V') resulta

0—T(V)" T(V)—0,

donde b(py,...,pn) = f: (z;pi — pizs), i €T(V), 1 <i<n.

Claramente Im(b) = [T(V), X] = k-médulo generado por los elementos
de la forma [a,z], a € T(V), ¢ € X (nétese que b no es en general
un T(V)-homomorfismo). Veamos que [T(V), X] = [T(V),T(V)}. En
efecto, en vista de la k-lineal de [ , ] y mediante induccién cualquier
conmutador [p, q], p,q € T(V), puede reducirse a uno de la forma [p, zz'],
r,r’ € X. Pero [p,zz'] = [pz,2'] + [z'p,z] € [T(V), X]. Lo anterior
muestra que HHo(T(V)) = T(V)/[T(V),T(V)=k[z1,-..,zs]. De otra
parte, HH(T(V)) = ker(b) = {(p1y-..,Pn) | Z:(:c,-p,- — p;z;) = 0,} Esto
comprueba la prueba de (i). _

(i1) Puesto que T'(V') es proyectivo sobre k, HH*(T(V)) = ExtT(V)e(
T(V),T(V)). Aplicamos entonces Homrv)( , T(V)¢) a (19) y obtenemos

0 — T(V) ——f V)" —0,
donde ¥a) = (az; — 2;a,...,az, — zaa), a € T(V). Asi, HHO(T(V)) =

ker(b) = k; HHY(T(V)) = T(V)"/Im(b), con Im(b) = {(azy — 714,
:c,,a) |laeT(V)} ,

Esto completa la prueba. del teorema 9.0

Observacién 10. Ndtese que los cilculos realizados en el teorema 9 co-
inciden con los que ya se conocian en la literatura clésica, [1].
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