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Resumen ,

Se presenta el Método de Regularizacién por Convolucién ( Molli-
fication) como procedimiento para regularizar problemas inversos,
y se discute su aplicacién a un"problema unidimensional que con-
siste en la estimacién de un coeficiente de difusién en una ecuacién
parabélica lineal. La implementacién de la regularizacién por con-
volucién se hace por medio de esquemas estables de diferencias
finitas con sentido de marcha en la direccién del espacio. Algunos
ejemplos numéricos ilustran las propiedades del método.

1. Introduccion

El presente trabajo esta basado en el articulo [4] que el autor escribié en
conjunto con D. Murio. Presenta una modificacién al método de regulari-
zacion hiperbélica utilizado por Ewing y Lin en [2], que lo hace realista y
general. La modificacidn consiste en la combinacién de la regularizacién
de Ewing y Lin con el Método de Regularizacién por Convolucién. El
resultado es que todos los datos del problema pueden admitirse conta-
minados por algin error de medicién y no solamente los de las fronteras,
como es el caso en [2].

*Investigacién apoyada parcialmente por Colciencias.
'Departamento de Matematicas, Universidad Nacional de Colombia, Medellin.
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Problemas como el estudiado aqui son modelo para problemas comple-
jos que surgen naturalmente en varias disciplinas cientificas, como en
el estudio de la conduccién de calor o en el estudiodel flujo en medios
porosos, etc. El dltimo de los temas tiene aplicaciones a la explotac1on de
petréleo y al estudio de reservas de aguas subterrineas. Para una visién
general sobre las matematicas en la simulacién y explotacion de reservas
petroleras, recomendamos el libro {1] editado por Ewing.

El trabajo comprende cuatro partes, asi: chula.nzaaon hlperbohca,
Método de Regularizacién por Convolucién; Combinacion de los dos an-
teriores; Observaciones finales.

2. Identificacién porvi'egularizﬁaci(m hiperbélica

En [2] Ewing y Lin proponen una estabilizacién por perturbacxon singular
para resolver el siguiente problema i inverso:

Identificar el coeficiente a(z), 0 <z<l,en ) k

1&;@%ﬁ+f@JL‘0<x<1;O<L

u(,0) = g(z), - 0<z<], (1)
u(0,2) = H(t), o<t |
up(0,8) = 6(t), ‘_,,0f<.t-v o

La estabilizacién, llamada por los autores Regularizacion Hiperbdlica,
consiste en cambiar el problema parabélico (1) por el siguiente problema
hiperbolico:

Identificar el coeficiente a(z), 0 <z <1, en

C Yuy + u = (aug), + f(=,t), S 0<z<l, 0<t,
- u(z,0) = g(z), - - o0z <, -
w0, ) =w%), -0t , (2)
U (0,8) =9(2), 0<t,

u(z,0) = (a(2)elz, 0): + (e, 0), <z <l,

donde v, el pa.ra.metro de regula.nzacnon, es una constante positiva.

La estrategia para la solucién consiste en un proceso de marcha en la
direccién de la variable espacial r basado en un esquema explicito de
diferencias finitas para el problema (2). Mis precisamente:
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Sean M y N enteros positivds, h"=‘%‘, k= ]%,'xj =jh,3 =0,1,..,. M,
»n =nk,n =0,1,.., L, donde L depende de h y k en una forma que se
explicara posteriormente. Para n > 0, denotamos

f7 = f(ih,nk), g;=g(ih) ¥ @y - a((i+3)h) -

Ademas, denotamos por Ul y A; i+l las variables discretas del método
numeérico. Sus valores 1n1c1a.les para todo n> O son:

UO C == (nk),
Ut = ¢(nk)+h¢("k)’ :
v A% = al’ | ’
A% = - g1 {A’ (91 — g°)+h2 (-L:ﬂ_fo)}

El esquema de marcha en la direccién de la variable espacial lo definen
“las siguientes ecuaciones, en las cuales j > 1:

Upyy = Up+ gty {A__(U —U")

v | (3)
Uﬂ+l_ Un U'_I—l . U(l+1_:_Un—-l
it (IR 1 g )
A_j+1+§ = m {Aj+§b(95+li"‘gj)
(4)

2 (Yig1-9i41° £
(R = )}
Dos observaciones deben tenerse en cuenta para el anilisis de este es-
quema: '

1. Para garantizar la estabilidad y convergencia del método numérico
- se requiere conocer la condicién inicial en tiempo, g(z), de forma
exacta, y. ademas.se necesita que haya constantes dy y d, tales que

0<do<|g'(z)] <d paratodoze€l0,1].
2. El analisis del método en [2] muestra que la regularizacién hiper-

bélica restaura la continuidad con respecto a perturbaaones en las
condiciones de borde.
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Un ejemplo puede ser util en este momento.

Ejemplo 1. (Ewing y Lin, (2]). Identificar a(z) en

uy = (auy), — (22 + 2z)exp(z +t), 0<z <1, 0<{,

u(z,0) = exp(z), 0<z <1, (5)
u(0,t) = exp(t), 0<t,
uz(0,t) = exp(t), . 0<t.

Las soluciones exactas son a(z) = 1+ 2? y u(z,t) =exp(z+1).

La Tabla 1 relaciona el maximo nivel de error permitido en los datos
de frontera, ¢, el maximo nivel de error en 1la condicién inicial, €, el
parametro de regularizacién, v y la norma discreta del error en el coefi-
ciente calculado, definida por

1 M2 2 :
A4l = [ﬁ X [essy -Aml} : -
>

€ €1 X |AAl;
0.0000 0.0000 0.0550 } 0.0032
0.0030 0.0000 0.1000 | 0.0612
0.0050 0.0000 0.1000 | 0.1470
0:0030 0.0000 0.1500 | 0.0252 |
0.0050 0.0000 0.1500 | 0.0494
0.0000 0.0020 0.1500 ; 0.3221
0.0000 0.0020 0.1800 | 0.3592
0.0030 0.0030 0.1500 | 1.0047

Tabla 1: Norma del Error en Ejemplo 1.

Los datos iniciales con error, para efectos de la experimentacion, se ob-
tienen asi: gm(Z;) = g;j + ¢; donde ¢; es una variable aleatoria con
distribucién normal de varianza o? = €}. Similarmente para simular los
datos de frontera con error.

Puede verse que la presencia de error en la condicién inicial, es decir,
€ > 0, es sencillamente inadmisible. Se observa también que la regulari-
zacién es efectiva cuando se ‘presentan perturbacnones en las cond1c1ones
de borde solamente, o sea cuando ¢ >0y ¢, = 0.
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La Figura 1 corresponde a la primera fila de la Tabla 1. .La Figura 2
reporta la calidad de la identificacién que se obtiene cuando hay errores
en los datos de la frontera activa. En ambas figuras, M = N = 200. i

2.004

e s o m—
‘0.4 0.60  ©.00 1.00
Valor de X

Flgura 1: Coeﬁcxente reconstruido a(z) en Eiemplo 1. Regulanzacmn
l'nperbohca Exacta (% * *) y Calculada (__)

C z.205%

2.80

.20 0.4 0.0 @60 o8
Velor de X

Figura 2: Coeficiente reconstruido a(z) en Ejemplo 1. Regularlzaclon
hiperbdlica: Exacta (* * *) y Calculada (._)

La pregunta es: ;Serd posible modificar este método de manera que tam-
bién restaure la continuidad con respecto a perturbaciones en la condicién
inicial g(z)? La respuesta es afirmativa y sera explicada en las proximas

secciones.
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3. Regularizacién por convolucién
Sea o - *

(t) = 1 ex __ti
ps - 6‘]’ %_ P 62 .
La 6—Regularizacién de una funcién f , cuyo cuadrado es integrable, esta
dada por la convolucién ‘

Jsf(0) = (ps s )& = [ palt = 5)f(s)ds,

y satisface los siguientes estimados:
Proposicién 1.

a. Si f(t) € C*(I), I intervalo en R, entonces existe una constante C
independiente de 8 tal que ‘

1Jsf = flooy SC8 v |Jaf = f],,, S C8

b. Si fm(t) € C°U) y ||f = fmlleos < €, entonces

Wsf — Jsfmlloo g S €

169 ~ st < (22)

ol m

Demostracién. Ver [5)].

4. Regularizacién hiperbélica y regularizacién por
convolucién

En esta seccién proponemos una situacion mas realista que fue discutida
ampliamente por Mejfa y Murio en [4]. Suporemos que para resolver (1)
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solo conocemos funciones continuas g, (), Ym(t) y ém(t) y una tolerancia
positiva € que cumplen

lg—9mlle <& ¥ —¥mlle<e vy l¢—dmllc <€

El problema estabilizado se obtiene por combinacion de la regularizacion
hiperbdlica y el método de regularizacion por convolucion. Es el siguiente:

Identificar a(z),0 <z <1, en

Yugp + u = (au,),+f(:c t), 0<z<l, 0<t,

u(z,0) = Jsgm(z), 0<z<]l,

u(oit) = J&d’m(t)’ ] 0< t (7)
uz(0,8) = Jsém(t), ' 0<t,

us(z,0) = (a(x)Jsg,,(x))x + f(a:,O), 0<z< 1,‘

donde § es el radio de regularizacién por convolucion, Jsg.(z) es la re-
gularizacion por convolucién en z de gm(z), y Jstom(t) y Jsém(t) son las
regularizaciones en t de ¥, (t) y ¢m(t) respectivamente.

4.1. El esquema explicito de marcha

Sean M, N,h,k, fP,g; y @;41 como en la seccion 2. Denotamos v(z,t) =
uz(z,t) y wiz, t) = yu(z, t) Para 1 n20, ha.cemos

G; = Jsgm(jh), — 520,
u} = u(jh,nk), :

v;'..'.;. = v((] + g)h nk)a ] 2 1
w? = w(jh,nk), j21

Las variables del método numérico, U7, VJ'_‘F 3 WryA,, }» son funciones
discretas definidas en la subdivisién con parametros h y k. Sus valores
iniciales se definen para todo n, pues el sentido de la marcha es en la
direccion del eje z. Estos valores son::

Up = Jstm(nk),
V; = J6¢m(nk)’
We = 1(Js¥m)(nk),
Ay = a(lh),

Ul = U +hV.
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El esquema explicito de marcha esta dado por las siguientes ecuaciones:

n

to= Ur+aks {A__(U - U,

' | (8)
gyl n n-—1 n4l n—1"
R (e e f")}

AJ""""% = GJ+2-GJ+1 {AJ"';‘ (Gi+1 —G;j )

(9)
Ul -G, '
+h? ("*lk—’ﬂ - f:pn)}
las cuales, en términos de las otras variables, son:
) _

J+1+4 '11+1‘Aj+§v"ll n rn )
LA ; ‘ . = (ngll pVj+1)'|'jy‘ j+1_f;+l (10)

1(Gjs2 = Gip1) — A; G+1 G)
Aj143(G; j - i+ G =1 = e (1)

Los calculos se hacen en una regién triangular en el plano (z,t). Si se
dispone de una cantidad suficiente L + 1 de valores para los datos de
frontera en z = 0, se pueden aproximar no solo el coeficiente a, sino
también la solucién u de la ecuacién diferencial en (1) y sus derivadas
con respecto a r y't para0 < z <1y 0 <t < T. Suponemos entonces
que (L + 1)k = T, donde 7 es una constante.

4.2. Anadlisis de error

Ahora presentamos el principal estimado de estabilidad del articulo de
Ewing y Lin para el problema con regularizacién hiperbdlica y regulari-
zacién por convolucién. Debe anotarse que ahora también se restaura la
continuidad con respecto a los datos iniciales para t = 0. Empezamos
con la definicién de las funciones de error

AV = Yy~ Vip
AW}‘ = wj— W{,‘-"?
DAj L = a3 - Ay,

y con las suposiciones que son necesarias para el analisis.
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Suposicién 2. g(z) € C?*([0,1]) y hay constantes positivas My y M,
tales que
Mo < inf |g'(z)| < sup |¢'(z)] < My,
z€[0,1] z€fo,1

M, < inf |Js¢'(2)| £ snp |J5g’(z)] < M,,
z€lo,1) z€f0,1]

M, < inf |(Jsgm)(z)] < e I(Jsgm)'(-"-’)l < M.
z€{0,1} z€@,1]

Suposicién 3. Existen constantes positivas Mg y M; tales que
M, < mmA+1 <max i+ < M,,
max IW,"' S M.
J !

Suposicion 4. Regularidad de la solucién u del problema parabdlico

(1): u(z,t) € C*([0,1] x [0, T))

La suposicion 2 es la herramienta que nos posibilita utilizar los resultados
de [2] en este caso mds general. Las demas suposiciones, las mismas del
articulo citado, son las usuales para esta clase de problernas de identifi-
cacion.

El principal resultado esta basado en las siguientes normas:

[aviul = L—JIA |

n=1

lawt = % |Aw,-"|_,

k]

123]° = |aVis |k + 1aW;12 £+ |aa,, . (12)

La cota para el error en el siguiente teorema depende de h,k,vy y HA’"

Este 1ltimo esel erroren z =0 y es el que refleja la dependencia de € y
6 del error total. Lo consideraremos en mas detalle:

Proposicién 5.
5|2 2 2 €2\ v
|23, < |a4y|" + MeT ((6+ €+ h) +7(6+3) ) (13)
donde Mg es una constante independiente de 6,¢, y 7.
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Demostracién. La prueba es una consideracion de los dos primeros

términos del error (12) y se basa en la consistencia y la estabilidad de la
regularizacién por convolucién de los datos de frontera.

| ||Av%||‘ k+ ||AWo_u’ k-

L
= E AVl

n=1

- W'k

2
v} -V
I |

L
= X

n=1

= nél |p(nk) + O(h) — Jspm(nk)|* k

L )
+ 3 |¥/(nk) - (Js¢m)'(nk)|27k-
La Proposxcmn 1 proporc:ona los mgmentes estimados para esta suma:

HAVI || k+ ||AWo|| k

< kY (Co+e+O(R)? + 1k > (cs+7 E)2
- n=1 SR _ n=0 ‘. VxS

< KL(CS+ e+ OW +7k(L+1) (C6+ %)’

< MeT ((6+€+h)? +4(6+ £,

y de aqui se concluye (13).0

La continuidad con respecto-a los datos se presenta en el sngulente teo-
rema. : - -

Teorema 6. (Ewing y Lin [2]). Sise cumplen las Suposiciones 2-4 y h
y k satisfacen

< Mg

>

lk— < mm {Mg,M‘],_l} ) y
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para constantes no nulas M; y Mg, entonces existen constantes My y Mo
tales que

2%l
(Jak]: +Ok) + O(h) +77) (Mo + hC(h, k, ) exp(Clh, K, ),
donde C(h, k,7) = Mig(L + 1 + O(h) + O(K)).
Demostracmn ~ Ver [2]. ﬂ

Nota 1. El error " A5" no mcIuye explic:tamente una componente con
el error en U?. En la szgmente -subseccién se muestra que también es
posible aproximar a u(z,t). como lo sugiere el esquema de marcha.

4.3. Resultados nuni'érircosb Ny |

Ahora pasamos a digcutir la-implementacién del esquema propuesto. En
todos los ejemplos utilizaremos los siguientes para',metros: M=N=
200, h = k= %, z; = jh, j =0,1,..M, T =1= Mk, n =3,
L=3M,t, =nk,n=0,1,..,3M. Asi como en la seccién 2, la aproxi-
macion obtenida probablemente por una medlcmn de la condicién inicial
en tiempo se simula asi:

| g;g_u(fvj) = g(=;) + 6;'-;

donde ¢; es una variable aleatoria con distribucién normal de varianza
ol = 2. ; .
Los valores discretos de las condiciones de borde ¥m(tn) ¥y ém(tn) se
obtienen de forma similar. Utilizamos el mismo nivel maximo de error €
tanto para condiciones de borde como para la condicién inicial.

Para ilustrar la estabilidad y precisién del nuevo método numérico se usan
diferentes valores para’el nivel méximo de perturbaciones ¢, y valores
apropiados para los parametros de regularizaciéon vy y 6. Los errores en
a(z) y u(z,t) se miden con las normas discretas

i

1 Ml 2]?
|AAl, = |37 2% |04y = Ajay] (14)
J=
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M-1 M } )
|AU|, = Z 3 |u(ih, nk) - U"| , (15)
7=0 n=1
respectivamente.
El primer experimento que presentamos se realiza en el Ejemplo 1 de
la seccién 2. Las figuras 3 y 4 muestran la calidad de la aproximacién
del coeficiente a(z) y de la solucién u(z,t) de la ecuacion diferencial. Se
utiliza un nivel maximo de perturbacién ¢ = 0.005, tanto en condiciones
de borde como en la condicion inicial. Los parametros de regularizacion
son v = 0.1 y § = 0.03. La Tabla 2 reporta otros ensayos con el mismo
ejemplo. En todos se aprecia la estabilidad del método.

7§ |84} AT
0.000 0.050 0.000 | 0.002 0.000
0.003 0.100 0.020 | 0.058 0.014
0.005 0.100 &030 0.054- 0.014

Tabla 2: Noermas de Error en Ejemplo 1

z.oli"

3
1.001

Flgura 3: Coeﬁaente tecohstrundo a(:t) en E}emplo 1. Rzgulanzacnon
hiperbdlica y Regulanzacxon por Convolucion: Exacta (#+=*) y Calculada
(=)
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Figura 4: Error en u(z,t) en Ejemplo 1. R,égularizacién hiperbdlica y
Regularizacién por Convolucién: Exacta (» * *) y Calculada (__.)

Ejemplo 2. (Ewing y Lin, [2]). Reconstruccién de un coeficiente a(z)
que solamente es diferenciable en subintervalos.
Identificar a(z) en ‘

u = (au), + flz +1), O<z<l, 0<t,

u(z,0) =exp(z), . O<z<l, (16)
u(0,t) = exp(t), 0<t,
u-(0,t) = exp(t), 0<t,
donde , ' ’ ‘
1exp(z + 1), 0<z<y,
f(z.1) - (% +3z) exp(z+t), 3<z<},
z,t) =
(3c+3 e+, Ls<z<d,
Lexp(z + 1), i<z<l

El coeficiente exacto es la funcién

5 05:5%,

— '33—'2'9 1535'7
W=y i1 Ilcz<k
U dcact



La Tabla 3 y la Figura 5 ilustran la estabilidad y precision de la recons-

truccion de este coeficiente, que es un verdadero reto. Los parimetros

para la figura son v = 0.12, ¢ = 0.005 y § = 0.03. De nuevo hay pertur-
baciones en los datos para t = 0 y en las condiciones de borde.

€ y 8 [laAl; |AU]
0.000 0.080 0.000 | 0.004  0.000
0.003 0:120 0.030 | 0.026 0.013
0.005 0.120 0.030 | 0.029 0.017

Tabla 3: Normas de Error en Ejemplo 2.

0.90

3
0.583

O.Q-Mmmmmb
00 020 04 o o080 1.

' X - velue "

Figura 5: Coeficiente reconstruido a(z) en Ejemplo 2. Regularizacion
hiperbélica y Regularizacién por Convohicién: Exacta (»**) y Calculada

(—) |

5. Observaciones finales
La decisiva participacién del Método de Regularizacién por Convolucién

en la regularizacion del problema (1) lleva a pensar en la posibilidad de
utilizar esta técnica sin combinarla con otra para la solucion de problemas
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semejantes. A esta conclusién se llega también al revisar las distintas
aplicaciones del método a la solucién de problemas inversos. La referencia
[5] hace una resefia muy completa de dichas aplicaciones.

Nuestros resultados en esta dlreccmn son halagiiefios. Una parte de ellos
fueron reportados recxentemente en [3] y son una generalizacién de los
presentados en este articulo en varios aspectos. Nosotros resaltamos la
posibilidad de estimar la condicién inicial en tiempo y la’ p031b111da.d que
tiene el coeficiente de difusion de depender tanto de =z como de t.

El problema tratado en [3] es el siguiente: .

Identificar a(z,t), (z,t) € (0,1) x (0,1) y u(=,0), z E (0 1) en -

Sy = (au,)_., + f(a: t), (z,t) € D,

w0,y =y((), = 0<t, S

uz(0,t) = &(1), 0<t, (17)
a(zo,t) = o°(2), 0<t,

a(:z:l,t) = a‘(t) 0<t,

donde 0 < zp < 7; € 1y las func1ones d)(t) ¢(t) a°(t )y al(t) no
se conocen exactamente. En su lugar conocemos a ¥ (t), ¢m(t), 02 ()
y ol (t), las aproximaciones obtenidas por mediciones de las funciones-
dato exactas ¥(t), #(t), 6°%(t) y o'(t). Se suponen validas las siguientes
estimaciones: ([ — Ymlloos < € 16— dmllos < € ¥ 10 = Girlly < €
t = 0,1, donde € es una constante positiva.

El método numeérico que propusimos para la solucién de (17) es una im-
plementacion del Método de Regularizacion por Convolucién por medio
de un esquema explicito de diferencias finitas. El articulo [3] incluye
analisis de error y resultados numéricos que ilustran la calidad de los
resultados que se obtienen.

Nos preocupan otras generalizaciones, muy en especial el paso a dimen-
siones mas altas. El campo de las aplicaciones ofrece ademas una gran
variedad de problemas que seria bueno tratar de resolver.
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