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Una Representacion del Nimero Real

-YU TAKEUCHI*

1. Introduccién

Diariamente usamos las representaciones de los niimeros reales en el sis-
tema decimal; también se habla frecuentemente del sistema binario, o del
sistema ternario. Desde hace mas de 200 afios se conocia que un niimero
real puede ser representado por una fraccién continua simple, a pesar de
que estas iltimas se usan muy poco hoy en dia. Por ejemplo, el niimero
e — 2 en el sistema decimal es: \

e—2=0.71828..., :(s:i‘stema.' decimal);
ésto puede expresarse en el sistema binario como sigue:
e—2=0.10110.. (sistema binario).

Usando fracciones contlnua.s 81mples Euler ‘demostré la siguiente repre-
sentacion del nimero e — :

I‘IFEJF%JFJFJ[‘J!_IF%J(%I (fraccién cont.inua.)f

En el presente trabajo demostraremos que los nimeros reales pueden ser
representados por medio de sucesiones crecientes de nimeros naturales.

*Profesor Titular, Depa.rtamento de Matemat.lcas, Umversndad Nacional de Colom-
bia, Bogot4. »

139



2. Algoritmo de la representacién

Dado un nimero real a € (0,1), se definen una sucesién creciente de
nimeros naturales (n(1), n(2),n(3),...) y una sucesién decreciente de
ntdimeros positivos (a(0),a(1),a(2),a(3),...) como sigue:

e a(0) =ga;
e n(1) es el nimero natural determinado por
1 < n(1)-a(0) <1+ 4a(0) (1)
y
a(l)=n(l1)-a(0) -1 . (2)
(ver la fig. 1).
0 a 2a 3a 1 - n(l)-a
|
- %— | o # 4'*1 :’(1)4
Figura 1 -
Usando la notacién !
[---] = la parte entera de...,
((-+-)) = la parte fraccionaria de... ,
se tiene: h ,
n(l) = +1, a(1) = ((rn(1) - @)). 3
EUR P ESSEORICOR) ®
Evidentemente

n(1)22 y 0<a(l)<a(0)=a;"
ademas, se tiene que a(1) = a(0) siy sélo si
a(= a(0)) es racional y —l— eN
, a(0)

1Gegiin la notacién empleada en el libro Anadlists Matemdtz;co, de T. M. Apostol.
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o En general, se define, por induccion que

1 |
;"“‘*”4[&@5]“ W
: a(k+1) = ((n(k +1)-a(k))) =n(k+1)-a(k) -1.  (5)
Evidentemente
0 <a(k+1) < a(k);
ademas, : o
a(k+1)-a(k) mysolosx —(—%ew | | (6)

Tenemos mmedlatamente que
a=a(0) 2 a(1) > a(2) 2 a(3) 2 --- > 0.

Decimos que la sucesién (n{k); k =:1,2,3,...) es la representacién del
nimero real a, y se denotara por:

Can s (n(1),n(2),0(3),..0) - RS
Ejemplo 1.

() 3
() =[7/31+1=3, a(1)=
n(2)=[7/2]+1=4, a(2)=
n(3)={7/1]1+1=8, a@3)=

Por lo tanto se tiene la representacion del niimero 3/7 como sigue:

-

*ll"‘ *IIN ﬂlw

00 4:- oo
|

— e
i

B Il T L [T )

% : (3,4,8,,8,...).
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(ii)

a=72-. ’

n(1) =M +1=2, V)=F 2-1=v2-1,

n(?) =[] +1=3, a(2)—(\/_—1)~3—-1=3\/§—4,
n@3) =[zA5]+1=5. a3 =(3v2-4)-5-1=15v/2-21,
etc.

Asi pues, tenemos la siguiente representacién del nimero 1/ Vv2:

(2,3, 5, 5,16, 18, 78,103,179, 856, 4569, 15944,...).

(m) a = x — 3; tenemos la SIgmente representacion (fac:l de obtenerla
usando una calculadora): :

r—3 : (8,8,17,19,300,1768, 3793, 7234, 35512,...).
Podemos expresar lo anteridr en la siguiente forma:

* : 3+1(8,8,17,300,1768,3793, 7234, 35512, .. ).

3. Algunas propiedades de la representacién

Propiedad 1. Elniimero a es ractonalsiy sélo si las sucesiones (n(k); k =
1,2,3,...), (a(k); k = 1,2,3,...) son constantes a partir de algiin tér-
mino. :

Demostracién. Supongamos que @ es un numero racional, digamos
a= 2 con p,q € N, p < ¢; entonces:

a(l) = ; -n(l)—1 =1% conp €N, py <p.
Ademas, sabemos que p; = psi y sélo si 1= ﬁ eN.
1. Si i € IN, entonces se tiene:

a=a(l)=a(2)=4a(3) =
n(l) = n(2) = n(3) =
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2. Si 1 ¢IN, entonces p; < p.. Tenemos:

a@="n@)-1=7  cnp€eN p<n.
Asi sucesiva.mente, S
a(3) = q (4)—%1 ... conp€N, piEN,...

y . . . .
P2p22p3>pa2--->0.
Por lo tanto, existe algin j € N tal que

pj =Pj+1, oseaa(j)=a(j+1);
En consecuencia se debe tener que
a(j) = a(j +1) = a(j +2) =
n(j+1)=n(j+P=n([G+3)="-

Reciprocamente, supongamos que la sucesién (n(k); k = 1,2,3,...) es
constante a pa.rtlr de algin termmo, digamos

(J+1)—n(1+2)—n(1+3)

De (5) se ve que la sucesion (a(k); k=3, 3+ 1, ]+_2, ...)esuna solucidn
de la férmula lineal de recurrencia de primer orden:

a(k+1)=n(G+1)-ak)=1 (k=34 j+1,j+2...). (8

Como n(j +1) = 2, entonces la solucién de la férmula (8) diverge a +o0,

-4 excepcién del caso )
a(j) = AGED =T (9)

Por otra parte, sabemos que a(k) < 1 para todo k por lo tanto, se debe
cumplir la condicién (9), o sea que a(j) es un nimero racional. De (5)
se concluye que a = a(0) es un nimero racional.0

De (4) se observa que klim n(k) = +o0 si y sélo si klim a(k) = 0.

Ademas, como (n(k); k =1,2,3,...) es creciente, entonces si esta suce-
sién no es constante a partir de algun término, se debe tener que n(k) —
+400. Asi, de la propiedad 1 se obtiene:
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Propiedad 2. a es irractonal si y sélo si
klgg n(k) = 400 y Jim a(k) =0
Propiedad 3. Sea
T @), 8@, m k), (10)
una sucesion de mimeros,_na_tug'a.les_con

2<n(1) L n(2) <n(8) <+, «Snpn(k)»> 23 -+ (1Y)

entonces existe tinico nimero reaI a€ (0 1) tal que Ia sucesién (10) es la
representacion de a. :

Demostracién. Si laAsu,césié.nv (10) es la ‘re;‘iresent'h‘,cién de a(€ (0,1)),
entonces debe existir una sucesién (a(k); £ =0,1,2,3,...) que satisfaga
la formula lineal de recurrencia de primer orden dada en (5):

a(k+1) = n(k+1)- a(k) -1 (k=0,1,2,3,..).  (12)

Como la Sucesién (a(k); k = 0, 1,2,_3, ...) converge, y n(k + 1) > 2 para
todo k, entonces se debe tener que R
, - 1

a=a0)= kz.:n(l) ) ()’

Ahora vamos a demostrar que el nimero a dado en (1 3) es el real buscado

(1) {”?::w(z) ) n(k)}' (14)

(13)

Tenemos:

Por otra parte,

S n(l)-1 . ._
én(2)°n(3)'“n(k) -

- (1“(:53) Z{ L(k—l)’n(z)f--;n(lk*—l)yn(zkc)}'.:“
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luego

S n(l)—1 & n(k) -1
én(2)--n(3)---n(k) S:‘:‘, n(2) - n(3)---n(k)

=1,

y por lo tanto

o ‘ lrv

(n(1)-1): {2 ) n(3)---n(k)} <n(l)-1+1=n(1).

k=2
En consecuencia,

(n(1)- 1) -a < T =1

(15)

Ademds, evidentemente se tiene que a - -n(1) > 1; por lo tanto, de (15) se

obtiene

| n(l [ ] +1.
De (12) y (14) tenemos
= 1

a(1) = n(1) - a(0) — 11: kz=:2 n(2)-n(3)-- -n(k) )

Por un desarrollo igual al anterior se tiene que

IR Fol X8 3 1:

@2) = n@)-al)~1=3 o

En general, supongamos que
. = 1
a(j —1)=)_ =

Zn() nG+ 1) n(k)’

entonces se demuestra, por un desarrollo igual al anterior, que

. 1
9, L(J - 1)“ +h
a(j) = n(j)-a(j-1)-1

had 1

= X GG
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Por lo tanto, la sucesion (10) es la representacién del niimero real a dado

por (13).

Propiedad 4. Dado d € (0,1), sea (n(k); k = 1,2,3,...) la sucesién
que representa el nimero a, si r; es el nimero racional tal que

(n(1),(2), .., n(k),n(k), n(k), -.);

constante
entonces, N
kll»r& TR =a. (20)
En efecto,
k 1 - 1
= R ) nG) A AR R
luego

-

k oo
1 =~ 1 1 (k=o0)
ry — z E =— "—3 0.
=in(1)-n(2)-- =G | = a2 2

Por (13) se tiene que

lim Tk 1

k—oo e n(l) . n(2) - n(k) =a

Ejemplo 2. * Sabemos quee—2 = 2 "= E 23 %
k=2

por lo tanto se tlene
la siguiente representacién del numero e—2: v

e=2 i (23,4, k.).

Como (2,3,4,...) — 400, entonces e — 2 es zrraczonal por lo tanto el
niimero ¢ es wmcwnal '

De la misma forma se obtiene: :' R :
senh1 : 1+(6,20,42,...,2k(2k +1),...),
coshl : 1+(6,12,30,...,2k(2k—1),...);

se observa que senh 1 y cosh 1 son nidmeros irracionales.
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Comparacion de varias representaciones

I Nueva representaciéon

e a(0) = a;
o n(l)= [ (O)H +1,a(1) =n(1)-a(0) - 1;

e n(k+1)= l[;(—k—)]+1,a(k+1)=n(k+l)-a(k)—l;

a : (n(1),n(2),n(3),..., creciente, > 2.

— 1

= L @) (o
II Sistema de Base p.
e a(0)=a
-mn=hwdmL4n—4m—"“’
o nlk+1) = - k)], alk+1) = alh) - 20D,

a: 0n(1)n(2)n(3)..., n(k)=0,1,2,...,p~1;

IIT Fraccién continua simple

® a(0) =~
= ja a 1
1
-nw+1n4uL4k+n4”_n“+ly

.11 1] 1]
* 7 [n(D+ [22)+ [3)+
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