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Resumen

Se defininen las deformaciones multiparamétricas de los grupos
cudnticos en un parimetro C,[SL(n)] y C,[GL(n)]. Se estu-
dian algunas propiedades relevantes de estos grupos cuanticos y
se clasifican sus representaciones 1-dimensionales. ' ‘

1. Introduccién

El objetivo de este articulo es estudiar las representaciones 1-dimensio-
nales de algunos grupos cuinticos. Para hacer la exposicion apropiada
para los no expertos presentaremos, como motivacién al tema, ejemplos
simples y muy conocidos de grupos cuanticos, y luego pasaremos a pre-
sentar el resultado central. La organizacién es la siguiente: en la primera
seccion hacemos un pequefio recuento histérico y describimos ejemplos
de las primeras estructuras a las cuales se les di6 el nombre de grupos
cuanticos. En la siguiente seccién usamos el método de Sudbery para
construir CJ [M(n)], y a partir de esta biilgebra construimos los gru-
pos cudnticos multiparamétricos C{ [G] para G = GL(n) y G = SL(n),

*Investigacion apoyada parcialmente por COLCIENCIAS. .
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para ¢ un complejo no nulo y no raiz de la unidad y § una matriz

compleja n X n multiplicativamente antisimétrica. Es importante anotar
que existen otras formas de construir dichos grupos cudnticos, una de
las cuales utiliza la técnica de deformar mediante 2-cociclos los grupos
cuénticos cldsicos en un parametro C, [G], para cualquier grupo de Lie G
semisimple, conexo y simplemente conexo. Esta ultima construccién es
mas general y es particularmente 1til para clasificar los espectros primo
y primitivo de las algebras C [G] . Para mis infoymacion ver [4, 12]. En
la 1ltima seccién clamﬁcamos las repraenta.aones 1-dimensionales de las
slgebras C [G] para’G = M(n), GL(n) 6 G =SL(n). =

2. Recuento Histérico y Ejemplos

Las 4lgebras universales envolventes cudnticas aparecieron como resul-
tado de investigaciones en los aspectos algebralcos de sistemas cuanti-
cos mtegrables en el ma.rcp "del px;pblema. mverso de dispersién cuéntica.
El primer ejemplo fue hallado por Kulish y Reshetikhin y se denoté
U, (s1(2)), pues est est.rechamente hgado al algebra umversal envolvente
del dlgebra de Lie si(2). Rapidamente su construccién se generalizé y
se encontraron nuevas estructuras algebraicas vistas como deformacion
de las algebras universales envolventes de lgebras de Lie. Ademas se
logré establecer que el lenguaje apropiado para describir estas nuevas es-
tructuras era el de las algebras de Hopf, que habia sido introducido; por
Heinz Hopf en 1941 en sus trabajos sobre homologia y cohomologia de
grupos topolégicos. Al estudiar algebraicamente estas nuevas construc-
ciones se encontré una estructura de. Algeb.ra de Hopf para U, (s1(2))
que no es conmutativa ni-co-conmutativa. Este hecho gener6 un gran
interés dentro de los algebristas, quienes llevaban varios decenios estu-
diando este tipo de estructuras, pero que carecian de un buen nimero de
ejemplos interesantes, especialmente ejemplos provenientes de otras ra-
mas del conecimiento. En una conferencia en Berkeley (1986), Drinfel’d
se refirié a estas estructuras como “grupés cudniicos™.y el término se di-
fundié rapidamente de manera informal; aunque puede causar confusién
por el hecho de que estas‘estructuras no son grupos sino algebras de Hopf
y el término “cudntico” se usa para resaltar el hecho de que ciertos “gru-
pos cuanticos” pueden considerarse deformaciones por un parametro g de
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estructuras algebraicas clasicas de tal forma que para q = 1 se reproduce
el objeto original.(Ver [2,.5] 6 [6]).

Actualmente se esta haciendo mucha investigacion tendiente a definir
de forma precisa y rigurosa el término “grupo cuantico”. El estudio de
los grupos cuanticos tiene un gran auge en el momento, no sélo desde
el punto de vista del dlgebra no-conmutativa, sino también eh’ muchas
dreas donde tiene aplicaciones, como en mecinica cuantica, mecanica
estadistica, teoria de nudos y trenzas, teoria de campos conformales y
geometria no—conmutativa. '

2.1. Ejemplos

Sea ¢ un nimero complejo no nulo y cosideremos la C-ilgebra asociativa
generada por {a, b, c,d} con relaciones

ba = q%ab, dc=q?cd,
ca=q%ac, db=q%bd,
cb = be, da = ad ~ (¢* — ¢~ ?)be,

que denotaremos C, [M(Z)] . Esta dlgebra tiene estructura de co-algebra

: i

determinada por el coproducto
A: C,[M(2)] — €, [M(2)] ® C, [M(2)]
definido por |

Ala)=a®a+b®c, A(b)=a®b+bQd,
Alc)=cQa+d®c, Ad)=c®b+d®d,

y lé. couhidad

€:C,[M(2)] — C
definida por '
ea)=1, €b)=0, €(c)=0, ed)=1.

Pero aunque C, [M(2)] posea una estructura de co-algebra, no es posi-
ble definir en ella una antipoda que permita obtener una estructura de
algebra de Hopf.
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La siguiente proposiciéon hace un recuento de algunas propiedades rele-
vantes del dlgebra C, [M(2)], que si bien no es un grupo cuantico, pues
no posee antipoda, es el eslabén primordial para la construccién de los

grupos cuanticos C, [GL(2)] y C, {SL(2)].
Proposicién 1. o |

a. El algebm C [M(2)] es un dormmo Noetherxano, con base de Po-
mcare—Bzrkhoﬂ' Witt dada por {a™b™"2c™d™ | n; € N}.

b. Las relaciones para C,[M(2)] pueden ser descritas por la ecuacién
matricial R X, X, = XzXqu, donde : :
X=[C d], X1=X®I, X2=I®X,

y la R-matriz R, esta dada por

‘2

. ,Rq=

0
1
0

q
0
0 ¢
0
c. La R-matriz R, satisface la ecuacidn de trenza

R12R23R12 = R23R12R23 ’

donde ‘

d. C, [M(2)] es una bJalgebra con la misma estructura de coalgebra
de C, [M(2)].

Proposicién 2. El determinante cudntico,definido como det, = ad —
¢*be, es un elemento central tal que el centro del dlgebra C,[M(2)] estd
generado por dicho elemento, es decir .

Z(C, [M(2)]) = Cldet,].
Ademas,

A(det,) = A(det,) @ A(det,).
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Demostracion. Se puede probar directamente, por ejemplo

a(ad — ¢*bc)

a(ad) - ¢*(ab)c

a(da + (¢ — q7%)bc) — ¢*(g*ba)c

(ad)a + (¢* — g7?)(ab)c — ¢*b(ac) | |
(da + (¢ — ¢™?)bc)a + (¢* — ¢~?)(q*ba)c — q*b(g?ca)
(da + (¢* — ¢™?)bc)a + (¢* — 1)b(ac) — ¢®bca

(da + (¢ — ¢?)bc)a + (¢* — 1)b(g*ca) — ¢%bca

da + (¢* — ¢7%)bc + (¢° — ¢*)bc — ¢®bc)a '

(da + ¢*bc)a

det;a,

adet, _

[ | | | I I 1

y de manera similar para b, c y d. Para una prueba completa ver [8].
Usando el determinate cudntico definimos las bi-algebras

| Ci[GL(2)] = C, [M(2)] [(dft)-l]

_ CalM(2)]
(detq — 1)
En ellas definimos el anti-homomorfismo S como
~ S(a) =det~'d, S(b) = det b,
S(c) =det e, .S(d)=det'a,

C, [SL(2)]

y se prueba directamente que S satisface las condiciones para ser an-

a

tipoda. Si usamos notacién matricial, con X = . 3 } y el simbolo &®

para denotar la multiplicacién de matrices en la cual el producto entre
elementos es el producto tensorial, tenemos el siguiente teorema:

Proposicién 3. El digebra C, [GL(2)] (respectivamente C, [SL(2)]) es
un algebra de Hopf, con la estructura de codlgebra dada por

A(X) = X®X, e(X)=[(1) (1’]

S(X) = (det,)! - [ A L ] .

~¢*c a
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Los grupos cuanticos C, [GL(2)] y €, [SL(2)] fueron dos de los primeros
ejemplos hallados de este tipo de estructura estan estrechamente rela-
cionados con el grupo cuantico U, (sl (2)) y han sido ampllamente estu-
diados. Es importante anotar que toda. la construccién puede repetlrse en
forma analoga si se considera en general M., (C) para cualquier nimero
natural n (ver [9]).

3. El 4lgebra CJ [M(n)]

En esta seccién usamos el método de Sudbery (ver [11]), para definir la
bi-algebra CJ [M(n)], y a partir de esta algebra (que no es un grupo
cuintico pues carece de antipoda), definimos los grupos cuanticos mul-
tiparamétricos CZ [SL(n)] y CY [GL(n)]. Aunque existen diferentes for-
mas de construir dlChOS grupos cua.ntlcos, este enfoque provee las pruebas
de propiedades importantes del lgebra C7 [M(n)], tales como la exis-
tencia de un operador de Yang-Baxter y la existencia de comédulos a
derecha y a izquierda, asi como una descripcién explicita de los determi-
nantes cuanticos de menores.

3.1. Construccién

Sea M A(n) el con]unto de las matrices complejas multiplicativamente an-
tisimétricas. Para & = (3;) € M A(n) defina las siguientes C-algebras,
generadas por el conjunto de variables {192y -1}

V = C[y1,92,-- -, Yn] €l dlgebra libre generada por {y.i,yg, ceny y,r.‘}.
A.=Cly1y2,..:,yn] con relaciones '

yiyi = —S7¢*yiy; sil<i <] < n y y¥ = 0 para todo i.
S. = C 1,925 -+ ,y,.] con relaciones {
Yiyi = 3.,«1 yy; sil<i<js<n
A, = Cly1,y2,.-.,9Ys] con relaciones

Yiyi = —?s?]qzy,y, sil<i<j<nyy? =0 paratodoi.
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S, = C[y1,42,- - -, yn) con relaciones
Yivi = S5%¢ yy; sil<i<j<n.

Nota 1. Sien la definicién de A, y S, reemplazamos la matriz S = (S45)
por la matrix &' = (3y;)' = (S3'), obtenemos exactamente A, vy S,,
respectivamente.

Recordemos la siguiente definicién:

Definicion 4. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita, E =
EndkV, y sea ég: V* — E* ® V* el dual del producto natural EQV —
V. Decimos que A es un 4lgebra coordenada de V si A es el cociente
del dlgebra tensorial T(V*) por un ideal J. Decimos que el dlgebra M
es (la) bidlgebra de elementos-matrices determinadas por las algebras
coordenadas A,,..., A, si M satisface las siguientes propiedades:

i. Existe un homomorfismo §; :"A.- - MQA;, paral <i<r, tal que
§/V* = &.

ii. M es universal con respecto a esta propiedad.
Teorema 5. La bidlgebra de elementos-matrices determinada porA_.y

S: y denotada CJ [M(n)] es la C-4lgebra generada ‘por las variables
{zij | 1 £14,3 < n} sujetas a las relaciones s :

TikTi = 9‘32312:,41'2$i1$jk, sik=1lyi<j,
zinza = $5°Sh g 2wz i, sik>1lyi=yj,
TjkTq = 3‘529‘?k$i1$jk, sik<lyi<j,

TjpTi = S‘i‘jz%‘sz.-;xjk —8‘,’12(q2 — ¢ Hzpzy, sg' kE>lyi<j, (1)

Y cuya estructura de co-dlgebra est4 determinada por

Alzi) = 3 zix ® 2, e(zi;) = &;.
k=1
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Demostracién. Aplicamos la construccién en [11, Teorema 5] a nuestro-
caso. Definimos para todo 1 <1i,7 <n,

I%g?  sii<j, SF¢r sii<,
q; = 1 sii=j, y g¢;=¢34 1 = sii=j,
SFE  sii>j, ' 2q sit> ]

Obtenemos parat <jy k<,

TkjThsi = €ijTkiTkj, ;T = ¢ THTlj, (condicién ﬁla)
TuThi = '1_4‘1;1151:.'1715, L1y = QT"‘IElllv'kau, ‘ (COIlfiiCién
| éolumné,) ~
TyTk; = q;4q;}}lq51$kjite, | L o (/ oopdiciSn)
Tk = q Gk + (1 — €47 ThiTiis ("\. condicién),
como '

gt = 97 Rt = SRS, adlei = SW'SE,

(-t = —(e" — 078

Reescribiendo estas relaciones en términos de ¢ y S y reordenando los
indices obtenemos las relaciones para C [M(n)].

Corolario 8. Tenemos los siguientes homomorfismos de dlgebras:

8.0 A. C? M(n)] ® A.

SN
yi — Zl z;; @ yj,
J=

At S, Cy M(n)] @ S.

—_
yi — El‘-'?ij@yj,
J=
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6: A, — A, ®Cg[M(n)]_ -
Yy }:y.®z.,,

=1

Ar: S, — 8, C][M(n)]
y; +—= Zy;@z,-,-. T R

Demostracnon El hecho de que 09 [M(n)] es la bidlgebra de matrices—

elementos deterrmnada. por A. y S implica que el homomorﬁsmo de
algebras

V — E®V
Yi — §_‘,z.-,-®y,~

se puede extender a A, y a S;; por tanto, §, y A, son homomorﬁsmos de
algebras bien definidos. : :

Para probar que é, y A, son en efecto homomorﬁsmos de algebra, basta
notar que si repetimos la construccién en el teorema usando A,y S,
obtenemos el dlgebra Cs‘ [M(n)] y homomorfismos de algebra

&: A, — C?T"[M(n)]@)A,
. Y +— ~ngx,-j’®y,-,

N: S, — cgf’ﬂ[M(n)]Q;s,.
yi — '21 zi; @ y;.
=

Pero

c¥ M(n)] = CZ[M(n)]

Tij Tjis

por tanto defiriimos §, tomo

§: A, =5 CYTMMm)@A, A, ® CJ [M(n)]

yi — rzi;®y; — Yy Qzj.
=1 1=1
El mismo argumento es cierto para \,.
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Comentario 1. Por el teorema anterior A, y S, son comédulos a de-
recha. Es fécil probar que, en general, no son comddulos a izquierda.
Similarmente, A y S. son comddulos a izquierda pere no necesariamente
a derecha. Esta situacién contrasta con el caso en un parimetro, en el
cual A, y S, son simultineamente comédulos a derecha y a izquierda.

3.2. Propiedades

Es interesante enunciar algunas propiedades importantes de C7 [M(n)]
para tener una idea de la estructura del dlgebra que estamos estudiando.
Todas han sido probadas en la literatura ( ver por ejemplo [11, Teorema

3) 6 [1)).

Proposicién 7.

a. Los monomios {XK, K € M,(N) } forman una base de Poincaré-
Birkhoff-Witt para C} [M(n)].

b. C¥ [M(n)] és un dominio entero Noetheriano.

Proposicién 8. El operador de Yang-Baxter para C] [M(n)] estd dado
por
R=)q"i®ei+ Y Slei®eii+ Sg?- ¢®)ej; @ eii.
t ’i, ] i<J

iFJ
3.3. Determinantes de menores cuéhticos

En esta seccién usamos el comédulo a izquierda A. y el comédulo a
derecha A, para describir los determinantes de menores cuanticos en
CJ [M(n)]. Estos juegan un papel fundamental en la definicién de la
antipoda en las algebras de Hopf que queremos definir.

Sea P(n,r) el conjunto de todos los posibles subconjuntos I = {i1, iz, ..,
i} {1,2,...,n},c0n i) <iz<--: <ipr <n. Paral,J € P(n,r) sea
[I,J] el conjunto de todas las biyecciones o : I — J, y para I € P(n,r)
seayr =i ---Yi, yAXI,UI = T, giy "+ - - Tip oipy PATA O € [1,J]. Notaremos

N={1,2,---n}yi=N-{i}.
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Deftnicién 9. Para I,J € P(n,r), el elemento Dy € C¥[M(n)] estd

definido por las condiciones _}
6.: Ac — CIM()]® A,
© Yy — ¥ DiyQ®yy,
J€P(n,r) L
6 A, — AQ® C? [M(n)]
‘ yi — ¥ ys3®D,,,
‘ 1€P(n.r)

¥ lo llamamos el determinante cuéntico del menor (1,J).

Lema 10. Paral,J € P(n,r), los elementos Dy ; satisfacen las siguien-
tes propiedades:

a. D[,J = 3 k,X['a[ = X k;ng'J'J , donde k,,k", € C*.
o€{l.J] . ven '

b. A(Diy)= ¥ Drg ®Dk,J-
- KePlar) |

. 1 sil=J,
c. €(Dy,g) = 61, donde 6; ={ 0 **"S‘U 27

Demostracién. Igual que en [9].

3.4. Las élgebras C? [GL(n)] y C2(SL(n)]
En particular para N = {1, 2,’- --n}, hay un solo elemento D, tal que
S(yN)=D®yn, y  b(yn)=yn®D.

A este elemento D lo llamamos el determinante cuantico multiparamé-
trico y lo denotamos por detf} .

Por cémputos directos obtenemos:

Propesicién 11. El determinante cudntico D = détf;’F satisface las si-
guientes propiedades: ‘
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i. Explicitamente,
D = det ? Z (—qg)’(0)|3‘o|$1‘,(|) . Ig',(gj * eee In’,(n), (2)
. 0€Sy
donde I, = {(i,7) / i < j,o(3) > 0(j)} es el conjuntode inversiones
dea, l(0) = #1l, y Igal = Il %;2
| T Gaels

ii. Es un elemento normal en C':‘;’ [M(n)]. M4s aitin, si suponemos que

=1

1 para todo 1 < ¢ <'n; entonces es un elemento central.

iii. A(det?) = det? ®dct§‘_ y C(de,»tlf) = 1.

n n
< satisface Ia condicién [] Sij =1 paratodol < j<ny M=
3=1

Demostracién. Por cémputo directo se prueba i.'y iii. Usando (1)
obtenemos

- . ’ . 2 :
x; - det ? = (H g,’jg‘ﬂ) det ? <24l (3)
=1 , ;

Por tanto es un elemento normal que claramente es central si suponemos

que S satisface la condicién -1 Q;; = 1 para todo € 1 < j<ny
=1 :

ﬁ %g,-:lparatodolgish.

1

Dadas las propiedades de det;:‘ existe la localizacion Cg‘ [M(n)] [(det?)"]

para cualquier matriz multiplicativamente antisimétrica S, y podemos

definir o Co . o

 CYIGL(m) = O M) [idet 7Y

Ademas, si J satisface ﬁ Q;; = 1lparatodol < j<ny ﬁ I =1

1l . 1=1

para todo 1 <1 < n, definimos

C3 M(n)]

<det = 1>

Proposicién 12. Las 4lgebras CJ [GL(n)] y C? [SL(n)}, son dlgebras

de Hopf, isomérficas como cdalgebras a C, [GL(n)] y C, [SL(n)], respec-

tivamente.

C? [SL(n)] =
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Demostracién. Como C [GL(n)] hereda la estructura de bi-algebra
a partir de CJ [M(n)], para obtener una estructura de algebra de Hopf
basta deﬁmr la antlpoda Si definimos pa.ra. 1<: ] < n,

A

S(zij) =

Dy,

donde Dj;; es el determinante cudntico del menor j,i, se puede probar
por computos directos y usando las propiedades descritas en el Lema 10,
que en efecto C7 [GL(n)] es un algebra de Hopf naturalmente isomérfica

como co—a.lgebra a C, [GL(n)] La misma construccién se tiene para
CJ [SL(n)]. Ver [1] para més deta.lles

Nota 2. Si b1en c? [GL(n)] es ISomorﬁca como co-algebra a C, [GL(n)],
en general no es isomdrfica como dlgebra (ver [12]). .

4. Representaciones 1-dimensionales

En esta seccion clasificaremos las representaciones 1-dimensionales de las
algebra de C7 [G], para G = M(n), GL(n) 6 SL(n). Este es un resultado
original y constituye la parte central del presente articulo, pues muestra,
mediante un método simple, un resultado que permite clarificar un poco
la estructura de estos grupos cuanticos. Supongamos que la matriz mul-
tiplicativamente antisimétrica & € M A(n) y ¢ satisfacen la condicién
Sijq # 1 para todo 1 < 4,5 < n; decimos entonces que & y ¢ son in-
dependientes. La clasificacion de las representaciones 1-dimensionales
es particularmente importante, pues se puede probar que toda repre-
sentacion de dimensién finita es 1-dimensional, pero ese resultado esta
fuera del alcance de este articulo (ver [12]).

Proposicién 13. Si S y ¢ son independientes y ¥ es una representacion
1-dimensional no trivial de C] [M(n)], entonces existe una permutacién
o € S, tal queé:

a. Si P(zi) # 0 entonces k = a(3).
b. Si ¥(ziq)) # 0 y ¥(z;0(;)) # 0 entonces

1. i < j => a(1) < a(y)
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y
2. 8‘,1 = 3ta(: ,a(J)

Demostraciéon. Supongamos que 1/) es una representacxon 1~dlmen51onal
no trivial de C7 [M(n)] dada por
¢’ C; M) — C
&ij A Wiy,
donde W = [w,,] es la matriz que determina a 3. Usando la co-accién
6. definimos el homomorfismo de dlgebras . en A. como

s 1d@y
e | A. =5 C7 [M(n)] ® A = A,

n o, n
Y +— J;l:t,'J'@yj —b -,-“:“lwijyj'

Para 1 < i < n tenemos que y? = ; por tanto,

2
0= (Z w,-,-yj) = Z Wi WikY; Yk

Jj=1 k .
J # k
= E Wi Wiky ;Y + Z Wi; Wik YiYe
i<k i>k Soe—

gu'?!lklb )
luego , _ |
0 =Y wiwi(l — 526y
i<k

Pero supusimos que %J",,lq # 1, entonces w;;wix = 0 si j # k. Esto
significa que dos elementos en la misma fila de W no pueden ser si-
multineamente diferentes de 0. Con el mismo argumento, pero usando
8,, obtenemos que w;jwy; = 0si ¢ # I, es decir, dos elementos en la misma
columna de W no pueden ser diferentes de 0 simultineamente.
Por tanto tenemos una permutacién o € S, tal que para todo ¢, k, si
k # o(i) entonces w;;, = 0. Ademas la expresién del homomorfismo ¥,
se convierte en - ‘
Pe: A — A,

Yi + Wip(i¥Ye(s)
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Sii<j, wem # 0y wiey #0, entonces, como en A, tenemos la
relacion
nyt s:] q ylyJ’

se deduce que
¥e (ui%) = —95'¢°¥e (vw)

si y sélo si
110 () Wi,e () Yo (5) Yo (i) i3 4 Wio()Wj0(j)¥o(i)¥o(i)-
Luego en A, obtenemos - |
Yo(¥o() = —S5 4 Ve (¥ i)

por tanto
o(i) < 0() ¥ i = Seeti)-

Para G = GL(n) 6 SL(n) sean R(Cg [G]) vy R(C, [G]) los conjuntos de
representaciones 1-dimensionales de CJ [G] y C [G] respectivamente,
considerados con su usual estructura’ de grupo.

Teorema 14. Si & y q son mdepend:entes, entonces
i Para toda 8‘ EM A(n) se tiene el zsomorﬁsmo de grupos

(c* [GL(n)]) = (C")" = R(C, [GL(n))).

ii. Para toda S € M A(n) tal que In'[ Sij=1paratodol <j<n,y
=1 :

I1 S4; =1 para todo 1 < i < n, se tiene el isomorfismo de grupos
=1

R(Cj [SL(n)}) = (C*)* = R(C, [SL(n))).
Demostracién. Supongamos & € MA(n) y ¢ son independientes.

i. Siye R (C““ [G]) entonces 1 satisface las condiciones de la propo-
sicién anterior, es decir, existe una permutacién v € S, tal que si
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il.

k # 4(i) entonces (z;;) = 0; por tanto al aplicar  al determinante
cuantico tenemos - |

0 # ¥ (det])
= '/’ ( 2 ﬂ(—l‘qz)’(a)lgolzl,a(l) * $2p(2i S et z».a(ﬂ))
O€ESn .
= z; (_qz)‘(a)lgahﬁ(?lﬂ(l)) : ¢(z2.¢(2)) S et ’/f'(mn,a(n)) (4)
0€Sn '

= ("qz)lh)lg'yld’(xl.‘v(l)) . ¢(x2.'1(2)) et '/’(znn(n))’

donde I, = {(,7) / i < j,¥(i) > v(j)}, el conjuntode inversiones
dev,l(7) =#L y |3 = ( I)]1 ;2. Si (4,5) € L, la propiedad b.

ij)el, . :
de la proposicién anterior implica que ¥(z; i) = 0 6 ¥(z;,;) =0,
pero (4) implica que ¥(zi k) # 0 para todo 1 < k < n, por tanto
I, = {}, es decir, v es la identidad, y en consecuencia,

¥ (det]) = $(211) - $(z2) - oo - Y(nn) # O

y ¥(zi;) = 0 para ¢ # j. Concluimos entonces que cada Y €
R (C:‘;‘ [GL(n)]) determina de forma univoca un elemento de (C*)" .
Reciprocamente, por cada elemento de (C*)" se puede definir de
forma natural una funcién ¥ € R (Cg‘ [GL(n)]). Note que estos re-

sultados no dependen de la matriz &, por tanto cuando < es la iden-
tidad, se tiene el caso clasico en un parametro para R (C, [GL(r)]).

Supongamos ahora que I € M A(n) satisface ﬁ Qy; = 1 para todo
) i=1

n . “
€1<j<n,y Il S =1 para todo 1 < i < n; entonces existe
i=1

el grupo cudntico C? [SL(n)]. Un argumento similar al de i. nos
permite concluir que -

o (det) = (i) - p(zz) - oo P(Ean) = 1.

y ¥(ij) = 0 para i # j. Por tanto R(CJ [SL(n)]) = (C*)"™".
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Recordemos que el toro maximo H para G = GL(n) es H = (C*)", y
para G= SL(n) es H = (C")” ~!. Hemos probado que para G = GL(n)
6 SL(n)

R(C}[G]) = H = R(C,[G)),

y este resultado es vilido en general para cualquier grupo de Lie G
conexo, simplemente conexo y semi-simple (ver [12] 6 [4] para el caso
en un solo parametro). Esta prueba es diferente a la general, y es mas
simple, pues explota la potencia de las co-acciones 6. y §é,.

Referencias

[1]

[2]
[3]

[4]
(5]
[6]
[7]
(8]
[9]

[10]

ARTIN M., SCHELTER W., TATE J. Quantum deformation of GL,,
Comm. Pure Appl. Math. 44 (1991), 879-895.

DRINFEL'D V. Quantum groups , in Proc. ICM 86, Voll, 798-820.

HopGEs T.J., LEVASSEUR T. Primitive ideals of C[SL(3)]
Comm. Math. Phys, to appear.

HopGEs T.J. LEVASSEUR T. Primitive ideals of C,[G], Preprint
(1993)

KasseL C. Groupes Cuantiques, Plub. Math. IRMA, Strasburg,
1992.

LuszTiG G. Quantum deformations of certain simple modules over
enveloping algebras. Adv. Math. 70 (1988), 237-249.

MAJID S. Quasitriangular Hopf Algebras and Yang-Bazter equa-
tions, Internat. J. Modern Phys. A, Vol 5, Nol (1990), 1-91.

MANIN Y. Quantum groups and non—commutative geometry, CRM
Univ. de Montreal 1988.

PARSHALL B., WANG J.P. Quantum linear groups, Mem. Amer.
Math. Soc. 439 1991.

SMITH S.P. Quantum Groups. An introduction and survey for ring
theorists, en Noncommutative rings, editado por S. Montgomery and

L. Small, Springer-Verlag, 131-178.

165



[11] SUDBERY A. Quantum groups ds invariance groups, Preprint (1991).

[12] Toro M. Primitive Ideals of Twisted Algebras of Functions, Tesis
doctoral, University of Cincinnati, 1993.

Postgrado de Matetnéticas, fA.A. 3840, Medellin.

- 166



