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Resumen

En [5] Hochster y Huneke intM®dujeron la nocién de clausura justa
para anillos Noetherianos de caracteristica prima, y para ilgebras
finitamante generadas sobre un campo de caracrteristica cero. La
teoria generada a rafz de esta nocién ha producido nuevas pruebas
de algunos teoremas clésicos del slgebra conmutativa y de la teorfa
de anillos de invariantes, asi como de algunas de las conjeturas
homolégicas. ~

El objetivo de este articulo es mostrar a grandes rasgos los aspec-
tos esenciales de esta teorfa y sus aplicaciones mis importantes.
Se mostrarin-algunos avances recientes y se discutirn algunos de
los. problemas centrales de la teoria que ain permanecen abiertos.

1. Introduccién

Las ideas germinales de la teoria de las clausuras justas ya estaban con-
tenidas de manera implicita en los trabajos de Hochster [6, 7], a prin-
cipios de los aiios 70. Sélo recientemente estas ideas fueron aisladas y

*Patrocinado parcialmente por COLCIENCIAS bajo el programa “Repatriacién”.
1Deparl;ament.o de Ma.tegnéticas, Universidad Nacional de Colombia, Medellin.
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estudiadas sistematicamente por Hochster y Huneke [5], en su teoria de
las clausuras justas. Esta teoria apareci6 a mediados decenio de los 80, y
desde entonces ha despertado gran interés en la comunidad de algebristas
y gedmetras conmutativos a nivel mundial. El interés reside en parte en
que esta teoria ha permitido unificar y tratar de manera sistematica una
serie de problemas cuya solucién dependia de trucos.y métodos ad hoc.
Ademas, usando esta teoria se ha logrado, por una parte dar pruebas
relativamente simples para teoremas de los cuales sélo se conocian de-
mostraciones muy largas y muy complejas, y, por otra parte, formular y
demostrar algunos teoremas cldsicos tales como el teorema de Briangon-
Skoda sobre clausuras integrales de ideales, ém una forma mucho mais
fuerte.

2. Notaciéon y Termihologia

A lo largo de este articulo se supondrad que todos los anillas son con-
mutativos, con identidad, y Noetherianos. Se hara énfasis en anillos de
caracteristica prima, pero se tratard de mantener maxima generalidad en
cuanto sea posible. Se denotara por p a un niimero entero primo, y por
4,90, 9 setc., a enteros de la forma p°, donde e denota un entero positivo.
Si R es un anillo conmutatlvo., entonces R® denotara el complemento de
la unién de los ideales primos minimales de R.

Dado un anillo conmutativo R de caracteristica p, existe un endomorﬁsmo
de R que envia r € R en r? (denominado endomorfisio de Frobenius), y
que denotaremos por F. La iteracién de F, n veces, se denotara por F*.
Cuando™ R es un anillo reducido- (sin elementos nilpotentes), és posible
crear un anillo, que denotaremos por RY?, y que contiene para cada
elemento de R una tdnica raiz ¢—ésima: como R es reducido, se sigue que
F* es inyectivo. Si se toma una copia de R (dentro de R) definida por
F*(R) C R, se ve inmediatamente que para cada a € F*(R),a = r° tiene
como raiz g—ésima el elemento r € R.

Recordemos ahora algunas nociones basicas de la teoria de anillos Noethe-
rianos.

168



3. Conceptos bdsicos

Por un anillo local (R, m, k) (o (R, m)) se éntenderé uh anillo Noetheriano
con un unico ideal maximal m, y campo residual k = R/m.

La dimensidn de Krull de un anillo R, que se denotara por dim R, se
define como el

sup{n: L CP,C--- < P,., P; ideal primo en R}.

‘Uin anillo R se denomina equzdzmenswnwl s dim R = dim(R/P), para
cada ideal primo minimal P C R.

Sea (R,m, k) un anillo local de dimensién d. Una sucesién de elemen-
tos de R, z,,...,z,, s¢ denomina un sistema de pardmetros, si el ideal
(Z1,...,%,) R s m— primario, es decir, si dimR/(z; ...,z,)R = 0.

Sea M un mddulo sobre un anillo Noetheriano R. Una sucesién de
elementos de R, z;,...,z;, se denomina unasucesién regular en M, si
(T1....,Zx)M # M, y para cada i = 1,...,n el elemento z; no es un
divisor de cero en M/, donde I denota el ideal I = (zy, ... yZi—1). Una
'sucesion regular se puede entender intuitivamente como una sucesién de
elementos en R con propiedades inalogas a las de la sucesién de inde-
terminadas X,,..., X, en el anillo de polinomios k{Xj,.., X,]. Sea R un
‘anillo local y consideremos a R como un médulo sobre si mismo. Resulta
extremadamente itil poder determinar ciando una sucesién de parame-
tros de R es una sucesion regular en R. Los anillos locales para los cuales
esto es cierto se denominan anillos de Cohen-Macaulay (C-M). Cuando
R no es necesariamante local, R se considera un anillo C-M, si para cada
una de sus localizaciones Rp, P un ideal primo, Rp es (C-M).

Si un anillo local (R, m), ademas de ser un anillo C-M, posee la propiedad
de tener tipo 1, lo cual significa que para cada sistema de parimetros
T1,...,Zn €l anulador de m en R/(z,...,z,) tiene dimensién igual
a 1, visto como espacio vectorial sobre k, se denomina un anillo de
Gorenstein. En el casp global, R es de Gorenstein si para cada ideal
primo P, Rp es Gorenstein.

Un anillo local (R,m) se denomina regular, si su dimensién de Krull es
igual al nimero minimo de generadores de m.

Un anillo R se denomina regular, si para cada ideal primo P, Rp es
regular.
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3.1. Cohomologia local

Para las definiciones y pruebas de esta seccion el lector puede consultar

a [3].

]

Definicién 1. Sea I un ideal de un anillo R y M up R—médulo. Sea
H%(M) = {z € M : z es anulado por una potencia de I}. -

Se puede demostrar que ‘HY( ) es un functor 2 izquierda covariante. Sea
i( ) su i-ésimo-functor derivado a derecha. Entonces, el i—ésimo grupo
de cohomologia de M con soporte en el ideal I se define como Hi(M).

Se puede demostrar que Hj(M) tiépé una estructura natural de R-mé-
duilo, en donde cada elemento de Hi(M) es anulado por una potencia de

L .
Si (R, m) es una anillo local, se tiene que H;(M) # 0si i =dim(R),yes

igual al médulo cero cuando i >lem(R) S
Uno de los teoremas fundamentales en la teeria de cohomologia local es el
llamado teorema de dualidad local de Grothendieck. Parasu formulacién
se requieren los siguientes conceptos. ‘
Sea R un anillo y M un R—~médulo. Una extensiéon M C N se denomina
esencial si todo submédulo no trivial de N tiene interseccién no trivial
con M. Una extension esencial maximal de M se denomina la cubierta
inyectiva (injective hull) de M, y se denota por Er(M). Se puede probar
que este médulo existe, es inyectivo y es nico salvo isomorfismos.
Cuando R es un anillo local, el functor ¥V = Hompg(—, Er(R)) resulta
ser contravarianté y exacto, y el médulo MV = Homp(M, Er(R)) se
denomina el dual de Matlis. . :
Sea (R,m, k) un anillo local, C-M. y de dimensién = n. Un médulo se
denomina mddulo candnico para R si su dual de Matlis es isomorfo a
*(M). Cuando R és una anillo de Gorenstein, se puede probar que R
es un médulo canénico para R. e
Se puede probar que el médulo canonico es tnico. Ademds, si Q es el
médulo canénico de R, entonces para cada ideal primo P de R se tiene
que Qp es el médulo canénico de Rp. '

El teorema de dualidad local es el siguiente:
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Teorema 2 (Dualidad local). Sea (R,m, k) un anillo local, C-M, de

dimensién d y M un R-iﬁédulo finitamente generado. Sea E 1a cubierta

inyectiva de k sobre R, y sea  un médulo canénico sobre R. Entonces,

dado un isomorfismo QV ~ H¥(R), existe un isomorfismo functorial en
Hi(M) ~ B2ty (M,00)".

4. Teoria de las clausuras justas' (tight closure)
4.1. Motivacién

Para ilustrar las ideas generales de la teoria se empezari analizando un
método para atacar una de las conjeturas centrales en esta irea conocida
como conjetura monomial [7]. Sea (R, m) un anillo local y sea z,,...,z,
un sistema de pardmetros para R. Dado un entero ¢t > 1, esta conjetura
afirma que no pueden existir elementos ry,...,r, en R que satisfagan la
ecuacion - —
(1 zp) =2 r 4+ -+ 2t (1)

Esta conjetura es equivalente a otra conjetura conocida como la conjetura
del sumando directo [7], la cual afirma que un anillo regular es siempre
un sumando directo de todas sus extensiones médulo-finitas, es decir, si
R C § es una extensién'de anillos, donde S es finitamente generado como
médulo sobre R, y R es regular, entonces R debe ser un sumando directo
de S, donde la inclusién se considera una inclusion de R—médulos. En
otras palabras, debe existir una funcién de retraccién (splitting map)
a: S — R, la cual es un R—homomorfismo, y tal que aoi = Idg, donde
i denota la inclusién de R en S, y Idg es el homomorfismo identidad en

R.

La validez de estas conjeturas es conocida en el caso en el que el anillo
R contiene una campo, asi como en el caso’en el que R es un anillo de
caracteristica mixta en dimension < 2. Esta conjetura permanece abierta
para anillos en caracteristica mixta de dimensién mayor que 2. Se ha de-
mostrado que estas dos conjeturas son equivalentes a un refinamiento de
la lamada nueva conjetura de la interseccidn [7,4). En inglés esta iltima
conjetura se conoce como the improved new intersection conjecture.

Demostremos ahora que la ecuacién (1) no tiene solucién en R en el
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caso en el que los elementos z,,...,T, forman una sucesién regular en
(R,m). La prueba puede hacerse por induccién sobre n. Es facil ver que
la afirmacién es cierta para n = 1. Supongamos entonces que n > 1. En
primer lugar, es posible demostrar que si los elementos z,,...,Z, forman
una sucesién regular, entonces cualquier permutacién de las potencias
t -ésimas de z,...,Zn también forma una sucesion regular en R. En
particular, tomando ¢ = 1 se deduce que las imaigenes de z,,...,z,_; en
R/z,, forman una sucesién regular en R/z,. Ahora, supéngase que en R
se da que (23, - - o) = Zi'ry 4+ - -+ 24 'r, para un cierto entero t y
ciertos elementos rq,...,r,. Esta ecuacién se puede reescribir como

(2122 Tnoy)! = TaTaleh, = 2P + - + 2 ras.

/

Como z!, no es un divisor de cero en R/ (a:i'“, .o, ToFY), deberédn existir
elementos r},...,m,_, en R tales que :

: t — o Y 1ot
(1711'2("'.'1:"_1) — T =TTy o T Ty

Pero esto nos muestra que médulo z, las imagenes de los elementos
r,...,r_, en Rfz, nos darfan una solucién a la ecuacion (1),enn —1
variables, para el sistema de parametros formado por las imdgenes de los
elementos Z1,...,ZTn-1, en el anillo R/z,, lo cual contradice la hipdtesis
inductiva. o , o N ,
Ahora, veamos cémo se podria atacar el problema general en el caso enel
que Zi,..: , T, 00 formen necesariamente una sucesién regular. El primer
_paso consiste en reducir el problema al caso de caracteristica prima.

En {6, 7] se introdujo una técnica general que permite atacar proble-
mas de “tipo ecuacional” en anillos locales que contengan un:campo. A
grandes rasgos la técnica es la siguiente: supongamos que queremos pro-
bar que una cierta ecuacién E = 0 no tiene solucién en ningin anillo
local R. Se comienza por demostrar que esto es cierto para el caso en el
.que R es.un anillo de caracteristica prima. Cuando R es un anillo local
de caracteristica cero, se puede demostrar que de existir una solucién
a la ecuacion en R se podria también encontrar una solucién para una
cierta algebra local Rp finitamente generada sobre un campo de carac-
teristica prima [7]. La existencia de Ro estd garantizada por el famoso
teorema de aproximaciéon de M. Artin. Una de las ventajas de trabajar
en caracteristica prima reside en el hecho de poder manipular ecuaciones
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con mas facilidad, esto.debido a que en este caso es vilida la férmula
(a + b)® = a”? + b*.

El segundo paso consiste en pasar al caso en el que R es una anillo
completo bajo la topologia m—adica: en general, de existir una solucién
de la ecuacion (1) en R, también existiria una solucién de esta ecuacién en
* cualquier imagen homomorfa (S, n) de R, siempre y cuando las imagenes
de los z; formen una sucesién de parametros en (S,n). En particular,
esto es cierto para el caso en el que S es la completacién m—adica de R.
Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que R es un anillo
local completo. Por el teorema de estructura de Cohen, es posible escoger
un subanillo de R, A = k|[z,,...,z,]], donde k es un anillo de coeficientes
para R, de tal manera que R, visto como A—médulo, es finitamente
generado. No es dificil ver que en este caso existe una funcién A—lineal
f: R — Ala cual envia el elemento identidad en R en un cierto elemento

¢ # 0 de A.

Ahora, supongamos que la ecuacién (1) tiene una solucién en R. Si ele-
vamos ambos lados de la ecuacién (1) a la potencia ¢ = p®,e > 1, se
obtiene :

(@1 2a)® = 32l 0rg,

Aplicando f a ambos lados de esta ecuacién obtenemos

t+1)
cu? = Ea;xs ) ,

donde u denota el elemento (z; - - - z,)!, y a; = f(r?). Denotemos por I
el ideal de A generado por z§*!,..., 24! y por 19 el ideal generado por

n b
las potencias g—ésimas de estos elementos. Se ve entonces que

cu? € I[q],

para todo ¢ = p°.

Es facil ver que el conjunto de todos los elementos de R que satisfacen
esta condicion es también un ideal de R. A este ideal, que denotaremos
por I*, se le llama la clausura justa de I en A (tight closure of I). Ahora,
es posible demostrar que en A = kf[zy,...,7,]] todos los ideales son
- cerrados bajo esta operacidn, es decir, para cualquier I C R se tiene que
I" = I. En general, si R es un anillo regular, entonces R va a tener
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esta propiedad (ver préxima seccién). De aqui se concluye entonces que
u € I. Existen entonces elementos a; en A tales que

(31 _ xn)t = Eaizsﬂl)‘,

Esto estaria diciendo que en A la ecuacién (1) tedria una solucién para
el sistema de parametros: Zy,...,Zn . Pero en el anillo A la sucesion
Z1,...,Zn €8 regular, y en este caso ya sabemos que (1) no tiene solucién.
Esta contradiccién concluye la prueba de la conjetura monomial para
todos los anillos locales'que contengan un campo.

4.2. Resultados fundamentales de la teoria de las clausuras jus-
tas. ‘ ‘

En lo que sigue R denotara un anillo Noetheriano de caracteristica prima
p- .

Definicién 3. Sea R® = R — U{P : P es un primo minimal de R}. Sea
I un ideal de R. Decimos que = € R estd en la clausura justa de I si
existe un ¢ € R° tal que para todo e suficientemente grande se tiene que
cx? € 19, donde g = p* e Il = (3% : i € I). La clausura justa de I la
denotaremos por I*.

Cuando R es una algebra finitamente generada sobre un campo k de
caracteristica cero, también se puede dar una definicién de clausura justa
para ideales de I. Esta definicién, sin embargo, es mucho més compleja
y depende del hecho de poder aproximar a R con algebras planas, y de
poder reducir estas algebras médulo p para infinitos nimeros primos (ver
[5])-

La clausura justa de I C R se puede pensar heuristicamente como aque-
llos elementos de R que pertenecen a la expansién de F en R® = U,RY1,
para infinitas potencias ¢. Si cu? € I¥ para ¢ >>.0, entonces, tomando
raices g—ésimas se obtiene A1y .€ IRY4. Podemos ahora pensar que
cuando q — oo se tiene que ¢*/? — 1, y por lo tanto u € IR™.

La operacién * tiene realifente las propiedades de una operacién de
clausura. " - ' S ' '
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Proposicién 4.

1. I* es un ideal que contiene a 1.
2. S5i I C J entonces I* C J*.
3. I"= I,

(Ver [5] para una demostracién de esta proposicién).
Como mencionamos mas arriba, la siguiente proposicion juega un papel
fundamental en la teoria.

Proposicién 5. Sea R un anillo regular de caracteristica prima p. En-
tonces I* = I, para todos los ideales I de R.

Demostracién. Si cu? € IR para q >> 0, entonces al pasar a la
localizacién R,,, m un ideal maximal de R, se obtiene f"Tq € IR, de
donde vemos que

ce(I:u)={zeR:zu’€ 1y,
Como el homomorfismo de Frobenius es plano (4], se tiene
(I u?) = (I': u)".

De aqui se ve que c esta contenido en infinitas potencias del ideal maximal
m; por lo tanto tiene que ser igual al elemento cero. Esta contradiccién
demuestra la proposicién .0

Otro tipo de operaciones de clausura, como por ejemplo la clausura in-
tegral, ain en anillos regulares, pueden generar clausuras que contienen
estrictamente a I. Esto en parte explica la terminologia clausura justa.

Como se vio en el numeral anterior, la prueba de la conjetura monomial
dependi6 del hecho de que en el anillo de series formales todos los ideales
generados por sucesions de pardmetros en R fueran cérrados bajo la ope-
racion *. Los anillos Noetherianos de caracteristica prima para los cuales
esto es verdad se denominan anillos F-racionales. Aqui, porpardmetros
entendemos una sucesién de elementos de R con la propiedad de for-
mar parte de un sistema de parimetros en cualquier localizacién Rp,
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para todo primo P de R. Esta terminologia fue introducida en [2]; la
motivacién es que estos anillos tienen propiedades similares a las de las
algebras afines definidas sobre un campo de caracteristica cero, asociadas
a una variedad con singularidades racionales.

- Una condicién mas fuerte es que todos los ideales de R sean cerrados
bajo la clusura justa. Esta nocién se denomina F-regularidad débil. El
adjetivo débil se usa aqui debido al hecho de que atin se desconoce si esta
propiedad pasa a todas las localizaciones de R. Este problema es uno de
los problemas centrales de la teoria que aiin permanecen abiertos. En el
caso en el que la regularidad pase a todas las localizaciones, el anillo R
se denomina F-regular. Esta nocién no coincide con la F -racionalidad.
Hay ejemplos de anillos con dimensién de Krull igual a dos que son F-
racionales, pero no F-regulares.

El problema de la localizacién ha sido completamente resuelto para ani-
llos F-racionales, y para otra clase de anillos denominados fuertemente
regulares. Esta nocién esta sdlo defipida para anillos F-finitos, lo cual
significa que R? O R es una extension médulo-finita. Un anillo R se
denomina fuertemente regular, si dado ¢ € Rp existe un cierto q que
hace que la inclusiéon R—lineal ¢ : B — RY9, que envia a 1 en c'/?, se
parta o descomponga como funcién de R—médulos, es decir, que exista
una funcion de retraccion R—lineal f : RY4 — R (lo cual significa que
f o« = Identidadr) que envie a c/?en 1.

Estas categorias de anillos estan relacionadas de la siguiente manera:

Teorema 6.

1. Fuertemente regular = F-regular = débilmente F-regular = F-
racional.

2. Estas nociones coiniciden para anillos de Gorenstein.
3. Todos los anillos F —racionales son anillos ~normales.
Demostracién. Ver.[5].

Bajo condiciones bastante débiles se da que la condicion de ser F' _racional
implica la condicién de C-M. Mds précisamente: C
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Teorema 7. Un anillo F-racional que sea una imagen homomorfa de
un anillo de C-M, es un anillo de C-M.

Este teorema se deduce del lema y la proposicion siguiente: By

Lema 8. Sea R = .S'/I un anillo equidimensional, y S un anillo lo-
cal, C—M Sean {Qy,...Qn} primos minimales sobre I. Supéngase que

Zi,...,Tq4 SOD parametrw en R. Entonces, existen elementos z,..., 2,
en I y elementos y., . .., yq, tales que la imagen de y; en R es 1guaI az;,
y{v,---,¥dy 21y -+, z;.} es una sucesion regular en S. Ademds, existe un

¢ ¢ U,Q;, y un entero k tal que
cI* C (215+-y2n)-
Demostracién. Véase [6).

Proposicién 9. Sea R = S/I un anillo equidimensional, donde S es un
anillo.de C-M. Sean z,,...,z, pardmetros de R ( esto dltimo , recorde-
mos, significa que esta sucesidn es parte de un sisterna de parametros en
cada localizacién Rp) sea J = (z1,...,2,)R, y J : z,, el ideal de colon de
J y z,, esto es, el conjunto de todos Ios elementos de R que multiplican
a z, en J. Se tiene entonces que J : x,, C J*. '

Esta propiedad iltima se conoce con el nombre de captura de cdlones por
la clausura justa. Cuando la sucesién z,,...,z, es regular esta propiedad
siempre se da, esto se deduce de la definicion de regularidad. Cuando
Z1,...,Zn DO es regular, la clausura justa recoge preasamente la obstruc-
cioén cohomologlca. de la propiedad de ser C-M.

Para probar la proposicién, podemos primero reducir al caso en el que S
es un anillo local. Sea @’ € J : z,. Sean ¢, z;,y; y k elementos como en
‘el lema anterior. Sea @ una preimagen de a’ en S. Como da'z, € J,ay, €
(y15---,Yn-1) + I. Entonces, para todo ¢ = p* se obtiene

a'y? € (y,-.. 79»-—1)["] + 11,
Multiplicando por ¢ y usando el lema anterior se obtiene
ca"y:’, € (yg’ s 7y1?l—l7219 ey Zh).
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Como los y;, z; forman una sucesién regular en S, y este anillo es C-M
se debe tener que ca? € (y!,...,9_1,21,...,24). Médulo I esto nos da
ca? € JU es decir, a' € J*.

Demostracion del Teorema 7

Podemos sin pérdida de generalidad suponer que R es local. R es un
dominio normal, ya que R es F-racional, y por lo tanto equidimensional.
Sea zy,...,Z, un sistema de parametros para R, y sea J = (z1,...,%i_1)-
Basta probar. que J; : z; = J;. Pero_esto iltimo se desprende de la
proposicién a.nterio;.Cl '

De aquipodemos deducir el siguiente teorema.

Teorema 10. Si R C S es un sumando directo de S, visto como R—mo-
dulo, donde S es un anillo regular, entonces R es un anillo C-M.

Demostracién. Por ser R un sumando directo de S, se tiene ISNR = I,
para todo ideal I de R ([Hol]). Como S es regular, se tiene I*S C (I5)* =
IS, luego I =I"SNRCISNR= I. De donde podemos ver que I es
cerrado. Esto prueba que 'R es un anillo F-regular, y por lo tanto C-M.

Es facil ver que el anillo de invariantes de un amllo regular S, bajo la
accién de un grupo linealmente reductivo, es un sumando directo de S.
De aqui se deduce que es F-regular y por lo tanto C-M.

4.3. Anilloé F-racionales y cohomolo'giav local

Definicién 11. Sea d un elemento de R’y q un entero de Ia forma ?°.
Denotaremos por

¢ ‘R— RI"’

la mclusmn R— lmea] que envia 1 — dl/ 7 Du‘emos que esta funcxon ad-
mite una semirretraccion, si.se conserva inyectiva después de tensorizar
con ®rR/ 1, para cada.ideal I de R generado por parimetros en R. De-

notaremos la funcién inducida a.I tensonzar por ¢d o (omitiendo a I de la
notacion).

Diremos que R es un anillo fuertemente F-racional (FFR), si para cada
d € R existe un g tal que ¢4, admite una semirretraccién para todo
q 2 qo-
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Cuando (R,m) es un anillo local F-racional, se tiene bajo condiciones
muy débiles en R la siguiente caracterxzacxon de F—ra.cnonalxdad en tér-
minos de

baq : HA(R) = HA(RYY),

la func1on naturalmente inducida por ¢4, en los grupos de cohomologia
local de mas alto orden con soporte en el ideal maximal.

Teorema 12. Sea (R,m) un anillo F-racional que sea C-M. Por el teo-
rema anterior esto ocurre, por ejemplo, si R es la imagen homomorfa de
una anillo C-M. También esto se da si R es un anillo excelente [1]. Dado
d € R® y un sistema de parémetros en R, z,,...,z,, existe un qgo tal que
para todos los q > qq se tiene; '

1. ¢dq R/I; - RY?/I,RY? es myectxva para todot > 1, donde I,
denota el ideal generado porzi, ... zt. -

2. La funcién paq : HE(R) — H“(Rl/“) mduczda por ¢d a sobre los
- grupos de cohomolog1a local es inyectiva.

3. La inclusién ¢4, : R — R'% admite una semirretraccién, y por lo
tanto R es un anillo FFR.

Demostracién. Para la demostracién de este teorema ver [12].

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de F-racionalidad
en términos de (2, un médulo canénico para R.

Teorema 13. Sea R un anillo F-finito C-M, para el cual existe un
médulo candnico Q. Entonces, R es F-racional si y sélo si R es FFR.
M4s aiin, en este caso se puede.dar la siguiente caracterizacién de F-
racionalidad en términos de Q :

R es F-racional si y sélo si dado d € R® existe un go tal que la funcién
4, : Homp(R'?,Q) — Homp(R, Q)

es sobreyectiva para todos los ¢ > go. Aqui ®4, denota la funcién inducida
naturalmente por ¢4, : R RVs..
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Esta ca.ra.ctenzacxon de F —ra.c1onahdad perrmtxo resolver un problema
importante en la teoria de clausuras justas. El primero de ellos es el de
demostrar que el conjunto de ideales primos de R para los cuales Rp es

F-racional, denormnado locus F—mczonal es abnerto en la topologla de
Zariski. * - ;

Este resultado ha sido demostrado para algebras reducidas finitamente
generadas sobre una anillo local, pero atin permanece abierto para el caso
en el que R es un a.mllo excelente. El resultado es el siguiente:

Teorema 14. Sea R un dlgebra reducida de caracteristica prima, y fini-
tamente generada sobre una anillo local excelente. Entonces, el Iocus
F-racional es abierto en la topologia de Zatiski.

La prueba de este teorema exige recursos muy avanzados. La prueba de-
pende del teorema de dualidad local de Grothendieck, del dificil teorema
de desingularizacion de Ogoma—Popescu—Splvakovsky (10, 11, 9] y del
resultado que afirma que si R y S son anillos localmente excelentes, y R
es F-racional, entonces, de existir @ :' R — S, un homomorfismo suave
(smooth), S también es F-racional, (ver [12]).
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