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Sobre un Problema Semilineal Eliptico
con Resonancia

MARIO ZULUAGA URIBE*

1. Introduccién

En este articulo estudiaremos el siguiente problema eliptico:

Au+ Au + g(u)
P(A,, h) { w(¢)

donde © C R es un dominio abierto y acotado con frontera suave, \,
es un valor propio de —A, g es una funcién real y h € L*(Q).

h sobre Q,
0 sobre 911,

Después del articulo de Landesman y Lazer [19], el problema ha sido
intensamente 1nvest|ga.do en varias direcciones. Para el caso en que )\, es
un valor propio simple dirijase el lector a (1, 3], (8, 11}, [13, 16], [22, 25],
[29], [31, 32] y las referencias que alli se encuentran. Para el caso en el
que ), es no simple, ver [4, 6], [9], [28] y sus referencias.

Es comiin en la literatura sobre estos problemas distinguir los siguientes
casos:
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1. g(t) — a4 sit — too y (ay,a-) # (0,0).

Este es el caso considerado por Landesman-Lazer.

2. g(t) =2 0si|tj] 200y
t
/ g(s) ds — +oo, si |t| — oo.
0.
Este caso fue considerado en [1, 27].

T -
3. ges T— periddica y [ g(s) ds =0.
3 « 0 . ) . RS
Este caso fue considerado en [29].

4. g acotada, A\, + ¢'(8) < const < A,4; ¥y A, un valor propio simple.

Este caso fue considerado en {2, 31].

5. g(t) > 0si|t|] 200y
]
/ g(s) ds — B, si |t| — oo.-
()

Este caso es conoc1do como resonancia fuerte,’y ha, sido considerado
en [4, 6]. -

La cond1c1on 5 implica una condicién de compacidad que ha sido in-
troducida por Cerami en [7); ésta fue usada para probar un: teorema
de minimax, Teorema 2.3 de-[4].. ‘Desde el punto de vista de la Teoria
de Morse el problema de la resonancia fuerte ha sido estudiado en [6],
"donde la condicidn 5. 1mpone restriciones tecmcas sobre el opera,dor de
Nemytska deﬁmdo por g. Ver la’ condlcxon % “alli.

En este artlculo se tratara el caso en el que X, ‘es-un valor pl‘OplO no sim-
ple, como también el caso en que silo es. Este ca.so amerita un tratamiento
apa.rte no obstante ser el mas facxl
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2. Notaciones y preliminares

2.1. El Operador —A

Es bien conocido (ver 112]) que —A : D(—-A) C L*(Q) —» L*Q), donde
D(—A) = H**(Q) N Hy*(R), es un operador lineal, autoadjunto y biyec-
tivo con valores propios 0 < A; < A; < ... También (—A)~! es un ope-
rador bien definido de L?(Q2) sobre D(—A); ademés es completamente
continuo y satisface:

a) (—-A)7L*(Q)] C H**(Q) N Hy*(N), para todo p > 2.
b) [(=4)7" fllap < &l fllza(e), para todo f € LP(Q).
) (=) z2@) = 5
d) —(A+),) es inyectivo sobre E(A,)* y satisfack a) y b), donde E(),)
es el subespacio generado por las funciones propias asociadas a A,,.
2.2. Soluciones de P(\,,h)
u € L*(R) es una solucién de P(\,, k) si y solo si
u=(=A)"(Aau+ g(u) — h). )

Puesto que (—A)~! es completamente continuo, entonces el lado derecho
de (1) define un operador completamente continuo.

2.3. El Método de Liapunov-Schmidt

Sea E();) el subespacio generado por las funciones propias asociadas a
Aj- Sea X = @}, E();). Supondremos que dim X = R, dim(A\,) = S
y denotaremos Y = X* sobre L*(?). Es claro que Hé'z(ﬂ) = X@Y,
y entonces es claro que u € Hy?(2) la podemos escribir en la forma
u=z+y,conz€Xyy€Y. Sean Py Q las proyecciones sobre X y
Y respectivamente. Aplicamos P y Q a (1) y obtenemos

z = P(~A)(Az +g(z + y) — k) )
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y
y = Q(—A) " (Ay + g(z +y) — h). 3)

Para cada z € X, fijo, resolvemos la ecuacién (3). La solucién y €
Y obtenida, la cual depende de = y A, la remplaza.mos en (2) Ahora
tenemos una ecuacién en z, y vemos que z la resuelve si y solo si z+y(z, k)
es una solucién de P(A,, h).

3. Resultados principales
Aqui supondremos que g € C?, acotada y g(0) = 0.

Teorema 1. Supongamos que g satisface las siguientes condiciones:

(H.1) |g(u) — g(v)| € kju —v], u,v €R tal que k + An < Any1-
(H.2) m; + ¢'(0) # 0 para todos = 1,2,...,n, donde m; = (An — Aj)-

Entonces, existe a > 0 tal que si ||k|jz2a@) < @, P(An,h) tiene una
solucion.

Demostraciéon. Por (H.1) es ficil ver que para z € X, fijo,y h €
L’(Q) el lado derecho de (3) es una contraccion; entonces existe una
tinica solucién T'(z, k) € Y de (3).

Es bien conocido (ver por ejemplo [31]) que T : X x L*() — Y es
continua, y si g es diferenciable entonces T(z,h) lo es, y ademas, si
¢(0) = 0 entonces T(0,0) = 0. Remplazamos T'(z, h) en (2) y vemos que
nuestro problema se reduce a hallar soluciones del problema

z = P(=08)(Aaz + g(z + T(z, b)) - h). ®

Sea z = 2 o, donded; denota la funcién propla. asociada a Ax. En-
tonces, molver 4) eqmva.le a resolver el sistema

hi= [ho; = (O —A)a,+/g(z+:r(z ",
i = m,a_,+I‘,(a,h),

()

186



3 =12,...,R, donde Tj(a,h) = [g(x + T(z,k))¢;. De ahora en ade-
A :

lante identificaremos a = (a;,...agr) con z € X.

Podemos reescribir (5) en la forma

h =T (a,h) + M(a), (6)
donde h = (hy,...,hg),I' = (Ty,...,Tp), M es la matriz diagonal
[m1,ma,...,mu_1,0,0,...] con R— S entradas no nulas sobre la diagonal
de M.

Si llamamos F(a,h) = T'(a,h) + M(a) — k entonces F(0,0) =0y
F3(0,0) = M +T17(0,0). Por (H.2) concluimos que F”,(0,0) es un home-
omorfismo de IR® sobre si mismo. El teorema de la funcién implicita nos

dice que existe una vecindad abierta U de h = 0 y una funcién continua
¢ : U — RP tales que '

h = D(4(h), k) + M(4(h). (1)

Sea a > 0 tal que B(0,a) C U C L*(Q). Por (7) vemos que si ||A||L2q) <
a, P()A,, k) tiene una solucién.

Comentario 1. Elcaso A\, = A, es el mds simple, y ha sido ampliamente

tratado en la literatura aun para valores propios distintos del primero,

pero siempre para el caso de valores propios simples. En este caso es

claro que M = 0. Vemos que para a = iglf? I(a,h) y b = sup I'(a, h),
@ o

el problema P()y,h) tiene solucién si b = [ he¢, € (a,0), y P(A1,k) no
Q

tiene solucién si h ¢ [a,b]. Este caso fue considerado en [31, 2].

En la seccién 4 volveremos sobre el caso ),, donde se dari un resultado
general.

4. Soluciones no nulas
El primer resultado es el siguiente
Teorema 2. Supongamos que g satisface (H1) y
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(H.3) ¢'(0) > 0.

(H4) mj>2,j=1,...,n—1,n>2.

(H.5) dimE(),) es impar.

Entonces P()\,,0) tiene, por lo menos, una solucién no nula.
Demostracnon Como en el teorema 1, las soluciones de P(),) son de
la forma z + T'(z,0), donde ¢ = 2 ardr = a = (ay,...,ar) satisface

(7) para h = 0.
De (H.3) y (H.4) obtenemos

ind [—(T + M),0] = +1, (8)
donde ind[f,0] = dp(f, B(0, ¢€),0] para todo € > 0 y pequefio; dp denota
el grado de Brouwer, el cual es 1 si dim X es par y —1 si dim X es impar.

Ahora, puesto que g es acotada, I' + M — I es asintticamente lineal a
M —1I. Por (H.4) vemos que 1 no es un valor propio de M — I. Entonces

dp[—(T + M), B(0,r),0] = (-1)*-S = F1, (9)

sir es suficientemente grande (ver [18], p. 105).

Por (8), (9) vy la propleda.d de la descomposicién del dominio del grado
de Brouwer, existe ap € RE, a # 0, tal que ap +T(ao, 0) es una solucién

no nula de P(\,,0).

Ejemplo 3. u” + n®u + sinu = 0,u(0) = u(r) = 0,n > 2 tiene, por lo
menos, una solucién no nula.

Los siguientes teoremas se enunciaran sin pruebas, advirtiendo que ellas
siguen los misinos principios del teorema 2.

Teorema 4. Supongamos que g satisface (H.1) y:

(H.8) ¢'(0) < —my.
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(H.7) Existe d > 0 tal:que para.}jhllz2@) 2 d,
R
L f { -+ I : 20
E(fo) (from)
¥ Pg(u) #0. |

(H.8) dim X es impar.
Entonces P(),,0) tiene,por lo menos, una solucién no nula.

Comentario 2. La condicién (H.7) se satisface si, por ejemplo, para
'J:“ ::(8) > d el Operator de Nemytski definido por g es g(u) ﬁ“;ﬁ-m_,
u 1

Teorema 5. Supongames que g satisface las condiciones (H.1), (H.5),
(H.7) y también . :

(H.9) ¢'(0)<0.
(H.10) ¢'(0) + m; >0 para j =1,2,...,n—1.
Entonces P(/\m 0) tiehe, por o menos, 'una sdldkcio'nrho: nula.

Teorema 6. Supongamos que g satisface las cond1czones (H 1), (H 2),
como tamb:en

(H.11) Existec > 0 y una no nula (ay,,...,ar) € RS ta}w que una de
las slgmentes pos:bzbdades se satisface:

a) ): / a;9(u)d; =0, s fullusoy = .

’3”()

b) 3 [ asa(u)s < 0, si fullowey = <.

j:ﬂ Q

c) Z/a,g(u)d;, >0, s ﬂuﬂpm) =c.

=naq

Entonces P(\,,0) tiene, por lo menos, una solucién no nula.
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5. El caso de un valor propio simple

En esta seccion se consideraré el caso An = ,\1:; Este caso puede exten-
derse al caso de un valor propio simple distinto del primero.

El siguiente Teorema constituye una generalizacion del caso considerado
en [2]. Las hipétesis son ampliamente debilitadas. El Teorema principal
es: . , ,

Teorema 7. sea g una funcién continua y acotada y sea h € L*(1). En-
tonces, existen dos intervalos [M,N] G [a, b] tales que siéfhtﬁl € (M,N)

el problema P(\,h) tiene una solucidn, 'y si [héy ¢ [a,b] entonces
a aton

P()\, k) no tiene solucion.

Demostracién. Sélo se dard una idea de‘la prueba. En este caso
X = {t$1,t € R} y existe R > 0 tal que para todo z € X

dLS[I - Q(_A)-l(’\l‘ + g(z + ) - h)a B(O,R),‘O] =1L

Otra aplicacién de la Teoria de Leray—Schauder nos dice que si tomamos
a z = t¢$, como parametro, y usamos el Teorema Fundamental de [20] o
el Corolario 10 de [26] (capitulo V) entonces para cada M > 0 existe un
conjunto maximal conexo Sy de soluciones (t¢,, T'(t$1)) C [-M, M]xY
de (3). Ahora, podemos dar un orden sobre C = {Sy,M € R*} en
la siguiente forma: Sy < Sy si M < N y ||flli2@ < llgllez) para
todo f € QSm v g € QSN. Este otden estd bien definido, ya que Sp
es maximal. Puesto que [|QSp|lz3q) < R para todo P, entonces toda
cadena en C es acotada. Por el Lema de Zorn, C tiene un elemento

maximal S. Sea S = {t¢, + T(t¢1), t € R}, donde T': X — 2¥.
Remplazamos T(z) en (2), y P(A;, k) tiene una solucién si y sélo si

/ hé € / 9(z+T(z)) =T(t)
Q Q

para algin z = t¢,. Es claro que {(#,['(t))} es conexo. Definimos
M = iél‘le"(t), N = supI(t), y también a = inf [g(u)d, y b =
t

R wel?(0)Q
sup [g(u)dr.
wel3()Q
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