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El concepto de "pliegue" de Una transformaci6n polinomial aparece
en (1) tratado de una manera muy intuitiva a través de ejemplos,
pero sin dar una definición formal. En este articulo tratamos de
explorar, generalizar y formalizar este concepto.
En 1a primera parte se presentan varios ejemplos de funciones
reales a manera de motivaci6n. En la segunda parte formalizamos el
concepto de pliegue para funciones reales de variable real y lo
comparamos con otros conceptos similares: punto critico, máximos y
minimos relativos, inyectividad local y lo que llamaremos puntos de
pegamiento. Estos conceptos no coinciden para funéiones reales, aun
colocando condiciones de diferenciabilidad.
En la tercera sección se formaliza el concepto de peqamiento,
análogo al de plieque pero válido en cualquier espacio topológico,
y se demuestra que, para funciones analiticas del plano complejo,
tener un punto de pegamiento' es, equivalente a tener un punto
critico,y equivalen~ asimismo a no ser localmente inyectiva, con
lo cual se comprueba que una funci6n, anal1tica y no localmente
inyectiva en un punto actúa, cerca de ese punto, muy parecido a
como actúa f(Z):ZD alrededor de o: divide vecindades en n partes y
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La forma usual de representar gráficamente una funci6n f:.-->. es
en un plano cartesiano, lo que constituye una manera muy práctica
y tradicional de conocer propiedades importantes de la funci6n.
Sin embargo, teniendo en cuenta que una funci6n hace una
"transformación" del dominio (que puede ser dejarlo igual .i se
trata de la funci6n idéntica), resulta interesante hacer otra tipo
de representaci6n, que llamaremos biespacial y que tiene la ventaja
de que ayuda a visualizar y entender la idea de la deformaci6n del
espacio, es decir permite "ver" lo que hace f a la recta real (o a
un subconjunto de ella), "ver" cuU es el efecto geométrico de f
sobre. (o sobre un subconjunto de • ).
Sin más explicaciones por ahora, veamos algunos ejemplos:

FUNCION REPRESENTACION GRAFICA
FORMA USUAL FORMA BIESPACIAL

1) f(x)=x "/ ':(.

• IR¡/ X

a fR.

f no transforma la recta,
la deja igual.

2)
~f(x) = k

k constante
l(

~~o

~ a\<.

f transforma la recta en
un punto.



3)
f(x)=ax
con a=1/3

4)
f(x)=-2x+l -2. -J o Y-z J 7. 3

, , " I '

~~I

/ I r\---·~--~.,
f hace un "estiramiento"
de la recta junto con una
reflexión respecto al
punto 1/3

En los ejemplos 3 y 4, desde un punto de vista topológico la recta
no sufre transformación; el cambio se da desde un punto de vista
euclidiano. Asi, en el ejemplo 4, f([-1,2])=[-3,3] Y en general un
intervalo de longitud L lo transforma en uno de longitud 2L y lo
"vol tea" mediante - una reflexión respecto al punto 1/3 (o
equivalentemente mediante una rotación de 180 grados alrededor del
punto 1/3). La recta toda se estira como si fuera de caucho, pero
dejando fijo el punto 1/3, y luego gira 180 grados alreded~r del
punto fijo 1/3.

Inspirándose en los ejemplos anterior~s, ¿cómo se describir!a en
general el efecto geom~trico de una transformación de la forma f(x)
= ax + b ?
(Sugerencia: considere 4 casos: a=O, 0<1&1<1, lal>l; lal~ 1)



5)

1

, t (x) = x+ 1,

si x ~ 2;

I f(x)= -x+3,I si .>2.

1 .••. -

FORMA USUAL

'j ,

FORMA BIESPACIAL

-1 o j, Z :~, ,

-7 -J o J l ,
I , , , -1--.

o

1) f "rompe" la recta en el punto 2.
2) La semirecta que queda a la izquierda la desplaza una uni-

dad a la derecha (quedando su origen en 3).
3) La semirecta (sin el origen 2) que queda a la derecha, 16
refleja respecto al origen y luego la desplaza 3 unidades
haci~ la derecha (quedando su origen "hueco" en 1).
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11. FOR:A~ USU~~-=:-·~~ I ESF:'\CIAL

/16) :11 _
)¡ f(x)= x-2, I .~ -~ .j o 1 ,. :3

[!;~=:~.:I --t 'r I(~\\~~
_-1

1) f "rompe" la recta en el punto l.
2) La semirecta que queda a la izquierda, sin incluir el ~rigen
1, la desplaza 2 unidades hacia la izquierda.
3) La semirecta que queda a la derecha, la convierte en el



7) f(x)=

Ixl + 1

f "dobla" la recta por el punto f(O)=l, transformAndola en una
semirecta; f tiene un "plieque" en el punto 0.-

8) f(x)=

x2 + 1 o j 2 a 4. ,---4-__ \
\, " \'---:,¡ '... '~

\ '-. , .-
(

Topo16qicamente el espacio resultante en los dos últimos ejemplos
después de aplicar f es el mismo (una semirecta), aunque en el
ejemplo 8, f ademAs de "doblar" o "pleqar" la recta por el oriqen

-La nomenclatura es anAloqa a la de extremos relativos, se
dice: f tiene un m1nimimo (plieque) en x y el m1nimo (punto de
plieque) es f(x)=y.



haee una contracci6n en el intervalo (-1,1) y un estiramiento
fuera de él.

-J o 1 ~ lo
• I O.

-....... - _0- .• ,yJl-~-- --~-..L )

R~PRESEKTACION GRAPICA
FORMA USUAL

10)
f(x)= sen x

FORMA BIES' CIAL
-trh o 1T'f'2,.

I

C···
)C¿ :>

•••:=J
I-J. o J.

f hace infinitos "plec¡amientos",' pero siempre en -1 y 1, luec¡o
tiene dos puntos de pliec¡ue: -1 y l.



FUNCION REPRESENTACION GRAFICA
FORMA USUAL FORMA BIESPACIAL

ll} 'j L\ -3 -2 -J " j 2 3 "fiX}: , I

I
,

(X /4) - 2x2
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observando los 6ltimos ejemplos de la sección anterior nos damos
cuenta de que el concepto de pliegue est' muy relacionado con el
de extremo relativo. Recordemos, pues, lo que se entiende por
extremo relativo de una funci6n de variable real.

Definición 1: Sean A~ y f:A------>I:
1) Se dice que f tiene un mAximo relativo en aeA, si existe una
vecindad de a, U. tal que f(x)d(a) para todo xeU•• En este caso
f(a) se dice un m'ximo relativo de f.

2) Se dice que f tiene un minimo relativo en aeA si existe una
vecindad de a,U. tal que f(a)~f(x) para todo xeU•. En este caso
fea) se dice un minimo relativo de f.

3) Se dice que f tiene un extremo relativo en aeA si f tiene un
máximo o un mlnimo relativo en a. En este caso fea) se dice un
extremo relativo de f.

Según la definición
1, una función como
la de la figura A
tiene extremos
relativos en aO' al'
a4' a5,a"a7 y todos
los puntos del
intervalo (a2,a3].
Para nuestra defini-
ción formal de
"pliegue" queremos
considerar 6-
nicamente los que se
producen en los
puntos ali a4 y aS;



Definici6n 2: Sean AI:Jl y f:A--->. continua. Diremos que f
tiene un pliegue en aEA si exist.e un intervalo abierto (b,c)
alrededor de a ( e. decir con a.(b,c» tal que se tiene ~lguna
de las siguiente. do. condiciones :

1) f(x) < fea) para todo x E (b,c), x _ a
2) fea) < f(x) para todo x E (b,c), x _ a
En este caso fea) se dice un punto de pliegue de f.

De las definiciones 1 y 2 se deducen ficilmente las siguientes
afirmaciones:

Afirmaci6n 1: Todo punto de pliegue es un extremo relativo, pero
el reciproco no se tiene .•

Por ejemplo en la figura A, f(aa), f(al)' fea,) y f(al) son
extremos relativos que no son puntos de pliegues. Teniendo en
cuenta la afirmaci6n 1, y recordando ademis que los extremos
relativos de una ..funci6n se encuentran en los llamados puntos
criticos (es decir puntos en donde la derivada es cero o no
existe), y que si a es un punto critico definido, fea) se llama
un valor critico, podemos escribir:

Afirmaci6n 2: Si fea) es un punto de pliegue de f entonces fea)
es un valor critico de f ••

Nuevamente el reciproco no se cumple: En la figura A hay varios
valores criticos que no son puntos de pliegue. otro ejemplo se
encuentra en f(x)=x3, para la cual O es un valor critico que no
es punto de pliegue (tampoco es extremo relativo).



Afirmación 3: Una transformación polinomial f::R:---:R de grado
n, produce a lo más n-l pliegues

Demostración: f es de la forma f(x)=aO+alx+" .+a1x·, (al no nulo)
Por la afirmación 2, y teniendo en cuenta que f es derivable en
todo:R, podemos decir que los valores de x que son transformados
en puntos de pliegue son soluciones de la ecuación f'(x)=O, o
sea de

al+2alx+•..+n••xI"¡ = O,
Y sabemos que esta ecuación tiene a 10 mis n-l soluciones. _

Veamos ahora otra condición suficiente para la existencia de
puntos de pliegue.

Afirmación 4: Sean ACl y f:A------>:R continua. Si existen aeA y
un intervalo abierto (b,c)~ con b<a<c, y tales que
i) f[b/a] = f[a,c];
ii) f es uno a uno en [b,a]
entonces f(a) es un punto de

y en [a,c],
pliegue de f.

es uno a uno en [b,a] y además continua,
estrictamente creciente o estrictamenteentonces f debe ser

decreciente en [b,a].
Supongamos que f es estrictamente creciente en [b,a]; como f
también es inyectiva en [a,e] y adem's f[b,a] = f[a,c], entonces
f debe ser estrictamente decreciente en [a,c]. Asl, dado

primer caso se tiene f(x)<f(a) (por ser f creciente en [b,_]), y
en el segundo caso también f(x)<f(a), (por ser f decreciente en
[a,e]). Luego el intervalo dado (b,c) es una vecindad de a tal

pliegue de f según la definición 2.
La demostración es análoga si f es estrictamente decreciente en
[b,a]. _



Figura B: Función con un pliegue que no cumple las
condiciones de la afirmación 4.

Las condiciones de la afirmaci6n 4, son ideales para denominar al
punto fea) punto de pliegue, ya que significan que f "pega"
puntos de [b,a] con puntos de [a,e], pero el reclproco d.• la
afirmación 4 no se cumple. Obs' •..ve.e la función .ugerida en la
figura B. Sin embargo, colocando condiciones muy d'biles .obre
derivabilidad podemos obtener una equivalencia.

Afirmaci6n 5: Sean "Adl;f:A ----->t, diferenciable y con derivada
continua en A, a un punto interior de A, y U. una vecindad de a
tal que f'(x). no es O para ning(in x en u.-{a}. Entonces fea) es
un punto de pliegue de f si, y solo si, existe (b,c)c;A con
b<a<c y tal que

i) f[b,a] = f[a,e];
ii) f es uno a uno en [b,a] y en [a,e].

Demostración: -)Ya se demostró en la afirmaei6n 4.
-) Si fea) es un punto de pliegue de f, existe un intervalo (p,q)
tal que ae(p,q) y, por ejemplo, f(x)<f(a) para todo XE(p,q), con
x diferente de a. Por las condiciones de la afirmaei6n, podemos



suponer que, además, para todo xe(p,q) con x diferente de a se
tiene que f'(x) no es O.
No pueden existir xi y x2 en (p,a) tales que f'(xl) y f'(x2)
tengan signos contrarios, pues entonces, por ser f' continua en
A, entre xi y x2 deber1a existir x con fl(X}=O, que contradice la
hipótesis. As1, f' siempre es positiva o negativa en (p,.), y

como f(a) es máximo, entonces f es estrictamente creciente en
(p, a) •

Anál09amente se prueba que f es estrictamente decreciente en
(a,q). Se tiene que f es estrictamente creciente en [p,a] y
estrictamente decreciente en [a,q].
Por lo tanto f no es inyectiva en [p,q], es decir existen
b,ce[p,q], con f(b)=f(c) y psb<a<csq. Es claro que
f[b,a]=f[a,c], y que f es inyectiva en [b,aIy en [a,c]. _

La siguiente afirmación es consecuencia de un teorema que aparece
en [2], pág.504, Y proporciona también, bajo ciertas condiciones,
una caracterización de los puntos de pliegue.

Afirmación 6. Sean AQl,f:A---->. ya un punto interior de A para
el cual existe n entero positivo tal que: f'(a)= ... =f(n-l)(a)=O 1
f\::)(a),.O. Entonces f(a) es punto de pliegue de f si y solo si n
es par. _

Obsérvese que si n es par, las condiciones del teorema garantizan
que f es continua en una vecindad de a.

Introducimos ahora un nuevoconeepto que usaremos después para
dar una condición necesaria (pero no suficiente) para que una

función tenga pliegue en un punto "determinado.

Definición 3: Sean X e Y espacios topológicos y f:X ---->Y
continua; f se dice localmente inyectiva en xOex si existe una
vecindad V de xo tál que f restrin9ida a V es inyectiva. Se
dice que f es localmente inyectiva (en X), si es localmente

inyectiva en cada xeX.



Afirmaci6n 7 Sea AcR, A abierto y f :A--->. continua. Si f
tiene un punto de pliegue en aeA, entonces f no es localmente in-
yectiva en a.

Demostraci6n: Sí f es
localmente inyectiva en a,
como A es abierto podemos
afirmar que existe un
intervalo abierto (b,C)E;A tal

que ae(b,c) y f restringida a
(b,c) es inyectiva.
Como f es continua e inyectiva
en (b,c), entonces
necesariamente f es estric-
tamente creciente o
estrictamente decreciente en
(b,c); por lo tanto, f no
tiene extremo relativo en a, y
usando la Afirmaci6n 1 podemos
concluir que f no tiene punto
de pliegue en a, lo que contradice

Figura C: En a f no es
localmente inyectiva ni tiene
punto de pliegue.

En la figura C se puede apreciar un ejemplo que muestra que el
rec1proco de la 'afirmaci6n 7 no se cumple.



La forma biespacial de representar una funci6n f:I.:---->1.
corresponde a la forma usual de represen.tar funcion •• de r en
.2, o equivalentemente, del plano complejo en el plano c~lejo
(varios ejemplos se pueden encontrar en [1] p.p 50, [4] p.p 206-
212 Y [5] ).

Veamos un ejemplo de una funci6n que "dobla" el plano a 10 largo
de dos rectas: Sea F definida por

F (xl'x2)=((8/5 )Xl'-(36/5) x12+ ( 48/5) xl' x2).
Si consideramos cada una de las dos funciones coordenada. como

y, el plano no sufre ninguna deformaci6n (por tratarse de la
función idéntica, f2(x2)=x2)' mientras que a lo largo del eje x el
plano se deforma según la transformación polinomial

fl (Xl)=(8/5)xl3-(36/S)x¡2+(48/5)xl •

Ahora bien, es fácil verificar que fl tiene dos puntos de
pliegue, 16/5 y 4 (los cuales se producen en xl=2 y xl=l respec-
tivamente); luego-una representación biespacial de F seria
aproximadamente como la de la figura D.
Asi, en este caso hablarlamos de "rectas de pliegue" en vez de
puntos de pliegue, y naturalmente surgen varias preguntas. Por
ejemplo: ¿Cuál seria una definición formal de "recta de pliegue",
o de "curva de pliegue"? ¿Se podrla generalizar el concepto de
"p1iegue" para una función continua, f :I.IL.-->I.n ? l.O mas aCin,
para una función continua f:X-->X, donde X es un espacio
topológico cualquiera? Enseguida intentamos responder someramente
algunas de estas inquietudes.
La definición que proponemos para "punto de pliegue" para una
función de variable real (Definición 2) hace uso del orden
(usual) en., 10 cual no permite generalizarla, por ejemplo, para



"Xa4
1
1
I
I
1
1

el caso del plano complejo. En este sentido seria mejor tomar la
afirmaci6n 4 como punto de partida para la definici6n de otro
concepto que, en realidad, no seria exactamente el mismo
de"plieque" (pues, como se vio, no son equivalentes) y que
llamaremos entonces "punto de peqamiento". Para esto introducimos
primero un concepto que corresponde a una especie de "partici6n
topo16qica", el cual surqe al tratar de identificar lo que
observamos de común en los casos real y complejo.

Definici6n 4. Sea X un espacio topo16qico. Llamaremos una
segmentaci6n de X a una col ecci6n {~}i~l de subconjuntos de X
tales que:
i )int(~) ••_ para todo iEI;
ii) int(~)nAj=_ para todo par i••j;
iii) cl (uAi)i~I=X



(aqui int(A) y cl (A) denotan el interior y la clausura de A
respectivamente (ver figura E».

Asi por ejemplo, el conjunto de intervalos de la forma (n,n+l],
con n entero, forma una segmentación de la recta real; los reales
positivos y los reales negativos forman otra. Si a<b<c son
reales, los intervalos (a,b] y [b,e] forman una segmentación de
[a,e]. Una reeta segmenta el plano en des regiones, y si n ~ectas
se cortan en un punto se forman 2n rec¡iones que segmentan el
plano.

A partir
segmentación
siguiente
Definición 5. Sean X, Y espacios
topológicos y f:X--Y contin"a, n
entero mayor que l. Diremos que f tiene
un pegamiento de orden n en aEX si
para toda vecindad V. de a, e.isten
otra vecindad U.c:V.y una segmentación

de U. con n subconjuntos Al' A2, ••• , Au tales que:
i)aEcl(Al)ncl(A2)n ... ncl(An);
ii)f(int(Ai»=f(int(Aj» para todo par i,j;
iii) f es inyectiva en A¡ para cada i=1,2, ...,n.
Diremos además que f(a) es punto de pegamiento de f.

1
Figura E

Nota. Obsérvese que, como dijimos anteriormente, esta definición
no coincide con la definición que dimos para "punto de pliegue"
de una función f:I-->. (Definición 2); en este caso, y según la
afirmación 4, ser punto de pegamiento de orden 2 implica ser
punto de pliegue, pero no reciprocamente (ver Figura B).

Según la definición 5, para la función del último ejemplo todos
los puntos de las rectas x=16/5 y x=4 son puntos de pegamiento.
Obsérvese que para cada punto basta una segmentación de orden 2
(ver Figura F).



Un ejemplo muy importante es la
funci6n de variable compleja ~
f(Z)=zll donde n es un entero,

n~2. Se sabe que f mul tiplica
por n el 'ac¡ulo entre dos
complejos no nulos; si tomamos
por ejemplo los complejos no

nulos con 'n9\&lo entre O y "'/n,
al aplicarles f las im'c¡enes
llenan medio plano (ver Fic¡ura
a). Esto nos indica que en z=O
la función tiene un punto de
pegoamiento de orden n. Trazando Fic¡ura F

a partir del origen n
semi rectas con 'ngulo entre
ellas de 2x/n, una
seqmen tac i6napropiada se
obtiene cuando se escoje una
bola con radio suficientemente
pequefio y se interseca con los
interiores de las regiones
formadas entre las semirectas.
La siguiente af.irmaci6n se
usará más adelante: .

Afirmación 8. Sean f:X---->y un
homeomorfismo y g:Y---->Z con

'Figura a
un punto de pegamiento de orden
n en f(a); entonces lafunoiÓn compu~sta
pegamiento de orden n en a.

, ,
íA A,','\ z:, ,

'.... ..'

Demostraci6n: Se. Va vecindad de a; entonces f(Va) es vecinclad de
f (a) , y por hip6teais existen Ufla) ot ra vecindad de f (a)
contenida en f(Va), y una segmentaci6n de Ufla) con n subconjuntos
Al' A2,••• ,Aa que satisfacen para 9 las condicione. de la



Definición 5. Adem'~ tenemos que la imagen reclproca bajo f de
Uqa¡ es una vecindad de a contenida en Va 'J tal que fol(A1), ••• ,
f-!(A¡¡) forman una segmentación de ella que satisface para gof las
condiciones de la definición 5 .•

Veamos ahora dos afirmaciones, en cada una de las cuales se
establece una condición necesaria para que una función coqtinua
tenga punto de pegamiento en un determinado punto del d0"tinio.
Para la Afirmación 9.e debe recordar el concepto de flfJlción
localmente inyectiva que introdujimos en la Definición 3.

Afirmación 9. Sean X,Y espacios topológicos, f:X->Y continua y
aEX. Si f tiene punto de pegamiento en a entonces f no e.
localmente inyectiva en;a.

Demostración: Si f(a) es punto de pegamiento y suponemos que f ••
localmente inyecUva en a, entonces existe V. vecindad de ata}
que f es inyectiva en VI; pero por hipótesis existen U.' una
vecindad de a contenida en VI' y {Al,A2, .•• ,Aa}, una segmentación
de U,, que satisfacen las condiciones de la definción 5. ~de_s
tenemos los siguientes hechos: para cada i, int(A¡)e: cl (A¡,).: U.e:
Va' int(A¡,)";' para cada par hj int<A¡,)nint('"1)=_' y
f(int(A¡,»=f(int(Aj»; todo lo anterior permite concluir que f no

es inyectiva en V.'.
Nota. Un ejemplo muy simple que muestra que el reclproco de la
afirmación 9 no se cumple consiste en tomar en calidad de X un
conjunto con al menos dos elem,entos, dotado de la topologla
trivial, y f :X-->X cualquier func:ión constante. Entonces es
fácil ver qUe f no es loc:almente inyeqtiva en ningún punto J que
no tiene puntos de pegamiento.

Las afirmaciones 5 y 6 dan condiciones de difereneiabilidact para
que en funciones reales los conceptos de punto de pliegue y punto
de pegamiento coincidan. Es entonces natural esperar re.ul tactos
interesantes cuando ponemos en juego la diferenciabilidad en



funciones de varias variables. El siguiente resultad~ se refi~re
al caso particular de funciones de varias variables continuamente
diferenciables, y es consecuencia inmediata de la afirmaci6n 9 y
del conocido Teorema de la función inversa ([3], p'g.451).

Afirmaci6n 10. Sea f:R'l-->r continuamente diferenciable. Si
fea) es punto de pegamiento, entonces el determinante jacobiano
de f en a es igual a cero. _

Nuevamente un ejemplo muy simple muestra que el reclproco de la
afirmaci6n 10 no se cumple, pues basta tomar la funci6n de
variable real f(x)=x3 en el punto a=O.

Finalmente, presentamos dos resul tados relativos a funciones de
variable compleja, en donde todo, como es costumbre, funciona muy
bien:

Afirmación 11. Si f es una función del plano complejo en el plano
complejo, anaatica en ze y tal que f'(ze)=...=f(n-l)(zo)=O y
f(lI)(ze)"Opara algún entero positivo n1;2, entonces f tiene un
pegamiento de orden n en zo.

Demostración: Podemos suponer sin perder generalidad que .0=0 y
que f(za)=O. Como f es anaatica en ze y .0 es un cero de orden n,
entonces f(z)=zug(z) donde 9 es una funci6n anaatica y tal que
9(Z)"0 para todo z en alguna vecindad de O ([5],p6g.167). ~hora,
es claro que f(z)= (zh(z»U, donde

h(z)=exp«ln q(z»/n).
Tal h( z) existe en una vecindad de O por ser q( z)"0 en dicha
vecindad, y adem6s se cumple que la función Ih(.) es, en una
vecindad de O, inyectiva, puesto que 'la derivada de zh(.) es no
nula en O; adem6s, Ih(z) es abierta por ser analltica.
Tenemos entonces que fez) se puede ver en una vecindad de O como
la compuesta entre una función biyectiva y bicontinua ( Ih(z) ) y
la funci6n zU, que en dicho punto posee un pegamiento de orden n;
esto, por la afirmación 8, termina la prueba. _



Afirmación 12. Si f es una funci6n del plano complejo en el plano
complejo, ana11tica en Zo y localmente inyectiva en zc' entonces
f' (zC),.O. •

Este resultado es el rec1?roco del teorema de la funci6n inversa
para funciones ana11ticas en el plano complejo, y motiva la
siguiente

Pregunta:¿Qué condiciones se necesitan
teorema de la funci6n inversa
di ferenciabl es de Jl2 en .2?

para que el rec1proco del
se cumpla en funciones
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