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ESTRUCTURA GALILEANA DEL ESPACIO-TIEMPO

GUILLERMO A. GONZALEZ V.*

RESUMEN Se presentan algunos aspectos de ls estrueturs del espacio-

‘tiempo implicita en la formulacién Newtonians de las teorfas fisicas,
identificando los elementos necesarios para ls definicién de sistemas de
referencia, distancia espacial ¢ intervalos de tiempo, asf como el procedi-
miento para relacionar las observaciones reslisadas en diferentes sistemas
de referencia.

1. INTRODUCCION

Toda teoria fisica presupone un modelo matemitico o estructure para
el espacio-tiempo, en la cual las propiedades de éste se representan me-
diante entidades matemiticas claramente definidas. Dicha estructura
constituye una caracterizacién del espacio-tiempo como un determinado
espacio matemidtico, dotado de los elementos necesarioe para definir las
entidades bésicas para la construccién de una teorfs fisica: sistemas de
referencia, distancias espaciales e intervalos de tiempo, asi como también
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un procedimiento riguroso para relacionar las observaciones realizadas en

diferentes sistemas de referencia.

En las teorias clisicas de Ia fisica, anteriores a la formulacién de la
teorfa especial de la relatividad, no se habla de estructura del espacio—
tiempo. Esta se supone implicita en el desarrollo de su formulacién
matematica; sin embargo, con el advenimiento de las teorias especial y
general de la relatividad, se hizo evidente la necesidad de expresar de
manera explicita dicha estructura como punto de partida para una for-
mulacién matemaitica consistente y completa de cualquier teoria fisica.

El propésito de este trabajo es identificar algunos de los aspectos de la
estructura matemaitica del espacio-tiempo implicitos en la formulacién
Newtoniana de la mecénica, la estruciure Galileana del espacio-tiempo,
mostrando como la aplicacién de métodos y conceptos desarrollados den-
tro del formalismo de las teorins especial y general de Ia relatividad
pueden emplearse en teorias clésicas para caracterizar la naturalesa del
espacio—tiempo de tal manera que sirva de base para comprender los cam-

bios que dichas teorias relativistas exigen en su estructura matematica.

2. EL EspPacio-TIEMPO GALILEANO

La concepcién del espacio-tiempo en la fisica Newtoniana se basa en
la suposicién de la existencia separada e independiente del espacio y del

tiempo, asumiendo que el espacio es un espacio euclidiano tridimensional
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¥y que el tiempo €8 un espacio euclidiano unidimensional. De acuerdo con
lo anterior, el espacio—tiempo puede considerarse como un espacio afin
tetradimensional M, cuyos puntos se denominan sucesosit], de tal ma-
ners que la existencia del tiempo adsoluto T permite hablar de la simul-
tancidad de dos sucesos que ocurran en diferentes lugares del espaciof?],

definiendo consecuentemente una proyeccién r : M — T.

La proyeccién » permite definir un intervalo de tiempo entre dos sucesos
a y b mediante la relacién

t(a,b) = x(b) - x(a), (1)

de tal manera que dos sucesos a y b son simulténeos cuando t(a,b) =
0. El conjunto de todos los sucesos simulténeos con un suceso dado
constituye un subespacio afin tridimensional de M, denominado espacio
de sucesos simuliéneos M;. La distancia entre sucesoe simult&éneos se

define como

#(a,b)=lla-b]|l=+\/<a-ba->b>, (2)

donde < a,b > es un producto escalar euclidiano sobre R®. Esta dis-
tancia convierte a todo espacio de sucesos simultineos M; en un espacio

euclidiano de dimensién 3.

De acuerdo con esta estructura del espacio-tiempo, tiene sentido hablar
de Ia simuitaneidad de dos sucesos que ocurran en diferentes lugares del
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espacio, pero carece de sentido considerar que dos sucesos no simultineos
a y b ocurren en el mismo lugar del espacio, en tanto no se defina un
sistema de coordenadas en el espacio-tiempo que pé.rmita especificar la
posicién en el espacio de un determinado suceso de M.

3. SISTEMAS DE COORDENADAS Y SISTEMAS DE REFERENCIA

Un sistema de coordenadast®¥ sobre el espacio-tiempo M es un homeo-

morfismo ¢ : M — R x R? definido como
o(a) = (2% 2,2%,2%) = (¢,2,9,2) , (3)

dorde el espacio coordenado R x R?® estd dotado de los siguientes ele-

mentos:

(i) Intervalo de tiempo entre dos sucesos:
dt =d2°; (4)
(ii) Distancia espacial entre sucesos simultdneos (dt = 0):
dp? = (dz')? + (da?)? + (d2®)? ; (5)
(iii) Intervalo espscio-temporel en R*:
ds? = dt? + dp? = §;;da’de | (6)

en donde i,j = 0,1,2,3 y hemos empleado el convenio de Einstein
de sumatoria sobre los indices repetidos.
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Podemos, sin embargo, considerar otro sistema de coordenadas ¢’ en
reposo con respecto al sistema original . Una particula en movimiento
con velocidad v y aceleracién a con respecto al sistema de coordenadas
¢ tendrd la misma velocidad v y s misma aceleracién a con respecto al
sistemna de coordenadas ¢/, aun cuando sus coordenadas en cada sistema
sean diferentes.

Definicién 1.. El conjunto de todos los sistemas de coordenadas en re-
Pos0 con respecto a un sistema de coordenadas determinado se denomina

Sistema de Referencia.

Definicién 2.. Un sistema de referencia en el cual una particula libre,
aislada de toda interaccién, describe un movimiento rectilfneo uniforme,

se denomina Sistema de Referencia Inercial

Evidentemente, cualquier sistema de coordenadas en un sistema de re-
ferencia es equivalente a otro pars la descripcién del movimiento de
una particula, pues su velocidad y su aceleracién serin igunales en todos
los sistemas de coordenadas de dicho sistema de referencia; igualmente,
es obvio que todos los sistemas de referencia en movimiento rectilineo
uniforme con respecto a un sistema de referencia inercial determinado
son igualmente sistemas de referencia inerciales.

Principio de Relatividad de Galileo. Todas las leyes de la mecénica,
en todos los instantes de tiempo, son Iss mismas en todos los sistemas

de referencia inerciales.
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De acuerdo con el principio de relatividad de Galileo, todas las leyes de
la mecdnica toman la misma forma, independientemente del sistema de
referencia inercial escogido para su formulacién; por lo tanto, podemos
considerar que dicho principio es una afirmacién de que las leyes de la
mecinica mantienen su forma bajo aquellas transformaciones de coorde-
nadas que llevan de un sistema de referencia inercial a otro, preservando

la estructura Galileana del espacio-tiempo.

4. TRANSFORMACIONES DE GALILEO

Una transformacién de coordenadas arbitraria es una aplicacién suave

R x R? — R x R® denotada por
2 — 2 (20,2, 2%, 2%), (1)

donde i = 0,1,2,3. Puesto que dicha transformacién debe preservar la
estructura Galileana del espacio-tiempo, es necesario que ' preserve el
intervalo espacio-temporal en R4, esto es ¥l

;2 dd = byda*ds',  i,j,k,1=0,1,2,3. (8)
Dado que d#' = gg;-da", de la expresi6én anterior se tiene que
LA I (9)

Para encontrar la forma general de ' debemoe resolver este sistema de
ecuaciones diferenciales; para ello, derivamos la expresién anterior con
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respecto a 2™, obteneniendo

8%z 8z 82 0§y

5 Gamozh 92T T 9 5% pamaak = 0 (10)

Para despejar las segundas derivadas, sumamos a esta iltima expresion la
misma, pero intercambiando k y m, y luego restamos la misma expresién

intercambiando ! y m, obteniéndose

8z o
%5 Gambar o2t =0 )

pero tanto §;; como %:-:- son matrices no-singulares, de modo que

8223

damar =0 (12)

Dado que esta ecuacién debe cumplirse para todo valor de i, k y m, se
tiene que
F=A+d, (13)

donde A‘; y @’ son constantes. Para preservar la estructura galileana del
espacio-tiempo esta transformacién debe satisfacer ademés las siguientes
condiciones:

(i) d=dt;

(ii) dp® = dp?, cuando dt = 0.

La condicién (i) implica que

A8=1,A?=Ag=Ag=0, (14)
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mientras que la condicién (ii) puede expresarse como
Soyd2°de® = S.udacdz? (15)
con a, b, ¢, d=1,2,3; lo cual implica que
SapASAL =64 . (16)

El resultado anterior significa que los A§, para a, b = 1,2,3, son los
elementos de una transformacién ortogonal O : R — R3; asi , definiendo
la matriz O como Of = Af, para a, b = 1,2,3, la condicién anterior

puede escribirse como
0TO =1, detO=1, (17)

donde la condicién adicional sobre el determinante es impuesta para
eliminar del conjunto de transformaciones las inversiones espaciales, las

cuales no preservan la orieniacién del sistema de coordenadas.

Por dltimo, para determinar completamente la transformacién, debemos
considerar el paso de un sistema de referencia inercial a otro sistema de
referencia inercial en movimiento uniforme con respecto al primero: si
una particula se encuentra en reposo en el sistema de referencia {z'},
entonces en el sistema de referencia {2¢} se moveré con velocidad cons-

tante v, donde v es la velocidad del movimiento relativo de {2'} con

respecto a {#'}.
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Asf , tendremos que d2' = da® = da® = 0, de modo que
dz* = Afdz" = A%z’ ; (18)

por lo tanto, la componente a de la velocidad de Ia particula seré

.42t _ e |
v = dt -Ao dt '’ (19)
de modo que
Al =0t (20)

Las ecuaciones (14), (17) y (20) determinan completamente el conjunto
de transformaciones buscadas, las cuales se denominan Trensformaciones

de Galileo y pueden escribirse matricialmente como

z° 1 0 0 o z0 a’
3t vt al al
2| =] 2 0¢ 2111l al (21)
33 o8 23 a

que a su vez pueden reescribirse en la forma

2°=2%+a°, (229)

2 =08a* + v*2° + a*. (22b)

Llamando 7 = a% d* = a® y ¥ = (2!, 22, 2%) se obtiene la forma usual
de las Transformaciones de Galileo:

i=t+r, (23a)
r=0r+vit+d. (23b)
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