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Yu Takeuchi ?

1 Introduccién

Es bastante comin encontrarse con sucesiones (X,, n=1,2,3,.. -} que sa-
tisfacen férmulas de recurrencia del tipo

Xn+l = f(Xn)o n=123,---, (l)

donde la funcién f que relaciona Xn4) con X, no depende directamente de .
Por ejemplo:

((1)) Xa41=a.Xnkb,cona >0,y b> 0;
((2)) Xas1=VEXa.Xn (>0, b>0);
((3)) Xasr1=a+ %, (a>0, b>0)
((4)) Xne1=0.(Xa)>2b(a>0, b>0);
((5)) Xa+1=a./TE(X,)3(0<a < 1)
((6)) Xn+1 = log(Xn +a) (a > 1);
(7)) Xas1=0.Xa+ ¥ (6> 0, b>0);
((8)) 3Xn41 =2+ (Xa)%
((9)) Xn41 = a.tan"1X, (a > 0);
((10)) Xn4a = a.e*5%» (350, 1> 0).
! Profesor Titular, Universidad Nacional de Colombia, Bogoté.
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Para investigar el comportamiento de la sucesién dada por una férmula de
recurrencia (1a convergencia o divergencia, la monotonia , 1a oscilacién, etc.),
se necesita siempre una cierta habilidad personal dificil de transmitir a otras
personas; por esta ragén se cree que resolver problemas de sucesiones es una
obra de arte. Por ejemplo, en el caso de las sucesiones dadas por las {6rmulas
((1))=((10)), el método de estudio varia para cada caso, y para cada férmula la
situacion de la sucesién no sélo depende de los valores de X, sino también de
las constantes positivas a, b incluidas en la férmula; ademas, para las férmulas
((2)),((4)) y ((10)) el tratamiento vélido para el caso “+” no sirve para el caso
“w ”

Hace algunos afios, un estudiante me preguntd si convergia la sucesién (Xa)
dada por

Xn41 = 522 + L (b > 0,un caso particular de ((7)))- (e)
n

Tuve que trabajar mucho para dar la siguiente respuesta: ante todo, obsérvese
que si X; = v/2b entonces

v2b b
Xg= —— 4 —== V2D,
L I 73

y por consiguiente la sucesién sers constante e igual a V2b.

Sea, pues, X; # v2by X1 > 0. Multiplicando cads miembro de la
igualdad (a) por 2X, obtenemos

2XaXn1 = (Xn)2 +2b;
de aquf, restando a cada miembro 2v2bX,,, resulta

2X 0 Xns1 — 2V20X0 = (Xa)? + 2b — 2V2X,,
Por lo tanto,

Xns1-V26>0 paran=1,2,3,,

o, lo que es lo mismo

X,.>\/-2—b paran > 2.

En consecuencia, si n > 2
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X.+\/'2'5_1+ 226 o1
Xo—V2b  X.—v2

¥ & partir de (b) obtenemos

(X — V2B
X,
(Xa — V252
X+ V2 + Xn — V20
(Xa — V2B?

(x.—ﬁ)(n%
X, — V20

14 Jak
<'x..—\/2'i;
141 '

es decir,
0<X,.+1—\/2_b<;-(X..—\/2_b) pama n > 2. (¢)
De aqui

0<X....1—\/2_b<%(x..- 2% <%(X._1-\/'23')<---<-2“1—_1(X3—\/ﬁ),

y por lo tanto:
im X, = V2.
B=+00

Es claro que si X; < 0 la sucesién generada por la f6rmula (a) contendrs
los mismos elementos de la anterior pero con signo negativo, asi que seri
convergente a —+/25.8

La solucién anterior es muy bonita, pero no es ficil de encontrar aun para
personas acostumbradas al manejo de sucesiones.

El objeto de la presente nota es el de establecer los criterios generales para
observar el comportamiento de las sucesiones dadas por la {6rmula de recu.~
rrencia(1) como una aplicacién del cilculo elemental, para que los estudiantes
puedan resolver ficilmente los problemas de sucesiones en forma mecdnica,
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situacién similar al caso de los problemas de miximos y minimos. En rea-
lidad los problemas de méximos y mfnimos son sumamente dificiles sin el
uso del cilculo, pero hoy en dia se convierten en simples ejercicios mecdnicos
en el curso del célculo elemental. Espero que en el futuro los problemas de
sucesiones también sean incluidos en todos los cursos elementales de cilculo
diferencial como aplicaciones ficiles y bonitas del mismo.

2 Expresiones interpretadas por las sucesiones
del tipo ((1)).

Las expresiones intuitivas con puntos suspensivos ::- son interpretadas co-
minmente por sucesiones dadas por las férmulas de recurrencia (1), y su valor
numérico seri el limite de la sucesion en caso de que éste exista.

(1) \/b - \/b - \/b,- Vb = --+. Consideremos X, dado por
.’(,,:/ -\/b-\/b—----\/; (n veces b);

entonces se tiene que

Xn41= Vb= Xa, X1=Vh.  (tipo ((2)), caso “-").
El valor de la expresion es el limite de la sucesién (X,,) si éste existe.
(ii)

a+ (fracién continua).

a+¢+

b
X = G b ————— (nvecu‘);
" o+

entonces X, satisface

x,.+1~-.-a+§: , Xy=a (tipo ((3)))-
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(i)
log(a + log(a + log(a + - -))).

Sea

X, =log(a +log(a 4 log(a + - - - + loga))) (n veces a);

entonces evidentemente se tiene

Xn+1 = log(Xn + a), X =loga (tipo ((6))).

(iv)
Sea

entonces se tiene

Xps1=0%", X;=a (tipo ((10)), caso “+").

(v)
3 tanh(3 tanh(3 tanh(3 tanh- - .))).

Sea
(X,) = 3tanh(3 tanh(3---tanh(3tanh3)))  (n veces 3);
entonces se obtiene
Xa41 =3tanh X, X =3.
El valor de la expresién esté dado por el limite

lim X,.

R=+0
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3 Criterio de convergencia I (Sucesiones Monétonas)

Vamos a estudiar la convergencia o divergencia de la sucesién (X») determi-
nada por la formula de recurrencia

Xu+1=f(xu) n= 1v213""7 (l)
donde f como funcién de variable real es derivable en un intervalo I que
satisface la condicién » A

fyel (2)

En consecuencia, si X; € I entonces X,, € I para todo n.
Si 1a sucesién (X,) converge a un limite L(€ I) entonces se debe tener (por la
continuidad de la funcién f) que

L= f(I), (3)

o sea que L es an punto fijo de la funcién f en I. Por lo tanto, es evidente
que la sucesién (X,) diverge si la funcién f no posee punto fijo en I.
Teorema 1 ( Primer criterio de convergencia).

Sea L un punto fijo de la funcién f. Entonces:

(i) Si f/(L) > 1 entonces la sucesién (X, ) dada por (1) no converge a L, a
excepcién del caso trivial X, = L.

(i) Si0 < f/(z) < 1 entonces la sucesién (X, )converge ? a L en una vecindad
delL

Demostracion:
(i) Si f/(L) > 1, entonces en una vecindad de L se tiene que
f(e)<z siz<l, (4)
(z)>z siz>L. (5)

En consecuencia, para X,, cercano a L, tenemos:

< Xp, siX,<L,
X =1 51 S0 S T

por lo tanto los términos de la sucesién (X, ) se alejan del punto L, esto
es, la sucesién (X,) no converge a L.

Decimos que (X») — L en una vecindad de L, si (X,) — L cuando X pertenece a
cierta vecindad de L.
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A y A

b
5
> Ry +
N 3
F(L5v) 7= 500
‘ L i (LaL)
— — : — —» X — —» i -— x
0 Ky, %a L Xa Xpw 0 Xpey Xa b Xn o Xae
Fig.1 Fig.2
(ii) Supongamos ahora que
0< fi(L)< 1.
En una vecindad de L tenemos:
L<f(z)<z siz>L; (6)
L>f(z)>z siz<L. (N

Luego
{L<Xn+1<Xn m‘x,;)L'

Por lo tanto, la sucesién (X,) es decreciente (creciente) y acotada por
L, si X, es mayor (menor) que L . Asi pues, la sucesién (X,) converge
en una vecindad de L. Como L es el inico posible limite de la sucesién
en una vecindad de L, entonces se debe tener que

(Xa) — L monétonamente.®

Observacién Se obtiene el mismo criterio en caso de que /(L) =04 f/(L) =
1, investigando el comportamiento de la funcién f en una vecindad de L, ya
que los resultados anteriores son consecuencia de (4),(5), (8) y (7).

(i") Caso f(L)=1.
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(a) Si f(z) < z para z < L, entonces (X,) no converge a L cuando
X < L.

(b ) Si f(z) > z para z > I, entonces (X,) no converge a L cuando
X > L.

(c) Si f(z) > z para z < L, entonces (X, ) converge a L cuando X; <
L.

(d) Si f(z) < z para z > L, entonces (X, ) converge a L cuando X; >
L.

L L L v
(@) (b) (c) d)
Fig. 3

(i’) Caso f'(L)=0.
(a) Si f(z) < L para z < L, entonces (X,) converge a L cuando

Xy < L. :
(b) Si f(z) > L para z > L, entonces (X,) converga a L cuando
X1 > L.
L L
(a) (b)

Fig. 4
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Corolario 1. Sea L un punto fijo de la funcién f. Si f(z) toma un minimo
local (0 méximo local) en L, entonces

Xu—_’L

en una vecindad de L, monétonamente a partir de Xj.
Demostracién Como f(z) tiene un minimo (o0 miximo) local en L , entonces

f(ry=o.

Supongamos que f(z) tiene un minimo local en L (Fig.5(a)); entonces, si
X3 > L se tiene que X, — L en forma decreciente (observacién anterior,
(ii’), (b)). Si X; < L entonces

X; = f{X1) > L;

por lo tanto la sucesién (X, ) tiende al limite L, en forma decreciente a partir
del segundo término X,.

De la misma forma, en caso de que f(z) tome un méximo local en L (Fig.5(b)),
entonces tenemos que (X,) tiende al limite L en forma creciente si X; < L, y
{X»n) tiende al limite L en forma creciente a partir del segundo término X si
X; > L.

Nétese que si f(L) es el mfnimo (o méximo) absoluto en el intervalo I, y f no
tiene otro punto fijo en I, entonces:

(Xa) — L para cualquier X; € /.8

h.j 1\

qLy) -
maximo
/ \

/\ minimo - / \w

Ky LY X, - XL L X4
(a) (b)
Fig. 5
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Corolario 2. Supongamos que L es el dnico punto fijo de la funcién f en
I = (=00, ).
(i) Si f/(L) > 1, entonces
+00 cuandoX, > L,
(Xn) — { —-00 cuandoX; < L.
(ii) Si0 < f(L) < L, entonces
en forma creciente paraX; < L,
(Xn) — L{ en forma decreciente paraX; > L. o
Corolario 3. Supongamos que f es creciente en I = (—00,0); si L;,L;
(La < L) son los dnicos puntos fijos de la funcién f, y f/(L;) > 1, entonces
(X5) — 40 para X; > L,

en forma decreciente si [, < X; < Ly,
(Xn) — La { en forma creciente si X1< 3. o

by

T
x

3

L)
*
3

Fig. 6
Ejemplo 1. Xnt1 =aXa +b(a >0).
Sea f(z) = az + b; entonces f'(z)=a, L = 1—%; luego
(1) Sia > 1, entonces
(X») — oo para cualquier valor de X; # L,

(Xp)=(L,L,L,---)— L paraX;=L.
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(ii) Si 0 < a < 1, entonces

(Xa) — L (monétonamente) para cualquier valor de X;. o

memplo 2. X,.+1—V¢X.+b (0>0 b>0)
Obsérvese que VaX, + 8 > 0; por lo tanto podemos considerar 7 = [0, o).

Sea f(z) = Vaz + b, entonces L = ‘i‘m (tinico punto fijo en J). Tenemos:

FO= 7 fO=i= gyt

Aplicando el criterio anterior se tiene que

(Xo) — L= _(a_'_\/a,—_'_—“){enfoxmadecxef:ieme 3§X1>L,

en forma creciente siX; < L. o
Ejemplo 8. X,..,,l =a(Xa)’+d (>0, b>0).
Sea f(z) = az® + b en I = [0,00). Se observa que no eziste punto fijo de la

fancién f si 4ad > 1.
Supongamos ahora que 43b < 1; entonces los puntos fijos de f son:

1-/1—4ad 14+ 1 —-4ab
Ly = ——, Liz——m———— (0< L2 < L)).
2a 2a
Tenemos:
by
- L;— -+ 0 > X

Fiq. g

fl(z)=2z, fi(L)=1-V1-4ab, f(L))=1+V1-4db.
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Como 0 < f/(I3) £1, f'(Ly) 2 1, entonces aplicando el criterio anterior se

tiene que:

(X,.g —+ 400 en forma creciente, si X; > L; 6 X; < —Ly;

(Xa) — L3si~L; < X; < L; (mondtonamente a partir de algin término);

(Xa) — L1si Xy =Ly 6 X3 = —L; (sucesién constante). o

Ejemplo 40 Xﬂ+l - log(Xn '+ a) (d > 1)

Primero observemos que si X; > 0, se tiene que X, > 0 para todo n. Sea
f(z) = log(z + a) en ?0 00); entonces f'(z) = zi=. Como f es concava hacia

abajo (Fig.8), entonces existe un inico punto fijo L en [0,00). Tenemos que

0< fi(L)= T <1 (puesto que a > 1);

aplicando el criterio anterior se tiene que la sucesién (X ») CORVerge monétonamente

al limite L, donde L es la raiz positiva de la ecuacién

log(z+a)=12. o

4

5

loga

Ll i

T'ig. 8
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Ejemplo 8. X, = a.tan"'X,, a>1.
Sea f(z) = a - tan™! z; entonces

.
f'(=)=;;+—l'>0,

luego la funcién f es creciente; ademds, f/(0) = a > 1.0bservando la grifica
de la funcién f se ve que tiene tres puntos fijos: —L, 0, L, donde L es la rais
poeitiva de la ecuacién

a-tan"lz = 2.

Ademis, se observa que f'(—L) < 1, f/(0) > 1, f/(L) < 1. Aplicando el

criterio anterior se tiene que
(Xn) — L monétonamente si X; > 0,

(Xp) — -L mondtonamente si X; < 0.
No hay sncesién (X,) que tienda a 0, & excepcién del caso trivial: X; =0. @

Y A
Ry
ax
=~ t
i
1
]
]
'
L ) ! o
— —> e > —» || — o— > X
:
1
'
)
|
an
/ Tz
Fiq. 9

Ejemplo 6. Xpy1 = c.2** (a > 0,b > 0).
Podemos suponer, sin pérdida de genezalided, que X > O para todo n. Sea

f(z)=a-e* en[0,00).

La peadiente de la recta tangente & 1a curva y = 6 - ¢ que pasa por el origen
es abe; por lo tanto, si abe > 1 no hay punto fijo de la funcién f. Supongamos
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que abe < 1; entonces existen dos puntos fijos L, ,L; (L3 < L;) de la funcién
f. (Si abe = 1, entonces L, = L;). Tenemos:

fl(z)=ab-c*,  f'(z)=ab®.c* >0,
luego la curva y = f(z) es “concava hacia arriba™; por lo tanto,

0< fi(La)<1,  fi(L)>1

Aplicando el criterio anterior, se ve que

(Xn) — +00 mondétonamente si X; > L,

(Xa) — L3 monétonamente si 0 < X; < L;.
Nétese que i abe = 1 tenemos

gx,) —t Ly = Lyl Xy < Ly = L,
Xn)——"l-OOSin)Ll:La. ®

Fig , 10



Convergencia de Sucesiones Recurrentes

Ejemplo 7. IXnb1 =2+ (X,.)s.

Sea f(z) = }2° + § en (—00,0); entonces f'(z) = 22, f"(z) = 2z. En
la figura 11 se muestrs la gréfica de la fancién f. Si f(z) = z entonces
(2 ~1)%(z +2) = 0, luego la funcidn f tiene dos puntos fijos, =2 y 1. Tenemos

fi(-2)=4>1, fQ)=1

Aplicando el criterio anterior se tiene que
(Xn) == 400 monétonamente cuando X; > 1,
(Xn) — 1 monétonamente si -2 < X; < 1,
(Xn) — —o0 monétonamente si X; < —2. o

Ag

Fig. 11
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4 Criterio de Convergencia II (Sucesiones oscilantes)

Sea L un punto fijo de la funcién f. Ea el parigrafo anterior hemos estudiado
el comportamiento de la sucesién (X, ) dada por la formula de recurreacia (1)
en una vecindad de L cuando f'(z) > 0. Ahora, vamos a estudiar la situacién
de la suce i6n cuando f'(L) < 0.

Si f/(L) < 0 entonces f es decreciente en L; luego

<L siz>L,
f(’)={>L sz<L. (®)
Por lo tanto,

<L siX >L9
Xu+1=f(xﬂ){>L siX:<L,

Yo
f(*j

L+

Fig. 12

o sea que la sucesién (X, ) es oscilante alrededor del punto fijo L. Si X; < L
entonces X3 > L, X5 < L, Xy > L, etc.,luego la subsucesién (X3u-1) =
(X1, X3, Xs,.. % esté en el lado isquierdo del punto L, y la subsucesioén (X2, ) =
(X2, X4, Xs,...) estd al otro lado del punto fijo L, o sea que las dos subsuce-
siones (Xan-1) ¥ (X2s) son acotadas superior e inferiormente por L. De la
misma forma, si X; > 1 entonces las subsucesiones (X3,—1) y (X2,) son aco-
tadas por L, inferior y superiormente. Si ambas subsucesiones convergen a un
limite com¥én, entonces la sucesién (X,) converge, y su limite debe ser igunal a
L, ya que L es el dnico limite posible de la sucesion. Como las subsucesiones
(X2n—1) ¥ (X2s) satisfacen la férmula de recurrencia

Xn+2 = (fof (Xa), (9)
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aplicando el Teorema 1 para el caso de la férmula (9) tenemos el siguiente
criterio de convergencia:

Teorema 2. (Segundo criterio de convergencia).

Supongamos que f'(L) > 0.

(i) Si |f(L)] > 1 entonces la sucesién (X,) diverge en forma oscilante, en
una vecindad de L.

(i) Si|f'(L)| < 1 entonces la sucesién (X, ) converge a L, en forma oscilante
en una vecindad de L. :

Demostracion. Consideremos ls funcién h = fof; entonces h(L) = f(f(L)) =
(L) = L, esto ¢es, L es un punto fijo de la funcién A y, en consecuencia,

K(L) = f(£(L)- £(L) = (F(D))*.

Si |f(L)| > 1, entonces A’(L) > 1; aplicando el Teorema 1 se ve que las suce-
siones (X3, X4, Xe,--+) ¥ (X1, X3, X5, - -) divergen; por lo tanto, la sucesién
(Xn) diverge en forma oscilante alrededor de L. En este caso, la sucesién
constante (L, L, L,---) es la dnica que converge a L.

Si |f(L)] < 1, entonces 0 < A’(L) < 1, y por el Teotema 1 las dos sucesiones
(X2, X4y Xe,y-*) ¥ (X1,X3, X5, - ) convergen al limite comtdn L, ya que L es
el dnico limite posible de estas sucesiones en una vecindad de L; por lo tanto,
la sucesién (X,) converge al mite L en forma oscilante alrededor de L. ®
Analicemos ahora en qué vecindad de L converge la sucesién (X, ).
Supongamos que f es decreciente y L es un punto fijo de f con |f'(L)] < 1.
Evidentemente, L es un punto fijo aislado. Sea p el punto fijo de la funcién
h = fof mds cercano al punto L, con p < L (Fig.13); si ¢ = f(p), entonces ¢
es el punto fijo de la funcién A(z) més cercano a L con ¢ > L. En efecto:

p=h(p) = f(f(P)) = fl9), h(g)=f(f(g))=flp)=g;

ademds, si A tuviers un punto fijo entre L y ¢, digamos r, entonces f(r) seria

un punto fijo de la funcién h situado entre p y L (por el hecho de que f es

decreciente), lo cual serfa absurdo.

Si X; € (p,q) entonces X, € (p,q) para todo n; por lo tanto se obtiene que
Hm Xn = L.

B+ 00
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Fiq. 13

Evidentemente, si X; = p, 6 X; = ¢, entonces (Xa) = (2,¢,2:¢,- ") 6 (Xa) =
(¢,p,4,p, ), luego (X,) diverge en forma oscilante. @
Si L es el inico punto fijo de la funcién h = fof, entonces

(Xn) — L para cualquier valor de X,.

El anilisis anterior nos muestra que los puntos fijos de la funcién h = fo f
aparecen en la forma de pareja, (p, f(p)), donde f(p) estd en el lado opuesto
del punto p con respecto a L. Reciprocamente, si dos puntos s, t satisfacen las

condiciones
s = f(t), t= f(s),

entonces s, son puntos fijos de la funcién h = fof.

Si L no es el dnico punto fijo de la funcién h = fof, entonces deben aparecer
muchos puntos fijos de la funcién A, esto es, la curva y = h(z) cortard la
recta y = z en muchos puntos; esto implicard la presencia de varios puntos de
inflezion para la funcion h. De esta manera, la observacion grifica de la curva
¥ = h(z) nos ayuda a mostrar la unicidad del punto fijo de la funcién A.(En
general, no es ficil resolver la ecuacién h(z) = z). @

Observacién. Si |f'(L)] = 1, segin la obervacién que sigue al Teorema 1 las
dos sucesiones (X2s) ¥y (Xan-1) convergen solamente cuando h(z) > 2 para
z < L,y h(z) < z para ¢ > L, o sea que la sucesién (X,,) converge al limite L
cuando L es un punto de inflexion de la funcién h = fof,donde la concavidad
cambia de “arriba” a “abajo” al pasar por el punto L. @
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v

Fig. 14

Ejemplo 8. Xp41 = a1 - (Xa)? (0<a< 1)
Sea f(z) = ay1 —z3 en I =0,1], entonces L = -\7&, es dnico punto fijo de
la fancién f en el intervalo I. Tenemos:

z

fla)= - mmy, (D)=~ <0.

Como |f'(L)| = a? > 1, entonces la sucesién (X, ) converge al limite L en una
vecindad de L.

Sea h(z) = f(f(2)) = avV1— 02 +a%2?, si h(z) = z, z € [0,1] entonces

r=L= 7517' o sea que L es el tirico punto fijo de la funcion k; por lo tanto,

a

(Xa) — L= A para cualquier valor de X; € [0,1]. @

Ejemplo 9. Xp41 =a+ 9 (a > 0,0 >0), X; >0.

Sea f(2) = a + £ en (0,00), entonces L = (a +val+ 43) es el dnico punto
fijo de la fancién f en (0, 00). Tenemos:

@)= g F(D)= e < 01

Como |f/(L)| = m%;*_—“, entonces la sucesién (X,) converge en una
vecindad del punto L. Sea h = fof; entonces,

bz _ (a®+d)z+ab
az+b -  az+b

h(z)=a+
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Se observa que L es el unico punto fijo de la funcién A(z) = f(f(z)) en (0, o0);
por lo tanto,

1
—_— [ = = 2 i
(Xa) L= 2 (a+\/a +4b)putcnalqmet valor de X; > 0. o

Ejemplo 10. Xp41 = VI —aX, (a > 0,0 > 0,a% < b).
Para que X, sea real se debe tener que X; < %;en tal caso, X2 < Vb < f. En
general, se tiene que

Xn < \/5<% paratodon = 2,3,4,---

Sea f(z) = vVb—az en I =[0,V}.Si f(z) = z, entonces z* +az — b = 0,
lnego L = 3 (—a +Va? + 45) ¢s dnico punto fijo de 1a funcién f en I = [0, V).
Tenemos: )

o) = g ‘j“,
) = =<,

(D] = e +“4b;a

a

< vai + 43t - a
1
o<t |
Sea h(z) = f(f(z)) = \/b — oV} — az; si h(z) = z, entonces Vé—avb-az=

z, luego (22 + a2 — b).(22 — a2 + 4% — b) = 0, ecuacién que tiene una tnica
solucién L en [0,v3B]. * Aplicando el Teorema 2 se tiene que:

]

(X.)——+L=§-(-—a+\/a3+4b)) §0<X <t o

3La Ecuacién 2* + az ~ b = 0 posee una tnics rafz positiva L. Por otra parte, se tiene
que 2 + az = b < 0 en [0,v/8]. En efecto, la funcién cuadrétics 2* - az + a® ~ b es concava
hacia arride, y ésta toma valores negativosen =0y enz = vE:

0’-a-0+a’~-b=a’-b<0, (ﬁ)’—dﬁ+¢’—b=¢(¢—\/§)<0.
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Ejemplo 11. Xp41 =0a-(Xa)?-b(a > 0,0 > 0).
Sea f(2) = as? — b. Los puntos fijos de la funcién f son

== vet! -‘/fmk 0), IL=—tMit1 +‘/24-':m(> 0).
Tenemos:
fl(z2) = 22
fi(L:) = 1-Vasb+1<0,
fi(L) = 1+Vasb+1>1,

If(La)] = Vasb+1-1.

Como f(L;) > 1, entonces L) no es el limite de la sucesién (X, ), a excepcién
del caso en que (X,) es constante (por ejemplo, X; = L, 6 X3 = —1I, etc.).

Caso ab > 3.

Tenemos que |f(L3)| = V4ab+1~1 > 1; por lo tanto I3 no es el
Kmite de la sucesién (X, ), a menos que (X, ) sea constante (por ejemplo,
X, = Lg, etc.).

Caso ab < 2.

Tenemos: |f'(L3)| = Vidsb+1-1<1.
Sea h(z) = f(f(z)) = a.(az? — b)? - b; si h(z) = z entonces

(az® -z - b) - (a®2? +az +1 -ab) =0,
luego = = L, 6 Lj.

Nétese que (az)?+(az)+1—ab # 0, ya que su discriminante es negativo.
Ademés, f(0) = —b > —L;. Obeervando la grifica de la funcién f
(Fig.15) se concluye que

(Xl) - Lﬂ si xl € (—Lll Ll)v
(X“) — 400 siX;<-L; ¢ X1 > IZ.
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(e

Fig. 15
Caso ab = 3. Tenemos:

Mz)-z = (a2 ~z-b).(a’22 vaz+1~-ab)=
= a-(z-1IL) (z - L3) ((a%2® + az + 1 - ab)).
Como a?z? = az + 1 — ab > 0 para todo z, entonces h(z) — z es decre-
ciente en L3, por lo tanto, la sucesién (X, ) converge al limite L3 en una

vecint;iiad de L3,lo cual conduce a situacién exactamente igual al caso de
ab< .

Nota Existen algunos valores especiales para X; para los cuales la sucesién
(Xa) es constante de valor L;,6 Ly a partir de algn término; en tales casos
1a sucesidn (Xn,) converge a Ly 6 La, respectivamente. @

Ejemplo 12. Xp41 =a.Xp + ¥ (0< 3 <1,0< b), X; > 0.

Sea f(z) = az + -g- en I = (0,00); entonces L = 1—?_7 es el dnico punto fijo
de la funcién f en (0,00).
Tenemos:

f(z)=a- -:7, f(L)y=2a-1.

(i) Caso a > &.
Tenemos 0 < f/(L) < 1; aplicando el Teorema 1 la sucesién (X,) con-
verge al limite [, monétonamente.

(ii) Caso g =4.

Tenemos: f'(L) =0, f(L)= %’,’- > 0; entonces f tiene un minimo en
z = L, esto es, f(z) > L para z # L, luego (X,) converge al limite L
decrecientemente si X; > L. Si X; < L, entonces X3 > L, luego (X,)
converge al limite L monitonamente a partir de X;.
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(i) Caso a < %.

Tememos: f(L) =26~1<0, |f(L)]=1-2a < 1; aplicando el
Teorema 2 sabemos que la sucesién (Xn) converge al limite L en una
vecindad de L. Sea

Me) = f(f(e)) = iy [ (—ii’—") + a} :

si A(z) = 2, entonces ((a ~ 1)22 + b).((a + 1)22 4+ b) = 0, lnego L es el
dnico punto fijo de la funcién A en (0, ), por lo tanto

(Xa) — L= ‘/ % para cualquier valor positivo de X;. @

Ejemplo 18, Xo41 = —{ - (Xa)* + 1.

Sea f(2) = —123 +  en (—0,00); entonces f/(z) = —322 < 0 para todo 2,
luego f es decreciente. Por lo tanto, existe un inico punto fijo de la funcion f.
Como f(1)= -} + § =1, entonces L = 1 es el punto fijo de f(z). Tenemos:

POl =)l =7 <1
entonces la sucesién (X, ) converge al limite 1 en una vecindad de 1, en forma
oecilante.
Sea h(2) = f(f(®»)), entonces

z)<z cuamdoz —+ =—o0,
(z)>2z cuandoz — o0;

por lo tamto, existen p, ¢, con p < L < ¢, tales que A(p) = p y h(q) = ¢, 0 sea

fP)=qy f(@)=»p.
Por un cilculo numérico tenemos
p=~158574..., ¢=2.24686--.
Tenemos:
W(e) = F(fE)-Fle) = s (e® = BP0?,

h'(z) = '2%6' {u(c’ - 5)% +3.322.2%.(2° - 5)} =

% - z(2® - 542 - B);
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luego la ecuacién A”(z) = O tiene exactamente tres soluciones, o sea que la
fancién A tiene tres puntos de inflexién. Pox lo tanto, A no puede taner miés
de tres puntos fijos, esto es, p,g y L son los inicos puntos fijos de la funcién
h(z) = f(£(z)). Asi,

Y Y
s _ )
Y
xf‘
+
B
VY
]
/./‘ :
[ et —-—b: P
P 1 -«
' )
Ny
Y
) 1
// :
Fig.16

(Xa) —1 sip<X;<y,
(Xa) divergesiX;<p 6 X129 @

Ejemplo 14. (Seidel, 1870).

Xa41 = a.e'bx' (a >0,>0), X;2>0.

Sea f(z) = a e~ en I = [0, 00); entonces,
fi(z)=—-ab-e~% = -b. f(z) <O.

Como la funcién f es decreciente en [0,00), y f(z) — 0 cuando z — o,
entonces existe un dnico punto fijo L{> 0) de la funcién, el caul satisface la
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igualdad
a-e =L ¢ L =log(%).

Tenemos entonces que

f(L)=-bf(L)y=-bL & |f(L)|=bL,
¥ la sucesién (X,) serd oscilante alrededor del punto L.
(i) SibL > 1, entonces la sucesion (X, ) diverge (salvo el caso trivial: X; =
L).
Nétese qné si bL > 1 entonces log(a/L) > 1, luego

a

L

De la misma manera, bL < 1 implica ab < ¢, y bL = 1 implica ab = e:
por lo tanto,

bL < 1 siysdlosiab<e,
bL = 1 siysdlosiab=1,
bL > 1 siysblosiab>e.

(ii) Si bL < 1 (o sea, ab < ¢), por el Teorema 2 se ve que la sucesién (X,)
converge al limite L en una vecindad de L. Sea h(z) = f(f(z)); entonces,

W(z) = f(f(z)).f(z) = ¥.f(f(2)).£(z) = ¥ W(2).f(2) > O,
h(z) = B(K(2).f(2) +h(z)-f(2)) = b°.6.f(=) - 1).h(z).f()
= b.h(z).f(z).(abe" - 1).

(a) Si ab < 1, entonces A”(2) < O para todo z; por lo tanto la funcién
h tiene un sélo purto fijo en [0, o0) (Fig. 17).

A
My q,,+ by
W) '
]
q’“ : ('.’,'.’:‘;i.%f. |
i
1 !
h(o) I he), AN :
/ | » |
X X ! X
o . N ° >
° L Tig.AT Figas L
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(b) Si ab > 1, la fancién h posee un solo punto de inflexién, donde
la concavidad cambia de arriba a abajo al pasar por este punto.
Analizando la grifica de la funcién h, se obeerva que posee un solo
punto fijo (Fig. 18) *. Por lo tanto, la sucesién (X, ) tiende al Hmite
L para cualquier valor positivo de X;.

(iii) Si bL =1 (o sea, ab = ¢). Como ab.e~*L = gb.e™! = 1, entonces L es el
dnico punto de inflexién de la funcién A, donde la concavidad cambia de
arriba a abajo al pasar por el punto L (Fig.20). Por lo tanto, la sucesién
(X4) tiende al limite L para cualquier valor positivo de X;.

En resumen: si ab < ¢, la sucesién (X,) converge al limite L, para
cualquier valor positivo de X, y si ab > ¢, la sucesién diverge en forma
oscilante (a excepcién del caso trivial X; = L). @

t8i Ia funcién A tuviera més de un punto fijo en (0, 00), teniendo en cuenta que los puatos
fijos (# L) de h aparecen en parejas en ambos lados de L, Ia curva y = k(z) deberia cortar a
ls recta y = 2 en, por lo menos, cinco puntos (Fig.19); en consecuencis la funcién A deberfa
poseer por lo menos 3 puntos de inflexién, lo cual es absurdo.
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5 Problemas locales y problemas globales

Si se trata solamente de los problemas locales de la convergencia o no de la

sucegién, aniendo los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente resultado
tedricamente mis simple: :

Teorema 8. (Criterio unificado).
Sea (X5) la sucesién dada. por la fSrmula de recurrencia (1), y supongamos
que L es un punto fijo de la funcién f. Entonces:

(1) Si |f(L)| < 1, entonces la sucesién (X,) converge al limite L, en una
vecindad de L. o V

(ii) Si |f'(L)] > 1, entonces la sucesién no converge al limite L, a excepcién
del caso trivial en que (X,) sea constante a partir de algéin término. m

Sin embargo, esto dltimo no sirve para resolver los problemas especificos mis
comunes, tales como “investigar la convergencia o no de la sucesién (X, ) dada
por la férmula de recurrencia (1), y dado el valor de X;”, yaque la convergencia
o no de la sucesién (X») en una vecindad de L no ofrece ninguna informacién
acerca del seguimiento de los términos de la sucesion a partir de un X;, como
se observé en los ejemplos anteriorzes.

Casos Generales. Si la sucesién (X, ) satisface la f6rmula de recurrencia

Xn+1 =fn(xn)9 n=1,23,---,

tenemos el siguiente teorema, similar al Teorema 3, cuya demostracién esti
fuera del nivel de la presente nota.
Teorema 4. Sea (X,) la sucesién dada por:

(Xn+l) = fn(xn)v n=123,.--,

donde las funciones f, (n = 1,2,3,---) son continuas en un conjunto abierto
I sobre I. Supongamos que f, — f uniformemente en una vecindad de
L € I, donde L es un punto fijo de la funcién Himite f. Si f es derivable en
L,y [f(L)| < 1, entonces existe un conjunto abierto A(# @) tal que

(Xp) — L paraX; € A. o

68 Ejercicios Adicionales

Investigar la convergencia o la divergencia de la sucesién (X,) dada por:

L Xnsr =0 Xn)? (a>0)
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11.

12.
13.
14.

15.

. Xp+1 = a(X,)? (a>0).

Xn41= Vh (a >0).

Xos1 = 2Xn — a(Xa)? (a >0).
Xn+1 = (Xa)® = 3(Xa)%.
Xn+1= x4y (@>0).

’X"“:ﬁﬁ (a >0).
. X"“:ZT('Q% (0 < b <a).
. X,.+1=a\/iX..57+X.. (0<a<).

10.

Xas1 = 7*,,,1 .

X,.+1=§:$f (0<b<a)
Xas1 = (Xa)* .

Xn41 = log(Xa? +0%) (b>1).
Xn41 = —HXa) + Xa + 1.

Yu Takeuchi

Xn41 = Cﬂ%’:; (¢ > 0,5 > 0). Demostrar: si 2a4/a < b, entonces
(Xn) diverge; si 2a,/a > b, entonces (X, ) converge para cualquier valor

de X].

102



