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Abstract. Norms. are constructed on IR" so that the
closed spheres with center at G with respect to • are
n-dimensional parallelotopes of center G. Conversely.
for each n-dimensional parallelotope @ a norm • on R" is
constructed to which @ is a closed sphere. In e1ther
case. is the lIlaxilllUmof n absolute values; and in this
way Chebyshev's nonn becomes a particular case of ~. The
hiper-cube or measure polytope y" 15 defined and
characterized as a locus whose points sat1sfy a
condition.

INTRODUCCION. Si ~ , ••• ,wn son vectores linealmen-
te independientes en m" y Po e:l" , entonces el con-
junto
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e~ llamado un paraleletopo n-dimensional generado por W1'

•• "Wn ([l],pp.337-338. [2] pp.t22-124).

En el Lema 1 se da una famil ia de normas ~ sobre Rn• una
general izaclón de la norma de Chébyshev

11 XII... • m a x I x'" I • () nt ~f¿<n K. X· Xl ••••• Xn e:: R ,

demostrándose en el Teorema 1 que ~ de centro G e~ una es-
fera cerrada (respecto a una norma ~) de centro G,donde se
involucra el producto vectorlal de n-l vectores en fw, •..
. •WnL como se describe en el Lema 2. Recíprocamente. en el
Teorema 2 se demuestra que las esferas cerradas ~[G], Jt. > O.
respecto a la norma ~. son paraleletopos de centro G. En el
Corolario 1 se describen paraleletopos usando sistemas de n
desigual~ades e.n valores absolutos Y. en particular. los Co-
rolarios 2 y 3 10 hacen para el ortotopo y el hiper-cubo Yn
usando propiedades de la ortogonalidad en Rn (Lema 3). Como
objetivo final se da (en la Definición 1) una caracteriza-
ción puntual de Yn•

La noción del producto vectorial en Rn (n ~3) subyace ine-
ludlblemente en la geometría normada del paraleletopo. El
vector

se denomina el producto vectorlal de los vectores VI ••.••

Vn-t ([3J. pp.77-79),donde e,¿. (0 •...• 0.1.0 •...• 0) son
los vectores coordenados un Ita r ios en Rn. '- tugal' ,¿
Usaremos frecuentemente las siguientes tres propiedades:



Todos los resultados expresados en los lemas, teoremas y
corolarios del presente trabajo son nuevos.

LEMA l. S~ Nt, ••• ,Nn ~on vtezo~t~ l~ntalmtnZt ~ndepend~en-
ze~ en Rn,enZone~ la 6une~6n ,:Rn + R de6~n~da po~

con determinante det(Nt ••••• Nn) ~ O Y solución única X -O.
La misma definición de • nos da ,().X) - I>'¡,(x), ).E R. Y



OBSERVACION l. S-i. Nb.. eb.. (0, ... ,0,1,0, ... ,0), k-l, •.• ,
n, ob~enemo4 en (tI {Zuga~ k

2 f) d'.. ,., ~ Rn ~ 3 • ¡LEMA • a. 04 wl, ••• ,wn uec."",oILe4en , n:i" ••••••

donde aij e4 el eo'a.e~olL del (i,j)-t6-i.Mo eleme~o del de-
~eJLmina.n~e det (W1,··. ,Wn).

Demostración. Si aij es el cofactor del (i.j)-ésimo elemen-
to de la matriz M cuya -i.-ésima fila es Wi• -i.• 1 •.••• n,en-
tonces,usando propiedades de los determinantes. tenemos,



n-l• (-J) aJ., ,(.1

det(W3····,wn·w1·e¿2) : a2¿2 '
···

( 1.1 1.1 e ( 1) n- 1a .det Wn,w1.···'wn_2' ¿n-l· - n-J.,(.n-1 '

de t (W 1••••• Wn-l' e¿n)

n
N1 - (-1) n- 1 "a 1 • e. ,• l. ,(.1,(.1

,(.1-1

n
N2 - • 1 a2¿ e¿

• ,(..-1 2 2···

e ¡ ;-n

l+(-1)nCn_1)
2•••• (-1)

l+(-l)n 1
2det(N1,••••Nn) - det(-1)



~n(n-1){1+(-1)n}• 2 ( -1 ) 01 ' 0u •••• 0nl det (ei •...•eL)=
(' '\S ..(. 2 n 1 -,¡
..(.1'···'..(."'€It 1

~{l+(-1)1t}
• (-1) l e" a'l °2, ••• a ' =

(; ; )~CO ..(. ••• "n ~1..(.2 Mn-l' ... '-n ~It 1

donde l· {l ••••• n}. Sn es el

ciones de los elementos de l.
mutación (i1 ••••• in) es par o

del a mat r i z M.

conjunto
e, ,..(.l···..(.n
i mpar. y

de todas las permuta-

• +1 6 -1 sr la per-

adjM es la adjunta

TEOREMA l. Si ~ ~~ un pa~aleletopo 46lido no-degene~ado en
Rn (n ~3) de cent~o G gene~ado po~ l04 vecto~e4 linea!men-
te independiente4 W1""'Wn y, 4i , e4 la no~a de6inida en
(1),entoncu

e4 una e4óe4a ce44ada ~upecto a la n04ma •• de cent40 G y
4adio tltd,donde NI¿ ut4 dado po~ (2) y 1:.. det(W1 ••••• Wn)·

x -= (p s¡ y s61o s¡ X E Po + A1W 1+ ••• +AnW n'

donde (Al' •••• An) tE: [O.l]n depende de X. y
It 1

X - G· I (A' - y)W .•¡-1 J J



y de lA#¿ -íl , í. concluimos

Recrprocamente. si X • (x1 ••••• xn) satisface (~).
Wj• (Wj1 ••••• Wjn) y G. (91' .••• 9n),entonces el sistema

como puede verificarse usando la expresi6n (3). Por (~) •
O ~ Aj , 1,para concluir que

n 1
X - G· I (A' - -) fLI •

j-l J 2 J



TEOREMA 2. Si ~ e4 la noroma deóin~da tn (11,entoneed la ed-
6ella. c.elllla.da. SIl[G] Jtupe.c.:to a. ~, de c.en:tJto G 4ii: Rn IJ Jta.d-i.o
Il > O,e~ un pa.lla.leletopo 46l-i.do n-d-i.men4-i.ona.l de c.en:tJto G
da.do poJt

2Jt.
1412 • T N3x •••• xNnxNJ '

•···

Demostración. Sean Wt ••••• Wn y Po eomo en (S) y (6).

ya .. el eofaetor del (-i..j)-ésImo elemento en el determlnan-.(.i .
te A • det(Nt, ••••Nn). Entonees de la expresl6n (3) del L~
ma 2 ,

l+(-l)n .
211. 2 i
.,...( - J ) a . "L1 i.(.



1- "E (X-G)l1e.( - x.( - 9.( ,

K 1
X - G - r O. '-2) CAl • ,

j_ J J J

Esto significa que S~[~ está contenida en el paraleletopo

(CAl CAl ) _ 2K~K (-1 )K/4Íl+<-1)K} ~ O ,det l' ••• , K 11

y dlm CP • K. Recrprocamente si X-=(J' entonces

(
l+l¡ll" j 1

(){,-G)Nj• 2.\ -1) (lj -2), j ';1, ••• ;",



Por tanto, (X-G) ~ JL Y (P = SJL[G].

COROLARIO l. OtLd06 G e: Rn y "'1' ••• ,Nn vee.toJLU t'<'netLlmen-
.te .<.ndepend.<.en.tu en Rn, 6'<'el > o, ...,en > o en.toneu

U un ptLJLtLtete.topo ~6l.<.do n-dimen4.<.ontLt deeen.tJLO G gene-
JLtLdo pOJL lo4vee.tOJLe4

2e!
W1 • ~ "'2x••••• xNn

2e2W2 • -r- N3x •••• xNnxN1,···•

es una norma sobre Rn,y por el Teorema 2 la esfera cerra-
da unitaria Sl[G] respecto a +. es un paraleletopo n-dimen-
sional de centro G.



usando (S) y (6) obtenelDos (J) y (8) con 1:. - det(NJ, •••,Nn).
Jt

El sIguIente lema muestra que n vectores forman unabase or-
togonal de Rn (n ~3), sI y' 5610 si. cada uno es múltlplo
del producto vectorlal de los restantes n-l vectores.

LEMA 3. Lo.s vec..:tOJLU f.II1, ••• ,f.lln .son una ba.se oJL.:togonal de
Rn, (n ~3), 4'¿ fJ 46lo 4'¿

l+~_1)n 1 f.II 2
f.II1- ( - 1) . ~ f.11

2
x ••••••• x f.II ,

1:. n

···: 1+(-1)n(n_l) 2
", (-1 ) 2 .1f.lln~11 ,.. ',1 ',1wn-l - ---1:.---- wnxw1x •••• xwn_2 '

Demostraci6n. SI f.II1'•••• .,1l es una base ortogonal de R~en-
tonces para cada k exIsten escalares Akl, ••. ,Akn tales que

11

NfL· r >'U f.II.¿,, "-1

o • Nk"f.lli • Afu.,fJJ,,"W.¿ • Ati1rrtil2

y por (3) t



l+(-l)n k
Nf¿oWf¿ • (-1) 2 t. • Af¿k.Wh.°Wh. • Af¿h.IWf¿12,

l+(-l)n It
A Itlt • (- 1) 2

n
1+(-1) It IWltl2 oN

Wf¿ • (-1) 2 -t.- f¿'

El recíproco del Lema 3 es Inmediato de las propiedades del
producto vectorlal. ,.
Si ~ es un paraleletopo n-dimensional generado por n vecto-
res no nulos ortogonales,entonces ~ es un ortotopo defini-
do en la expresión (Jl) del siguiente corolario:

COROLARIO 2. Sean W
"
oo.,Wn vee~o~~ no nulo~ o~~o90nal~

en Rn, n ~ 3, Y el o~~o~opo n-d~e~ional de een~~o G



donde los vectores Nk están definidos en (2). Por tanto,la
expresión

n1+(-1) k.

I (X-G)NIlI • 1(-1) 2 IW~D2'~k(X-G) I ~í Ibl

Concluimos del Teorema 1 que si ~ es el ortotopo definido
en (10), entonces (J> es también de la forma dada en (11).

COROLARIO 3. Si Wl,.",Wn ~on veeto~e~ no nuto~ o~togona-
tu en R n, G e:: R n !I

U un o~totopo n-dime~ionat,dond~

1 n 1+(-l)n k
po. G - - r (-1) 2 WI.

2 k.l "

Demostraci6n. SI b • det(W1 ••••• Wn) y si NIl es el vector
definido en (2), entonces de la expresión (9) del lema 3
obtenemos . n

1+(-1) k
Nk • (-1) 2



son tambi'n ortogonaLes. Concluimos por el Corolario] que
~ es el ortotopo n-dimensIonal definido por (12) y ()3).

OBSERVACION 2. S~ en l~ exp~e~~6n (11) del Co~ol~~~o 2 ~e
c.umple IWkl - a, k· 1,...,n,entonc.e~~ U un h~pe~c.ubo o
pol~opo de med~da Yn de a~~ta a ([2], pp.123-124). LadU·
t~nc.~a en.t~e el h~p~plano Hk de ec.uac.~6n(Y-G)Wk- O y un
punto X en Rn e~ ju~tamen.te

~ - .!.I (X-G)WI..I
~ ~ K

~ - {Xc Rn Id·lstancla entre Hk y X" i~, fl"', .•• ,n},

donde H), ••• ,Hn ~on h~pe~plano~ o~togonale~ que ~e ~nte~-
~ec.an en G.

Recíprocamente, a partir de esta última se obtiene también
para ~ la expresl6n (12), y en (13) el vértice Po en el Coro-
lario 3. De aquí la siguiente deflnlcl6n y caracterlzacl6n

"puntual de Yn•

DEFINICION l. Oado~ en Rn n(~3) h~p~plano~ o~togonale~
H

"
••.,Hn .talu que 6e ~nt~6ec.alt en un punto G,y de vec.-

to~e~ no~ale6 ult~a~io6 U1' .••'Un ~e~pec.tivamente, 4i
~ > o entonc.u el luga~ geomtt~ic.o

~ - {X &:: Rn I H el x Dlstaneia entre Hk y X ~ } a}
1,/t(n

e6 llamado· un hip~c.ubo o pot~opo de medida Yn de c.en~o
G, a~l4ta a y de vtt.tic.e4



pa.ILa. .todo (ol, ••• ,on) &:{O,l}n (ver Figura 1, para n -3).
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