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Geometrfa Esférica Paraleleté§pica *

LUIS ENRIQUE RUIZ *#*

Abstract. Norms ¢ are constructed on R" so that the
closed spheres with center at G with respect to @ are
n-dimensional - parallelotopes of center G. Conversely,
for each n-dimensional parallelotope ® a norm § on R" 1s
constructed to which ® 1s a closed sphere. In efither
case § is the maximum of n absolute values; and in this
way Chebyshev's norm becomes a particular case of §. The
hiper-cube or measure polytope 7, is defined and
characterized as a locus whose points satisfy a
condition,

INTRODUCCION. Si W, ,...,W, son vectores linealmen-
te independientes en R y P e R" , entonces el con-
junto

@ ={P, + AW, +...+ AW, | 0 £Xi21}

* Versidn ampliada de la conferencia pronunciada en el VI Coloquio Distri-
tal de Matemdticas y Estadfstica (noviembre 27 a diciembre 1 de 1989,
Universidad Distrital "Francisco José de Caldas", Bogotd).

** Profesor Titular, Departamento de Matemiticas, Universidad Pedagégica y
Tecnolégica de Colombia, Duitama.
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es llamado un paraleletopo p-dimensional generado por W,,

u, ([1],pp.337-338, [2] pp.122-124).
En el Lema 1 se da una familia de normas ¢ sobre Rn, una

generalizacién de la norma de Chébyshev
Ixl, = max|x,| - n
! leks n R', X (xl,...,xn)e: R,

demostrdndose en el Teorema 1 que @ de centro G es una es-
fera cerrada (respecto a una norma ¢) de centro G,donde se
involucré'el pfoducto vectorial de n-1 vectores en {w,,..
.,wn}, como se describe en el Lema 2. Reciprocamente, en el
Teorema 2 se demuestra que las esferas cerradas i[G], x>0,
respecto a la norma ¢, son paraleletopos de centro G. En el
Corolario 1 se describen paraleletopos usando sistemas den
desigualdqdés en valores absolutos y, en particular, los Co-
rolarios i Yy 3 lo hacen para el ortotopo y el hiper-cubo Y,
usando propiedades de la ortogonalidad en R" (Lema 3). Como
objetivo final se da (en la Definicién 1) una caracteriza-

cién puntual de Y, .

La nocién:del producto vectorial en R" (n>3) subyace ine-

ludiblemente en la geometria normada del paraleletopo. EI

vector
n
VixoooxV o o= T det(Vy,...,V,_ .)€,
i=1
se denomina el producto vectorial de los vectores V],...,
Ve ([3), pp.77-79), donde e, = (0,...,0,1,0,...,0) son
los vectores coordenados unitarios en R". lugar £

Usaremos frecuentemente las siguientes tres propiedades:
VX...xvn_l-vk-o, k= 1,...,n-1;
Vx...xvn_l-vn-det(V,,...,V );

n
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VixeoomeVpxoooxl 4 =ceV x...xV, _,, caR.

Todos los resultados expresados en los lemas, teoremas Yy
corolarios del presente trabajo son nuevos.

LEMA 1. S< N,,...,N’l son vectones Linealmente independien-
tes en R" entonces La funcibn ¢:R"™ +» R definida pon

(1) ¢(X) = max lNk°X] , X e R"
Iek<n

es una noama sobre R",

Demostracidn. Las relaciones

0 ¢ |N,°X| < ¢(X) =0, k=1,...,n,
son equivalentes al sistema

Nk-x-o, k=1,...,n,

con determinante det(Nl,...,Nn) ¥ 0 y solucidn Gnica X =0.
La misma definicién de ¢ nos da ¢(AX) = |A|¢(X), A& R, ¥y

[Npe (X+¥) | = [N X +NpY| < [NpX]| + [N,V
< o(X) + oY) , k=1,...,n,

de donde

¢ (X+Y) < ¢(X) + o(¥).
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OBSERVACION 1, S< N, = €, = (0,...,0,1,0,...,0), k=1,...,

n, obtenemos en (1) lugar k
n
¢(X) = :;z;;lxnl =Ixl, + o X=(xy,...,x,) &R,

que es justamente La noama de Chebyshev .

LEMA 2. Dados Wyooeo W, vectores en R", n 2> 3, 84

4

Ny = Wxoo.ooxlw,

WyX. .. XU, xu,

(2) <

WoxWy o o xW, _,

N = W x,...xW

n 1 n-1"'

entonces n
|+‘;“ k n

N, = (-1) ) Qkiei’ k= 1,...,n, y

i=1
(3)

n n
(_1);£L+(1) }d

det(Ny,...,N ) = ot”"(w’,...,w ),

n

donde ay; es el cofacton del (£,f)-&simo elemento del de-
tenminante det(w,,...,wn).

Demostracién. Si TR el cofactor del ({,f)-ésimo elemen-
to de la matriz M cuya i-&sima fila es Wi, 4{i=1,...,n,en-
tonces,usando propiedades de los determinantes, tenemos:
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det(wz,. .. ,wn,eil

det(ws,...,wn,w‘,eiz)

ecee §

det (wn,w,, .o ,wn_z,ein_l

det(wl,...,wn_‘,ein) = n":

n ;
n-1
Ny = (-1) IR
Li=]
g
N - . - e.
2 . Ag=1 24y 42 7
) n-1 4
N (-1) A
n-1 4:,,;1-1 n-l,4y_y *n-17

L=l "n T
es decir,
( )1+ -, n
N, = (-1 ) a, . €; , b=1,...,n.
k 4-'2-_‘ k&k Ayw
Por tanto,
_3_)__1+2-1 "1 on e R
coN ) = -1 e, (-1 e, ,
det(Nl, ’Nn) det ((-1) lelcui i (-1) 4',‘-1“2"'3 A
1+(-* (="
BEOt et
cees (1) I ay o o1 J a.¢ )=
,('_n_lnl rin-1 j_n-], Mn Ln
1+(-1)1 e " u-_{:nﬁ
-1 n
. J  enT T len z e X

, n
(Ll,.ﬁ,Ln)GI
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X Gl‘:l....an‘:n det (e‘:l,...,e‘:n)=
3 x(n-1){1+(-1)"} € e
- ] . (") aliauzoo..au det FLRRRE 4:”-"'-
(Lx,o'o,Ln)esn 1 n

.g{ 14+(-1)")

= (-,) e- s By s s oo, ~ =
. . L ooee 1417242 ni
(4),-.% 04 )es, “n n

1+ (-1)") O+ L
)g{ I{ détn 'M »

= (-1 det (adjM) = (-1)

donde 1T = {1,...,n}, Sn es el conjunto de todas las permuta-
ciones de los elementos de I, eil.._in w +1 6 -1 si la per-
mutacién (Ll,...,in) es par o impar, y adjM es la adjunta
de la matriz M.

TEOREMA 1. S4 @ es un paraleletopo s68ido no-degenerado en
R" (n »3) de centro G generado por Los vectores Linealmen-
te 4independientes wl,...,wn Y, 84 ¢ es La nonma defindida en
(1), entonces

@ = {xe=R" |4(x-6) ¢ 7 18]} = 5,1 [6]

es una esfera cenrada nespecto a La noama ¢, de centro G y
radio %IAl,donde N, estd dado por {2) y o = det(w,....,wn).
Demostracién. Si
1
‘Po -G - 7(w,+...+wn).

entonces

W,»

X« @® siysdlosi XcPo +Xlwl+...+kn n

donde (A,,...,A,) & [0,1]" depende de X, y

4 1
X-6= jz‘(lj - I)Wj .
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Entonces

1+(-1)"k'

(X-GIN, = (-1) ° 71 0D

(X - - - o -

g i*1 4y=1 770k, Yi€,
( )Hz(-”n { f( b Z -
- (-1 Ap- . W,e =
L1, '
+2 '
= (-') (Ak'i)A ’

y de Ilk -%| < %. concluimos

(4) | (X-6IN, | < lal, k=1,...,n,

S
L l!IAI[G].
RecTprocamente, si X = (x',...,xn) satisface (4),

W, = (w,

j jl’f"’wjn) y G = (gI,...,gn),entonces el sistema

Z (AJ 2)w1¢ - x;-9,, L=1,...,n,

tiene como dnica solucién

1+§-1)".
(-1) 9
A

A, =

y (x-c)~j+}, f=1,....n,

como puede verificarse usando la expresidn (3). Por (4) ,
0 < Aj € 1,para concluir que
X - { (A

1"

Sulailel=e
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TEOREMA 2, S< ¢ es La nomnma definida en (1), entonces La es-
fera cenrada Sa[G] nespeeto a ¢, de centro G & R" y radio

n > 0,es un paraleletopo 86Lido n-dimensional de centro G
dado ponr ’

Sa[G] - {P°+x,w,+...+xnwn |o ¢ Ay s 1}

A

y generado por Los vectores

7

2

w, = < NZX....xnn ,
2

Wz vy N3x....XNan],

(s5) T

n-1 -2 o
21
L wn -5 N'x an_l’
donde
1
(6) Po = G-r(w,+...+wn)
b

A= det(Nl,...,Nn).

Demostracién. Sean W,,...,W, y P_ como en (5) y (6),

wj—' (w"-,.--o,wj-n), Nj- (njl,...,njn)

y @, el cofactor del ({,f)-&simo elemento en el determinan-
te A = det(N,,...,Nn). Entonces de la expresién (3) del Le-

1 -lzn ,
- 2'(.(_1)+( ]
Yy

ma 2 ,

w..

§é e

jir L,§=1,...,n .

Si X satisface
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I(X-G)le <1, f=1,...,n,

y si
n
1+-1" .
A, = ‘(-1) g (X-G)N ., +1 i =1,...,n
j H J 2 ’ j ] 9 [
entonces
IAJ--%-|<=}, i=l,....m,
y
n 1 1 n n .
,Z, (j-glw;; = 5 (X-6) jZ, WL, %ii"kC =

1 n n
--(X'G) + N .. e. Iy e =
-%(X-G)Aei- x;-9;, 4€I={1,...,n},

es decir,

n
X~G = Z (l-"{)w
o, bien en términos de (6),
X = Po + A|w|+...+xnwn .
Esto significa que SL[G] estd contenida en el paraleletopo
@ = {P, WETLIRTERL Y WU LR I PRI B F
ademés, por el Lema 2

n,n p n
det (W, ,...,0,) = 2_2‘_ (-1VHHEDTY L

y dim® = n. Recfprocamente si X & P entonces

-1} .
(X-GIN; = 24(-1) A= 5

‘Aj ‘%)’ j'.‘.v-‘-"v"‘v
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|(x-G)Nj| - znlxj -%I £, f=1,...,n.

Por tanto ¢(X-G) € 2~ vy @ESA[G].

COROLARIO 1', Dados G e= R" y M‘,...,N,1 vectornes Linealmen-

te independientes en R", 54 ¢, >0,...,e, > 0 entonces

5 .

® = {x& R" |[(X-6)N,| ¢ ¢,, k=1,...,n}=
= (P, +A W+ .0r W, |0 s 2, < 1}

es un paraleletopo s6Lido n-dimensional de centro G gene-
nado pon Los vectones

( 2¢1
w‘ = TNZX.....XNn ,
2¢,
wz : T NBX...'XNH.XN'l’
(7) ﬁ : |
2c
- -1
wn_l —ﬂ—A NnXNIX"'an-z’
wn = .. le.. “an-1 ,
-
donde
1
(8) Po - G-f (w,+...+wn)
y

A~ det(Ni,...,N ).
Demostracién. Por el Lema 1,

-1
$'(X) = max |e, N X
1<k<n | R "k |

es una norma sobre Rn,y por el Teorema 2 la esfera cerra-
da unitarias S,[G] respecto 8 ¢' es un paraleletopo n-dimen-

sional de centro G,
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s,[6] = {P°+A]w,+...+Anwn |0 < A, s 1)

usando (5) y (6) obtenemos (7) y (8) con A -cht(N)“..,NnL
' »*
El siguiente lema muestra que n vectores forman unabase or-
togonal de R" (n >3), si y s8lo si, cada uno es miltiplo
del producto vectorial de los restantes n-1 vectores.

LEMA 3, Los vectores Wypeoo,W, s0n una base ontogonal de
R®, (n23), 8i y 8680 84

Wy

e
[
—
]
-t
~ Je
t
1
(]
) [X)
=4
~N
F;a
=4
%
X
=
X
s
-

~~
AV}
S
A

H ececee

©
"

1 »

1+(-1
——%rj I |2
(-1) " wz Wy %o xW _

donde A = det(W,,...,Wn) ¥ 0.

Demostracién. Si WI,...,WR es una base ortogonal de Rﬁen-
tonces para cada k existen escalares Akl""’xkn tales que

n
Np = T Ap, W, R=1,...,n,
C 4=
donde los N, estén definidos en (2). Por tanto,

2 .
0 = Nyt = Ap W oW, = 2, 0| implica X, =0, 4i#k,

y por (3),
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+-D",

2
Nk'wk = (") A= Akkwk'wh = Akklwhl ’
de donde
(=", A
Akk. ('1) W’ k-),...,n,

Y Nk se reduce a
n
v (_”1+ -1 b A v
k |wn|2 kR’

esto es,

1+-D"
LCD b up)2
wk bl ('1) —T— N

k' k'l,...,n.

El recfproco del Lema 3 es inmediato de las propiedades del
producto vectorial.

»
Si ® es un paraleletopo n-dimensional generado por n vecto-
res no nulos ortogonales,entonces P es un ortotopo defini-

do en la expresidén (11) del siguiente corolario:

COROLARIO 2. Sean w,,...,wn vectores no nulos ortogonales
en R", n > 3, y el ontotopo n-dimensional de centro G

(10) @ = {P*A W+ 4R W [o¢a, s 1}.
Entonces
(11) @ - (xer" | [(x-6)0,] ¢ Hu %k =1,...0n}.

Demostracién. De la expresién (9) del Lema 3 se desprende

D" :
k A
Nk - (_1) Ta;ri wk., k ® Jyece,n,
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donde los vectores N, estdn definidos en (2). Por tanto,la

expresidn

1+(-1" :
- = le-1y 2 A _
| (x-6INg| = |(-1) [ e 6)| < 3 Ia|
es equivalente a
| (x-6)w,| s ¢ 1,12, k=1,...,n.

Concluimos de! Teorema 1 que si @ es el drtotopo definido
en (10), entonces ® es también de la forma dada en (11).

El reciproco del Corolario 2 es el siguiente

COROLARIO 3. S4 Wy,...,W, son vectores no nulos ontogona-
Les en R", Ge=R" g

® = {(x=R" || (Xx-6)0,] < #lW, 1%, Ek=1,...,n},

entonces
1+(-1)nk
(12) ® = {P +k{ (-1) 2 Agp 10 5 2y < 1}
=1

es un ortotopo n-dimensional,donde

i’l +(-1)" b

1
(13) Po = G--z'k'll (-1) wk. .

Demostracién. Si 4 = de:(w,,...,wu) y si Nh es el vecfor
definido en (2), entonces de la expresién (9) del Lema 3

obtenemos
Y,
(_1)1+g-12 B A

Np = ——, ,
Jwgl? ®

k-l,...,n;

y si e, = %Iwklz,entonces los n vectores
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1+§-1)"
k
2N, = (-1) Wy, Be1,...,n,

son también ortogonales. Concluimos por el Corolario 1 que
® es el ortotopo n-dimensional definido por (12) y (13).

OBSERVACION 2. S< en La expresién (11) del Corolario 2 se
cumple lwkl =a, k=1,...,n,entonces @ es un hipercubo o
potitopo de medida ¥, de anista a ([2], pp.123-124). Lladis-
tancia entne el hiperplano H, de ecuacibn (Y-G)W, .= 0 y un
punto X en R" es justamente

(X-G)w 1
Ll - 2oy

rneduciéndose (11} a

® = {Xe: R" |distancia entre le y X &€ -; a,k=1,...,nY,
donde Hy,...,H, son hipenplanos onrtogonales que se Lintenr-
secan en G.

Reciprocamenté, a partir de esta Gltima se obtiene también
para ® la expresién (12),y en (13) el vértice P, en el Coro-
lario 3. De aqul la slgyiente definicién y caracterizacién

puntual de Yn’

DEFINICION 1. Dados en R™ n(33) hiperplanos ortogonales
Hl,...,Hn tales que se Lntersecan en un punto G,y de vece-
tones normales unitarios u,,...,uu respectivamente, 54

a > 0 entonces el Lugan geométrico

® = {X & R" | ax Distancia entre H, v X < %—a}
1gk<n
¢s LLamado un hipercubo o politopo de medida Y de centro
G, arista a y de vértices
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n
1+(-1) b

G+ 5 'El {287(-1) 2 ju
7 L, VO ko

para todo (&y,...,6,) & {0,1}" (ver Figura 1, para n=3).

Us

Un cubo Y3 de centro G = H1 nHan3 y arista a

Figura 1
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