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Resumen

Se da la expresién para el tensor de Faraday y el tensor conformal de
Weyl en el formalismo de las ménadas. El tensor de Weyl es a su vez
expresado en términos de los tensores de Matte, al igual que su forma
dual. Este resultado conduce a la forma explicita de los invariantes gra-
vitacionales en el vacio o invariantes fundamentales. Se presenta ademés
una posible clasificacién algebraica para los campos gravitacionales, en
cuasieléctricos y cuasimagnéticos.

1 Introduccién

La analogia existente entre la gravitacion y el electromagnetismo es un hecho
reconocido, y su presencia posibilita la bdsqueda de raices comunes a los dos
campos. Dicha analogia ocupa el interés de los especialistas, quienes buscan
una teorfa unificadora para la gravitacién y el electromagnetismo, ambos cam-
pos con espin emtero. Sin embargo, la primera teoria unificadora exitosa de
campos (la teoria de Weinberg-Salam), que unifica la interaccién débil y el
electromagnetismo, no dejé de causar estraiiesa por cuanto el mayor esfuerszo
se habia realisado para unificar electromagnetismo y gravitacion.

Conocido es el hecho de que para el electromagnetismo la transformacion gra-
diente 4-potencial determina la invariancia de la teoria de la relatividad ante el
aporte de la forma exacts 1-forma A (en principio, es suficiente la invariancia
con respecto al aporte de una forma cerrada) (véase, por ejemplo, [1]).

En gravitacién la situacién es mucho més compleja y rica. No sélo la métrica,
gino también la conexién (aceleracién, velocidad angular y velocidad de defor-
macién del sistema de referencia) cambian ante una transformacién tomada
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como una transformacién de calibre. Sin embargo, sélo la métrica representa
un objeto completamente invariaate, andlogo en este sentido a la tensi6n eletro-
magnética.

Este hecho no es casual (como ea ol caso de la electrodindmica, donde iguales
cargas especificas son sdlo una suposicion bastante artificiosa acerca de la es-
cogencia de un sistema de referencia concreto), sino una de las manifestaciones
del caricter fundamental del principio de equivalencia en la naturalesa.

Asf como hay dos niveles en la electrodindmica, el potencial y la tensién, en
la gravitacién existen tres: la métrica, la conexion y la curvatura.

Algunos autores proponen llamar la métrica “sabpotencial del campo Gravi-
tatorio” [2].

Sin traspasar los limites de la electrodindmica clisica y de la teoria general de
la relatividad, en el presente trabajo se ofrecen nuevas relaciones que confirman
la ya citada analogfa.

2 Formalismo de las ménadas

Uno de los métodos para describir el importante concepto de sistema de refe-
rencia es el método de 1as ménadas, que se fundamenta en la asignacién de un
campo de vectores unitarios 7 normados en la unidad, 77, = 1, tangentes a
la congruencia de lineas mundiales (time-like) de los puntos del sistema de re-
ferencia (por congruencia entendemos un conjunto de lineas-mundiales, cada
m]u de las cuales pasa por uno y s6lo uno de los puntos del espacio tiempo
{3}).

El sentido fisico de lsménadas puede entenderse como el campo vectorial de
las 4-velocidades de cada uno de los puntos del sistema de referencia:

™= —,

Con ayuda de este campo vectorial podemos definir en el sistema de referencia
1a longitud de los intervalos de tiempo, y encontrar los componentes temporales
de los tensores correspondientes.

Del tensor métrico siempre es posible separar un tensor del tipo r¥r*. Llamemos
la diferencia b,, := g,, — 7,7, métrica tridimensional o proyector. La
proyeccion del tensor b,, en la direccién r es por definicién cero: b,,7* := 0
significa que el tensor b, es ortogonal a la direccién r (time-like). Resulta en-
tonces que by, pertenece a la hipersuperficie espacio-temporal correspondiente
al espacio tridimensional en el sistema de referencia dado.

Es fécil comprobar que b, bye = b,y lo que dignifica que el tensor b,, es
el proyector sobre un espacio local ortogonal al tiempo fisico del sistema de
referencia. De esta manera la proyeccién de cualquier magnitud tensorial sobre
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el espacio tridimensional del sistema de referencia se realiza contrayendo el
tensor con el proyector b,,, para cada indice [4].

3 El tensor de Faradsy en el formalismo de las
moénadas

El tensor de Faraday o 2-forma de la tensién electromagnética se define como
Fi= 2R AO* = dA,

en dondo 6” y 0% son vectores de la base tétrada; el vector potencial A se toma
como A = A,dzP.
Podemos escribir el tensor de Faraday segiin la expresion

F:=EAT4++(BAT),
y obtener su forma dual a través del operador del Hodge:
sF=w(EAT)=(BAT);
aqui E = »(r A »F) es la 1-forma de la temsién eléctrica ortogonal a 7, y
B = #(r A F) la 1-forma de la tensién magnética también ortogonal 3 7. O
sea, B-r=E.-r=0.
Los componentes de los vectores eléctricos y magnéticos encuentran su ex-
presion a través del campo 7 de la siguiente manera:
E, = -F),m, B, = F{,r'\ .

4 Clasificacién de] campo electromagnético segiin

los invariantes electrodindmicos
Dela upulutmol tetzadimensional del campo ehcttomagutwo con ayuda

del tensor antisimétrico o tensor de Faraday, y més exactamente, de los com-
ponentes de éste, es posible encontraz las siguieates magnitudes invariantes:

1 : 1
L= EF”P’ , Ia= ZF:»F"” .
Proyectando estas magnitudes sobre el sistema de referencia tendremos:
I;:v,P—v_Ez, Iz=3-§.
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Los invariantes electromagnéticos I ¥y Iz son vakidos para cua.lqluer smtema.
de referencia y pars cualquier campo gravitatcrio.
Segin estos invariantes es posible clasificar los campos electromagnéticos de
h;ngmene forma: (clasificacion de Synge. - Pifia para ¢l tensoz de Faraday
5

Tipo A: L1 #£0;

TipoB: 5 <0,k =0; ~

TipoC: 5L =0,12=0 (campo nalo);

TipoD: 51 >0,k =0. :
La anterior clasificacién es algebraica, asi que el tlpo del campo electro-
magnético pued¢ cambiar de un punto s otro. - ¢

5 El tensor conformal de Wejl

El tensor de Weyl,

Waﬂuu = Raﬁvu - Rv(agﬂ]“ + Rp[agﬂ'ly + sngu[agﬂ]u'

representa la parte del tensor de curvatura R,g,, cuyas contracciones son
igaales a cero, lo caal slgmﬁca que el tensor Weyl se comporta como el tensor
de curvatura en el espacio vaclo, coincidiendo con Rag, cuando Rog =0y
R=0.

A. Matte en su trabajo [8] escribié las ecuaciones del campo gravitacional en
ol vacio, en el lenguaje de las magnitudes,

Eap = R,p,.,,rpf“ By, = -R;py rhre

Nlamadas corrupondlentemente campos cuasieléctricos y cummgnéucoe
Estas ecuaciones en primera aproximacion son andélogas a [as ecuaciones de
Maxwell, y el papel de l2 tensiba de los campos eléctrico y magaético lo
juegan las magnitudes £ y 8. Desde el punto de vista de Matte esta analogia
es suficiente pars convencerse de la existencia real de lu ondss Gnvntstonu
(6},

Para el caso particulax visto por mosotros, donde R, = 0, R = 0 (espacio
vacfo), tenemos que

waﬁw- = Rapvy

Eap = Waugut" 14, Bap = ‘w;vﬁprir“ .

Los tensores £a8 ¥ Bap por definicién son simétricos y su trasa s nula.
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6 El tensor de Weyl en el formalismo de las ménadas
en términos de &, y Beg

Si expresamos el tensor de Weyl ea términos de £.5 y Bap (los llamados
campos cuasieléctricos y cuasimagnéticos),

| Waéui = *ﬂctﬂy’é]“"; 2apbue — 26 pp by
Aol B+ D)~ 26 Bl + B3,

encontramos con ajudt del operador * de Hodge su dual:

Wage = =47 By 1) ~ 3Bap b + 2By b0
‘ (2)
+2Eap.,,(1'"£(‘,r“] + Eﬁ’,b;]) + 2E,,,..,.(r"£fsr,,] + é'(“’pbf,]) ,
donde E,g,, = /—§€apiu @8 el temsor axial de Levi-Civita, y €afuu @8 el

simbolo de Levi-Civita. El tensor de Weyl asf definido tiene las mismas
propiedades de simetria del tensor de Riemann:

L. Waguw = Wyvag = Wagpui
2. Waispu} =0; '

3 B Wopp =0
(los corchetes [ ] indican antisimetria para los indices contenidos).

7 Clasificacién del campo gravitacional segiin los
~ invariantes fundamentales

En la teoria general de la relatividad la base del sistema de invariantes consta
de catorce elementos. Tomando el tensor de Weyl expresado segin (1) y (2), se
halla la forma explicita de los invarisntes distintos de cero, lamados también
invariantes fundamentales: =

Ip = Wagu WP | I = 8(E,5E°P — B, 5B°P) ;
Iﬁ = w;p”,W"’” ’ Igﬂ = ssapsaﬂ H :
In = WePAOW 0o W)™, Ips.= —18B.gB¢l ;
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Definiendo un campo gravitacional isotrépico con la condicién
In=lp=Is=1Iu=0,

obtenemos el llamado segundo criterio de Bell acerca de la existencia de las
ondas gravitatorias [7].

Los invariantes fandamentales en su forma explicita, al ser comparados con los
dos tinicos invariantes electrodinémicos, nos permiten corroborar la profunda
analogia existente entre la gravitacion y el slectromagnetismo.

Postulamos ahora algunas condiciones necesarias -pero creemos no suficientes-
para clasificar los campos cuasieléctricos y los cuasimagnéticos.

En analogia con el caso electrodinimico podemos considerar I3 = Igs = Iy =
0y In #0. : A

El si;no de I, determinari entonces el cardcter del campo:

si I,; > 0 el campo tendri caricter cuasieléctrico; -

gi I < 0 el campo tendré carécter cuagimagnético.

8 Tensor de superenefgia

El tensor de superenergia de Bell se define como un teasor de cuarto raago de
la forma 1 : :
Taw\o = E (Raﬂwnlpoy‘k;pyno\‘pov) .

En nuestro caso, en el cual Ryg,, = Wapy, o8 posible encontzar una expresion
para el tensor de Bell en términos de los tensores £,5 ¥ B,p, 1a cusl nos permite
ver mis claramente la analogia con el tensor de energia-impulso del campo
electromagnético.

Esta analogia algebraica entre los tensores de Bell y de energia-impulso puede
ger usada para definir “la densidad de energia-impulso” del campo gravitato-

En la actualidad se leva a cabo el trabajo de calcular la forma explicita del
tensor de super—energia en términos de los campos cuasieléctricos y cuasi-
magnéticos [8].
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