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Ortogonalidad Compleja de Sistemas de Polinamios *

JATRO CHARRIS **

En las relaciones de recurrencia que definen los sistemas ortogonales
clagicos de polinomios (Laguerre, Jacobi, etc.) es casi siempre necessrio
restringir el dominio de los parametros pera garantizar la ortogonalidad de

dichos sistemes con respecto a medidas positivas en el eje real.

Sin embargo, es frecuemtemente posible establecer la ortogonalidad con
respecto a funcionsles de momentos fuera de estos dominios naturales, y es
natural indagar por otros tipos de representacion de estos funcionales
cuando no la admiten por medides positivas.

Un primer paso en ﬁta direccion fue dado por R.P. Boas al establecer
representaciones por medides no positives. El suyo es, sin embargo, un
teorema de existencia no conmstructivo, el cual dice poco o nada acerca de las

propiedades de dichas medidas, ni de cdmo obtenerlas explicitamente.

Posteriomente, R. Morton y A. Krall estudiaron el problema de la
representacion por medio de distribuciones, y lograron obtener represen-
taciones distribucionales explicitas del funcional de momentos de varios

sistemas clisicos. Su procedimiento entrafis, sin embergo, una doble dua-
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el autor en el transcurso del XI Coloquio Nororiental de Matemidticas, en la Univer-
sidad Industrial de Santander, Bucaramanga, 5-8 de agosto de 1993.
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lizacién mediante la transformads de Fourier,que lo hace realmente factible
sdlo cuendo los sistemes de polinomios son soluciones de ecusciones
diferencisles y las tranformadas inversss son facilmente calculables. Este no
es el caso, por ejemplo, de lo- llamados polinomios de Bessel, a pesar de que
satisfacen ecuaciones diferencisles de la clase exigida, y, menos, de los de

Pollaczek, que no lo hacen.

Con el fin de superar estag dificultades, S. Kim y K. Kwon han investigado
la representacion mediante hiperfunciones, teniendo éxito en el caso de
Besseél. Sin embergo, tal punto de vista necesita aun de la relecion de los

polinomios con ciertas ecusciones diferenciales.

Recientemente, M. Ismail, D. Masson y M. Rahman hean abogado por la re-
presentacion de los funcionales mediante integrales de contorno. De hecho,
representsciones de este tipo eran conocidas para ciertos sistemas, incluidos
los polinomios de Bessel. Sin embargo, no existis ningin procedimiento
sistematico paras obtener les medides complejas necessrias, y ellos han
sugerido, motivedos por un resultado celebre de Mérkov, que tales medidss
deberisn poderse comstruir a partir de la funcién limite de la fraccion
continua de los polinomioa. Mas precisamente, su ides es la de verificer
directamente si, escogido un contorno, tal funcion limite sumistra ls wmedida
buscada, o si, dada la funcion limite, un contorno uprop_indo dentro de su
dominio de analiticidad permite 1la representscion. Esto requiere,
frecuentemente, de calculos no trivisles. Sin embargo, uns vez establecida ls

representacion integral, es ususlmente facil obtener representaciones dis-



tribucionales.

Durante una conferencia delTautor de! presente trabajo en el Seminario de
Poegrado de ls Universidad de los Andes, el Profesor Xavier Caicedo sugirio
estudiar ls representacion de los funcionales dé momento mediante la integral
de anford, ya que en el caso de estar los parémetros dentro de sus
dominios naturales esto se podia hacer mediante las resoluciones espectrales
de ciertos operadores asociedos a los sistemas de polinomios (Teorema de
Mdrkov), y la integral de Dunford tiene como uno de sus oficios sustituir
tales resoluciones cusndo éstas no estin disponibles. Més aun, pensando en la
ingistencia de Ismail, Masson y Rahman sobre les fracciones continuas,
conjeturo que debia existir alguna conexion entre éstas y las resolventes de

los opersdores.

El objetivo de este trabajo fue el de examinar ests sugerencia y establecer,
de ser posible, la conjeturs, lo cual se logro en el caso acotado, dando, al
menos en estas circunstancias, una base solide a las sospechas de log tres

autores antes citados.

El articulo esta dividido en dos secciones. La primers examina los antece-
dentes del problems y de las nociones basicas dentro del cual éste se
enmarca. La segunds demuestrs la conjetura de X. Caicedo, al establecer la
conexion entre les fracciones continuas y las resolventes de los operadores
asocisdos, y confirms plenamente, dentro de un cierto contexto, la sospecha

de Ismail, Masson y Rahman.



1.— INTRODUCCION

Sea Clx] el especio de loa polinomios con coeficientes en el campo € de los
numeros complejos. Un funcional de momertos L (I8, Chap. I) es una
aplicacion € —lineal de €[x] en C tal que L(1) =1. Un sistema {Pn(x)!n >0}
de polinomios en Cix] con Pp(x) de grado n y Py(x) =1 es ortogonal con
respecto a L (I8}, Chap. D) si

'-(Pn(x)Pn(x)}-XnG-m m, n2>0, : .1)

con
_Ao=1; Aq»0, n>O0. a2

Se dice en tal caso que L ‘es un funciohal de momentos o un funciohal de
ortogonalidad de (Py(x)}.

Es bien conocido que {Pn(x)} es ortogonal con respecto a un funcional de:

momentos L sl y solo si existen nimeros complejos Agq, By, Cp tales que
Aﬂcﬂd#o’ ﬂ20. ’ 1.3)

Yy que

(Anx <+ Bﬂ) Pn(X) — Pn,l(X) “+ Cn Pn—l(X), nz> 0. (1.4)

con P_(x)=0, Pyx)=1. Ademas, {Py(x)} determina univocamente a L

mediante
L(1) =1; L(Pp(x) =0, 021, as
y se tiene que
x,,-:.(pf,(x))-:—:c,c,...c,.. n>1. 1.6)

Esto se conoce como el Teorema de Favard ([8], Chap. I). Si {Py(x)} satisface

(14) con P_(x) =Py(x) =1, y 8i (1.3) se verifics, el funcional de momentos

8



L de {Pn(x)} puede entonces obtenerse mediante (1.5) y extension lineal. S/
(8], Chap Ii; [1], [4]) Ay, By ¥ Cq sOn nimeros reales y

An Aﬂ*l‘cnd > 0. n> 0’ a.n
y solamente en tal caso, L puede representarse en ia forma

+00

L(P{(x)) = I P(x)du(x), (1.8)

-0

donde i es una medida positiva con soporte en la recta real R. Si ademas

existe M >0 tal que

h M Cnox M
Al <3 NEpans <30 "20

antonces e/ soporte Suppu de u esta contenido en [—M, Ml y u es /a
anica medida para /a cual (1.8) se verifica. Se dice que i es una medida - .

ortogonalidad o une medida espectral de {Pp(x)},y que {Py(x)} es ortogonal

con respecto a (.
Una relacion de recurrencia ®
X pp(X) = by pp ——1(X) + 2y pp(x) + by Py, 020, (1.10)
tal que
bn.a 0, n>0, (1.11)

es de la forma (1.4), y define entonces, con p_.,(x) =0, py(x) =1, un sistema

ortogonal con respecto a un funcional de momentos L tal que

L(pn(X) py(x)) =8gmp, m, n>0. (1.12)



La condicion (1.7) se traduce, psrs (1.10), en que 8p, by Son nameros resles y
Y341 >0, n20, (113)
y la (1.9), en
lai<¥,  [oaal<¥, n20. (1.14)
Si (1.13) se satisface y el funcional de momentos L tiene la representacion
(1.8), entonces

+o0

] (X)) pm(xX)du(xX) =6pmp, m, n >0, (1.15)

-—00

y se dice que u es una medida de ortonormalidad de {py(x)} y que {pn(x)} es

ortonormal con respecto a u.

Supéngase ahora que (Py(x)} estad dado por (1.4) con P_(X) =0 y Py(x)=1. Si

(1.9) se satisface y {Py(x)} se define por (1.10) con P _,(x) =0, Po(x) =1y

Bp . Cna
ap = ~Ag byey = vy vt n>0, (1.16)

-

donde —% <arg(Ya )< %, asi que ya >0 si o >0, entonces
L(Pp(x)Pry(x)) = aan

.pan el funcional de momentos L de {Py(x)}. De hecho,
' = Pp(x)
Pp(x) = =0 , >0, (1.18)
]:.(P%.(x) ‘

y se dice que (Py(x)) es el sistema ortonormal de (Pn(x)} pera L.

Notese que si Ap, Bp, Cp sstisfacen (1.7) y ay, bp estan dados por (1.16),
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entonces (1.13) se satisface. Tambien (1.14) se satisfara si (1.9) lo hace.

Pars la mayor parte de los sistemas de polinomios definidos por una relacion
de recurrencia (1.4), tales como los de Jacobi, Laguerre y Askey —Wilson,

Ap, Bp, Cp dependen de ciertos parametros o, 8, A\, ---, y (1.7) vale pars
ciertos rangos de estos parametros, sus rangos naturales, pero falla para la
mayor parte de log valores de eéstos. Sin embargo, (1.3) se verifica
usualmente para todos los valores de a, B, A, ---, excepto, tal vez, para un
numero enumerable de los mismos. Esto ha motivado la bisqueda de
representaciones de L en términos de distribuciones (Krall (15], Morton and
Krall [16]) o de hiperfunciones (Kim [13], Kim and Kwon [14]) cuando (1.3) vale

pero (1.4) falla.

En [12], Ismail, Masson y Rahmen han propuesto representar £, de ser
posible, en la forma
2P = =1 IP(z) X(z) dz 1.19)
C

donde x(z) es, bsjo la hipotesis (1.3), la funcidén limite de la fraccion

continua

Ao J_ _C 1_ G |
[Aoz +Bo [Alz +B; [Azz +Bz

(1.20)

de {Pn(x)} ¥ C es un contorno apropiado.de C (o, de la esfera de Riemann
\ Cx)s y luego intentar obtener, a partir de (1.19), representaciones

distribucionales o hiperfuncionales de Z.

En [12], ellos han dado representaciones distribucionales de £ para los

polinomios de Jacobi, a partir de (1.19).
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A su vez, Cherris y Soriano en [7] han obtenido representaciones
distribucionsles pars los polinomios cribsdos uiltrsesfericos, siguiendo Ia
misma técnica. En todos los casos, esto requeria verificar por medio de un
calculo directo que, escogido un contormo C en el dominio de snaliticidad de
x(z), L, dado por (1.19), satisfacia (1.5).

La idea de besar la bﬂsquodt de representsciones distribucionsles o
hiperfuncionsles de L en (1.19) estd inspirada en el siguiente Teorema de
Markov (1}, [4), (8], (19, [20]).

St (1.7) y (1.9) se verifican, asf que L admite /a representacion (1.19) con el
soporte Supp u de u contenido en [—M, M], entonces

+00

X(z) = [ W zet—m,M. 121

Cleramente X(z) es analitica ‘para zEC —[—M,M]. Si C es entonces un
contorno positivamente orientado de |z >M que contiene & z =0 en su

interior, se obtiene (v. [2}, [7}, [12]) que

+0 +c0
1 — 1 [oem [ 204 -
Xl IP(z)x(z)dz 31 [P(z) I z ¢4z l P(t)du(e), (1.22)
o] c - -

y, en tal caso, (1.8) y (1.19) son a:nbu representaciones de L. Sin embargo, si
(1.7) falls, también lo hace (1.8), sunque es de esperar que (1.19) vaiga aun
(siempre que se temga (1.4), condicion sin la cual (1.1) no es posible). La
verificacion de (1.19) es, tanto en [7]1 como en [i12], consecuencia de un
célculo directo. Es de observar que X(z) puede determinerse frecuentemente,

en forma independiente de (1.21), mediante la formuls (v. [8], Chap. IIl; (4D
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0(2)

X(z) = A, nlig'oo P (1.23)
donde, si {Pp(x)} estd dado por (1.4), {Ph'(x)} lo esta por
(Aneix + Bro )P0 =P} (x) + Cny,y PEL(), 120, (124)

con P‘_li(x)—O, Pg'(x) =], y se denomins, como lo sugiere (1.23), el sistema
de los polinomios numeradores de {Pp(x)}.
Ahora, existe una conexién imporﬁnte entre la teoria de los funcionales de

momentos, log polinomios ortogonsles y la teoria de operadores en los

espacios de Hilbert.

Une matriz tridiagonal simetrica infinita

% b 0 0 0...0
bl a, b2 0 0... 0

J=| 0 b, ‘8, by 0... 0 (1.25)

se denomine une matriz de Jacobi. Escribiremos

J=[ap;byl. (1.26)

Claramente existe una correspondencia biyectiva ‘entre los sistemas de
polinomios (py(x)} dados por (1.10) y la matrices de Jacobi [aj; bpl. Esto
permite habiar de los polinomios de J o de /a matriz de {py(x)). Mas aun, si
{Pp(x)} esta dedo por (1.4) bsjo la hipotesis (1 .3); denominsremos matriz de

{Pp(x)} a la matriz J del sistema (P,(x)} determinado por (1.10) con ap, by

dados por (1.16).
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Si J=[ay; byl y existe M >0 tal que

|°n|$%. lbmls%‘-. n>0, (1.2m
ge dice que J es acotada.

Une matriz acotada de Jacobi §J =[ap; byl define un operador 3 del espacio
[+ =3

de Hilbert £, de las sucesiones complejas (x,) tales que 2|xnf<+eo. El
=0

producto escalar de &, es

[+.]
[(Xn)§(}'n)] b ZXn Vn . (1.28)
N0
Si {@gin >0} es la bame candnica de &, en=(8op, Sin, -..), n 20, y €, €8 ia

sucesion (Xg) con Xp =0, n>0, el operador 7 esti determinado por
A
Jan =bnen—1 +ﬂn’n +bn,13n,‘, nzo, (1.29)
(con by =0) y extension lineal continua. Si J verifica (1.27), entonces
A .
lJI <M. (1.30)

Supongase shora que ap, bp son numeros reales y que J es acotada.
A

Entonces J es autoadjunto, y su espectro 0'(3) esta contenido en [ —M, Ml

. A

Sesa [Et]tER una resolucidon de la identidad continua por la derecha para J,

asi que
+c0
A
J- I tdE,. - 131
-0
Si P(x) €Cix] es un polinomio entonces

+80
P(ﬁ]-[ P(t) dE, (1.32)

-0

y, como se verifica facilmente por induccion a partir de (1.10) (v. [1], [4D), si
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{pn(x)} es el sistema de polinomios de J entonces
Pn(s)eo—an, n>0. (1.33)

La formula (1.33) es fundamental en la teoria de polinomios ortogonales. En

particular, tal formula implica que -
+00
A
Gno"[Pn(J)‘ovCo] -'I pn(t)d(E, 895 &), (1.34)
-0
lo cual muestrs que
+00
L2(P(x)) = l P(t)d(E, 8,; &) (1.35)
-0

es una representacion del funcional de momentos L de {pp(x)} y, de hecho,
que o(t)=(E €;8,), —o <t<+co, es la funcion de distribucion de la

medida de ortonormalidad u del sistems {py(x)}; es decir,
x X
U(X) e I d#(t). “( ( —oo, xl) — [ da(t)n —00 X < +o0 1) (1 -36)
s - e d

donde la seﬁunda integral eg una integral de Riemann—Stieljes, y también es

- posible expresar E)‘ en terminos de u mediante

N=0

A
(-]
E o= Z[ '[ Pn(t) py () du(t) ]’k 137
-0

y extension lineal continus.

, A
Si ap, by no son numeros reales, J no es auto—adjunto, y no disponemos de
A
resoluciones de la identidad para J. Sin embargo, si J es acotada, es aun
A
posible representar a J mediante su operador resolvente

R(i,z)—(z—a)—‘. En efecto, si (1.27) se satisface, R( s.z) existe para
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todo |z|> M, y si C es un contorno positivemente orientado de jz| >M que

contiene al 0 en su interior, entonces

P(s)—%IR(S.z)P(z)dz . (1.38)
xi .
c

La relecién (1.38) se conoce como la Formula de Cauchy—Dunford (v. [9},

[22D). Se deduce que

6no = [Pn(3)e0s60) = - | [R( F.2)e0:85) pr(z) dz (1.39)
no +90 2‘Kir ] 0380) Pn ’
) c
asi que
A
L{P(x)) == E%I[R( J.z)ﬂo:oo]P(z)dz (1.40)

C
es una representacion del funcional de momentos L de {pp(x)}. El prop&sito

de este trabajo es demostrar, como lo ha conjeturado el Profesor Xavier

A
Caicedo, que [R( J,z)eo;eo] es la funcion Itmite x(x) de la fraccion continua
de {pu(i)). Esto implicaréa que la representacion (1.19) de L es valida en
genersl, y la verif icacion directa de este hecho, como en {7] y [12], una tarea

en general dificil, es innecesaria.
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2.— RESULTADOS PRINCIPALES

Si T es un operador lineal acotado del espacio de Hilbert 36 (con producto
interno (x3;y)) ¥ si P(x) ez un polinomio,entonces
-l
P(T) 3%i IR(T,z)Nz)dz , (2.1)
C

donde C es cuslquier contorno ‘positivamente orientado de |z|>}T] que

contiene a 0 en su interior,y

R(T,z)=(z—T)"}, 1z1>ITl, (2.2)
es el operador resoiverte de T. Si x,ye %,

R(z) =(R(T,z)x;y), 1zi >ITHL, (2.3)

es una funcidén analitica de z.

La representacion (2.1) se conoce como /a representacion de
Cauchy —Ounford de P(T). De hecho, (2.1) es valida para toda funcion ana-
litica P en |z|>|T). Obsérvese que o(T) esta contenido en {z| <}T}; por lo
tanto, en el interior de C. Para informacion adicional sobre la representacion
de Cauchy —Dunford, veanse [9],' [22]. Como lo hemos mencionado en la
introduccion, si J es una matriz de Jacobi y si el operador de £, definido
por J mediante (1.29) es acotado y satisface l.'i I <M, entonces

,:,—11‘_—£j‘(k(.’l\.z)eozoo)P,,(z)dzchm, n>0, 2.4)

C

gonde C en |z|>M es un contorno positivo, como arriba, y (Pp(x)} es i
sistema de polinomios de J, asi que '
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L(P(2)) -ﬁf.[(k(i +2)€5;6,)P(z)dz (2.5)
C

es una representacion del funcionsl de momentos L de (Pn(x)}.

Si {Pp(x)} es ahora cusalquier sistems de polinomios, ortogonal para el
funcional de momentos de 2, y J es la matriz de Jacobi asociada al sistems
(fin(x)) de {Pp(x)} (dedo por (1.18)), L queds representado en le forma (2.5)
mediante el operador 3 de J.

Demostraremos que (R(i +2)8038) es la funcion limite x(z) de la fraccion
continua de {Py(x)), tal como fue conjeturado por el Profesor X. Caicedo. No
hay perdida de generalidad al suponer que {Pp(x)} esta dado por (1.10) y que
J =[an;bnl. Sea '

_,
ag b 0 O 0 O 0
b, 8, b, O o o 0

Jao=| 0 b, a, b, 0o 0 0 , n>1. 2.6)
0 00 0 .. 0 by, ag,

.Si Iy, es la matriz identidad de orden n, se verifica inmediatamente que
“ b,...by Pp(x) =Det(xIy — Jp), n>1. 2.7
A su vez,

b,...bny; PRl(x) =Det(xIy —Jp), n2>1, (2.8)

donde J;,’ es la matriz que se obtiene de J,’H, deshechando la primera fila y
la primera columna. Notese que b,...by P4,(x) es el menor correspondiente a

x —ag en xIy — J;. Considérese ahora la matriz de Jacobi

= ’ (2.9)



A . A
y sea J, su operador asociado en €,. El operador J, aplica C", considerado

de la menera obvia como Subempacio de &, en C". En efecto,

Jek =b e,  +a e + bk+1°k+1 para  k ==0,1,...,n—2, mientras que

Jen_ =bp_;€n-2 +8n-1%n_; Y Jnek =—0si k>n.

Por lo tanto, segiin la regla de Cramer, si x no es valor propio de Jn (es
decir valor propio de Jp), entonces

(R e =2 0 00 en )y PR

Br.. by, Pol®) =5 Po | 210
Si shora suponemos que J es acotada, es decir que
Snlgo{lanl s [onay|} <M < 400, (2.11)
asi que 0(3) C {z 11z} £M), se tiene que
(R(3n,2)e0s00= L Pg-(l(f’, 21> M. (2.12)
Demostremos que
. A A
dim _(R(Jn,2)e5;0,) = (R(J,z)e0s8,). (2.13)
Esto es consecuencia de que
Teorema 2.1. Para todo |z|>M,
. 4 A
Jim (R - ri 2))e| =0, (2.14)
y el Iimite es uniforme para |z|>M’ > M,
Demostracion . Obsérvese, en primer lugar, que
A A A A A A
R(J,z) —R(Ipy; +2) =Ry Tng1:20( I —In)R(T,2), (2.15)
Y que
A &, 4k 5k
R(3,2) -kz ot R(Inyi2) = Z T (2.16)
-l

para |z{| >M (v. [9], [20), [22]). Por otra parte,
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A A Ak+1
Jnn ey =3 e, (217

para k =0, 1, 2, ..., n—1. Entonces

Ak+1 A Ak

—JIngd
(R(§.2) —R(3ny1.2))8 =R(Iny;12) z _—ﬁ'—‘ 0s  (2.18)
ken z
A A -
asi que, teniendo en cuenta que I-'n +1|SM- ljlsM, y que
[RGns 2] < ML 1210 > M, 219

se concluye que

Sup M,I[R(J.z)—R(JM,,z)]c°|g2M/__ M Z:[M,]“+l (220)

o0 .
Como la serie E [M. ]k'H es convergente, el teorema esta demostrado. N
k=n

Corolario. Si la matriz de Jacobi de (Py(x)} satisface (1.27), el limite x(x) de
la fraccion continua de {Py(x)} existe para todo |z| >M. Mas ain

_1_ P(':)_l(Z)

1% eob; Ppl2)

-x(z) =(R(J ,2)60380), 12I>M, @21)

donde 3 es el operador de £, definido por 3 mediante (1.29), y el Ilmite ag
uniforme en |z{ >M’ >M. Por lo tanto, x(z) es analltica en 1Zz| >M.

Si £ es el funcional de momentog de {Pn(xX)} se tiene entonces que

L(P(x)) = —— .[P(Z) x(z) dz 23
C

para todo polinomio P(x), donde C es cualquier contorno de |z|>M aque
contenga a O en su interior y X(z) es la funcion limite de la fracciog

continua de {Pp(x)}. Ademas

5-};7 IPm(z) Pp(z) X(z)dz = Aymn, M,n 20, 223

(o]
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donde A\p =1 para todo n si {Pp(x)} esta definido por (1.10), mientras que
No=1; Ay =22C;:+-Cp, n21, 2.24)
. An

gi {Pp(x)} esta determinado por (1.4). En particular,

2;“ IPo(z)x(z)dz-l; %ﬂlp,,(z)x(z)dz-o, n>1. (2.25)
C
Observamos que las relaciones (2.7), (4.8) y (5.9) de {12}, asi como las

representaciones de Lo, L, y L, en {7], son consecuencia de los resultados
generales de este capitulo, y no necesitan verificarse directamente, como se
hizo en esos trabajos. De todas maneras, tales verificaciones directas son de

algan interés, en vista del siguiente resultado.

Teorema 2.2. Si {Pn(x)), dado por (1.10), satisface (2.11), /a funcion /Imite
x(z) de /a fraccion continua de {Py(x)) satisface

xX2)~1, z~eo. (2.26)
Por otra parte, si el funcional de momentos L de {(Pnp(x)} admite la

representacion

LP(x) = -1 IP(z)F(z) dz, 227
C
donde F es analltica en |z)|>M y zli;n.:wl?(z) =0,y C es cualquier contorno
positivamente orientado que contiene a 0 en su interior, entonces

F(z) = x(z), |z|>M. (2.28)
Demostracion. De (2.21) se obtiene que
sz(z)—llgih—‘ﬂs—}fi——/—l-zl———)m Z —o, (2.29)
N=1 |z|l'l 1 —M/|Z| ’
asf que la primera afirmacion es clara. Supongase ahore que
[~
n
x(z) — F(z) =n;°anz » 1ZI>M, (2.30)

es el desarrollo de Laurent en jz) > M. Como

I[x(z) —F(2)|Py(z)dz =0, n>0, (2.31)
c
21



y {Pn(x)} es una base de Clx], tambien

a_p_,= -2—11(_ij‘[x(2) — F(z)] zMdz =0, n>0, 232
C
[~~]
asi gue X(z) —F(z) = Zan z" es analitica en C. Finalmente, (2.26), la hipo-
fN=0

tegis sobre F y el teorems de Liouville ([23), p.228) implican que
x(z) — F(z) =c para todo 2z €C y, de hecho, que ¢ =0. I
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