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r••pecto a funcional•• de mOJMntafu.ra de _toa doainia natural.., y _

natural indalu por otra tipoll d. repr•••ntación de •• tos funcionala

tBcio•••• dl8tribucio••••• expl{citu del funcional •• lIO•• atoe d. varia

sl8t.... clÚica. Su proceclilaientootra.. sia •• barlO. una doble dua-

* Texto base para un curso de Introducción a los Polinaaios Ortogonales. dictado por
el autor en el transcurso del"XI Coloquio Nororiental de Mat••áticas. en la Univer-
sidad Industrial de Santander. Bucaramanga. 5-8 de agosto de 1993.



lización 1Hdiante la traD8fonaada de Fourier,que lo hace realmente factible

sólo cuando los ástem.. de polillOmiOll80ft soluciones d. ecuaciones

diferencial •• y lu tranforaadu invenas son fácilmente calculables. Este no

•• el cuo, por ejemplo, de 1011 lla•• dos polinomioe de Bee8e1.a pesar de que

•• ti.facen ecuacio •• diferencial_ de la cl••• exipda, y, mellOll,de los de

PoUaczet. que no lo hacen.

Con el fin de superar estu dificultad ••• S. Kim y K. K_on han inve8tilado

la repreeentación mediante hiperfuncion... teniendo éxito en el cuo de

Be8eel. Sin •• beqo, tal punto de vi8ta nec_te aún de la relación de los

polinomi08 con ciertas ecüecion •• diferencia ••••

Recientemente, M. "maU, O. Masson y M. Rahman han abolado por la re-

presentación de los funcionales ll'Iediante intearal.. de contorno. De hecho,

representaciones de este tipo eran conocidas para ciertos sistemas, incluidos

los palino••ios de Bes8el. Sin e••• !'Io, no existía ningÚn procedimiento

sistemático para obtener las medidas complejas necesarias, y ellos han

sUlerido, motivados por un resultado célebre de Mártov, que tal_ mediclas

deberían podel'll8 coutruir a partir de la función límite de la fracción

continua de los polinomos. Máa precisamente, su id.. _ la de verificar

directe.~te si. eecoaido un contorao, tal función límite nmiatra la 1Hdida

buscada, o si, dada la función límite, un contorno apropiado dentro de su

dominio de analiticidad permite la repreeentación. Esto requiere,

frecuentemente, de cálculos no trivial... Sin emba!'lo, una Vft establecida la

representación intearal. •• usualmente fácil obtener repteeentaciones di.-



Dur.nte una conferencia del~autor del presente trabejo en el Seminariode

POIIIr&dode l. Universidadde los And-, el Profesor X.vier C.icedo sugirió

estudi.r la representación de los funcion.les de momentomedi.nte l. integral

de Dunford, Y. que en el caso de estar los parám.tros d.ntro d. sus

dominiosnaturales esto Be podí. hac.r medi.nte lu resoluciones espectr.les

de ci.rtos operadores asociados a los sist•••• de polinomios(Teor•••• d.

Márkov), y la int8lral de Dunford tiene comouno de sus oficios BUBtituir

tales resolucionescuando·átu no ..un disponibl••• Más .ún. penando en la

iD8illtenciade I••• il. Maaon y Rah••an sobre 1.. fracciones continuas.

conjeturó que debí. existir .lluna conexiónentre éstas y 1•• resolventes de

los operadores.

El objetivo de este trabejo fue el de exa.in.r esta lIUIerenci. y establecer.

de _r posible, l. conjetura. lo cu.l _ locró en el caso .cotado. d.ndo. .1

menos en estas circunstancia.. una bese sólida a l.. so.pecha. de los tres

.utores antes citados.

El artículo •• té dividido ea dos IleCciones.La pri••era examin. los antece-

dentes del proble.a y da lu nocion.. básicu dentro del cu.l éste se

••• arca. La 88Iunda d•• uestra la conjetura de X. C8icedo.al establecer la

conexión entre 1.. fracciones continuu y lu resolvent.. de los operadores

asociados. y confirma plena••ente. dentro de un cierto contexto. la sospecha

de Ism.il. Maaon y Rahman.



Sea as) el •••• cio de 108 polinoaiOll con coef~ientes en el ea.po e de los

núaeroe co.plejoe. Un 'unelanal' de momenta. L ([81. Cb:ap. 1) es una

aplicaciÓ1le-liaeal d. axlen e tal que L(l)-l. Un sillt••• {PU<x)ln~O}

de polinHlioe en as) coa Pn(x) de lrado n Y PO<X>- 1 es ortO(JOMII con

rapecto a L ([81. Chap. 1) si

se dice 'en tal caao que Le. unfUl'lClOÍ'lll/de 1I'fdItIenta. o un'unclOhal de

onO(JOnalldad da {Pn(x)}.

Es bien conocido que {Pn(x)}es ono,onaj con rapecto a un 'unclonaJ dlr

momenta. L 111Y 5010 111exlllt.,., númera. compleja. An• Bn. en tala que

con P-1(X)-O. PO<x)-1. Ademá_.{PU<s)}determina unlvocamente a L

mediante

).n - L(11(x» - ~ Cl~ ••• en. 11 ~ 1. (1.6)

Esto •• conoce ,como el Teorema de F••. d ([81. Chap. 1). Si {Pn(s)} satisface

(1.4) con P-s(x)-PO<s)-l, y si (1.3) se verifica, el funcional de aomentos



+00

L(P(x» - I P(x)d~(x).
-00

Cn+1 "M. .....0
AA ~3 n".n n.l

entoncee el aoporte Supp~eJ.e~ Ntá contenido en [-M. M), Y ~ es la

Únlc. medid. "... la CUJII (loS) •• verifica. Se dice que p. •• una medida



+00J Pn(X) Pm(X) d~(x)- 6.n• •• n ~ O.
-00

SupÓn•••• ahora que (Pn(x)}..u dado por (1.4) con P_1(x)-O y PO<x)-1. Si

(1.9) se satisface y (Pn(x»)•• define por (1.10) con P-1(x)-O. PO<x)-l y

Bnan- --;An

donde -1 ~ara( -re;: ) ~ '2. así que iti ~Osi a. ~ O. entoac.

L(Pn(x)p.(x» - 6mn

para el funcional de .o.entOB L de (Pn(x»).De hecho,
- Pn(x)
Pn(x) - ~ • n ~ O,

L(P~(~)



mayor parte de los valor.. de _tos. Sin embargo, (1.3) se verifica

usualmente para todos' 108 valor.. de a, (!J, ~, "', excepto, tal vez, para un

UP(x» - 2; i. JP(z)x(z) dz
e



SI U.7) y U.9) se verlflc"". _ cre- L admite l. reprflllflfftaclÓn U.19) con el

eoporte Suppp. de p. contenido en [- M. ML ent~

+00

x(Z)-J~(t~. z~(-M.M].
_00

Claramente x(z) es ana1Íücapara z EC -[-M.M]. Si e es entonces un

+ao +ao

2; ¿ JP(z)x(z)dz - 2; ¿ JP(z)J :IJ.Ct: dz - J P<t)dp.(t).
e e _00 _00

Y. en tal cuo. (1.8) y U.19) son ambu repr••• ntacio•••• de L. Sin e••barlo. si..
U.7) falla. también lo hace U.8). aunque •• de e.perar que U.19) valp aún

(aiempre que se tensa U.4). condición lIÍn la cual U.1) no _ poIIible).La



vi) A. l· pl~~I(Z)
A.~Z - ~ 1m -----.n -00 Pn(z)

donde, tri {Pn(x») está dado por (1.4). {pl~l(x») lo está por

polinomios {Pn(x») dadOll por (1.10) y la matrices de Jacobi [an; bu). Eato

permite hablar de los poIlnomI08 de J o de la tNltrlz de {Pn(x». Más aún, tri

{Pn(x») está dado por (1.4) bajo la hipÓtai8 (1.3). denominaremos matrIz de

{Pn(x» a la matriz J del sistema {Pn(x» determinado por (1.10) con an. bn



1\
Una matriz acotada de Jacobi J - (an ; bn] define un operador J del espacio

00

de Hilbert f2 de las sucesiones compleju (xn) tales que LIXnf< +00 o Eln-o

00

(xn);(Yn») - Lxn Yno

n.o

Si {enln~O} es la ba•• canónica de~, en-(60n, 61n, ...), n~o, y e-l es la
1\

sucesión (xn) con xn - O, n~O, el operador J está determinado por

1\

Jen -bnen-1 +anen +bn+1en+u n ~O,

UI~Mo
SUpÓnlase ahora que an, bn son números reales y que J es acotada.

A . A ,
Entonces J es autoadjunto, y su espectro O'(J) está contenido en (-M, M].

Sea (Et)t ER una resolución de la identidad continua por la derecha para J,

+00

J-JtdEro
-00

Si P(x)EC(x) es un polinomioentonces

+00

P( J ) - J P(t) d Et
_00



"Pn( J )80 - en' n ~ O •

+00

6no -(Pn( J )80,80) - J Pn(t)d(Er8o; 80),
-00

+00

L(P(x» - J P(t) d(Et 80; 80)
-00

es una reP!'nentación del funcional de mo•• ntOll L de (Pn(x» y, de hecho,

que <T(t) - (Et 80i 80), -~ < t <+00, es la función de distribución de la

medida de orto normalidad IJ del sistema (Pn(x)};es decir,

x
u(x) - J dlJ(t) ,

-00

x
1J«(-oo,xD- J du(t), -00 <x <+00,

-00

"Si an, bn no son números reales, J no es auto -adjunto, y no disponemos de

"resoluciones de la identidad para J. Sin embarao, si J es acotada, es aún

"posible reprnentar a J mediante su operador resol vente

" "1 "R( J,z) - (z-J)- . En efecto, si (1.27) se _tisface, R( J,z) existe para



P ( J) - 2 ~ ¡JR( J •z) P{z)dz •
e

(22». Se deduce que

6no - (Pn(J >-o;eo) - 2~ ¡J(R{ .J.z)eo;eo)Pn{z)dZ.
e

L(P(x» - 2~J(R{ J.z)eo;eo)P(Z)dZ
e

de este trabajo es demoetrar. como lo ha conjeturado el Profesor Xavier

Caicedo. que (R{ J.z)eo;eo) es la funcIÓn I'mlte x<x)de la fracción continua

de {Pn{x». Esto implicará que la representación U.19) de L es válida en



P(T) - 2;¡ J R(T ,z)P<z)dz ,

e

Cauchy-OUrrford d. P(T). De hecho, (2.1) es válida para toda función ana-

lítica P en Izl>ITI. Obsérvese que CT(T)está contenido en Izl~ITI; por lo

introducción, si J es una matriz de Jacobi y si el operador de f2 definido

por J mediante (1.29) es acotado y satisface IJ I ~ M. entonces

2;¡ J(R(J ,z).o;l!o)Pn(z)dz -6no' n ~o.
e

ttonde e en Izl >M es un contorno positivo, como arriba, y (Pn(x)} es t¡
•• tema de polinomios de J, así que



L(P(z» -2;, ¡(R(J ,z)eo;eo)P(z)dz

e
es una representación del funcional de momentos L de (Pn(x)).

Si (Pn(x)} es ahora cualquier sistema de polinomios, ortolonal para el

funcional de momentos de L, y J es la matriz de Jacobi asociada al sistema

(Pn(x)} de (Pn(x)} (dado por (1.18», L queda representado en la forma (2.5)

"mediante el operador J de J.

"Demostraremos que (R(J ,z).o;.o) es la función límite x(z) de la fracción

continua de (Pn(x)}, tal como fue conjeturado por el Profesor X. Caicedo. No

hay pérdida de leneralidad al suponer que (Pn(x)} está dado por 0.10) y que

J -[an;bnl. Sea

ao bl O O

bl al b2 O

J~= O b2 a2 b3

O O
O O
O O

donde J;; es la matriz que se obtiene de J~+1deshechando la primera fila y

la primera columna. Nótese que b2 ••• bn P~~l(X) es el menor correspondiente a

x -ao en x In - J~. Considérese ahora la matriz de Jacobi

[

J' O ]
Jn:- n

O O



~ A
Y sea Jn su operador asociado en e20 El operador Jn aplica en. considerado

~
J8k =bk8k_l +akek +bk+18k+l par. k -0.1 •...• n-2. mientras que
~ ~
J 8D_l = bD-18D_2 + an-l 8D-1 y Jn 8k - O si k ~ D.

~
Por lo tanto. SeaÚD la reala de Cra •• r. si x no es valor propio de Jn (es

decir valor propio d. J~). entonces

~
así que O'(J) e {z Ilzl ~M}, se tiene Que

~ pUl ( )
(R(J z)--oe)_.1- n-l z Izl>M.

n. -o. o hl Pn(z)'

~ ~
lim (R(Jn .z)eO¡OQ)=(R(J .z)So;eO)°D-oo

Demotíltraclón. Obsérvese. en primer hallar. que

~ ~ " ~ ~ A
R(J .z) -R(Jn+1Iz) -R( Jn+a'z)( J -Jn+1)R(J .z).

~ 00 ~k
R(J .z) - ~ Jk •¿."" z +1k-o



00 11k+1 1\ 11k
(

11 11 ) 11 ~ J - Jn+1 J
R(J .z) -R(Jn+1.z) eo =R(Jn+1,z) ~ k+1 eo.

k-n z

así que, teniendo en cuenta que IJn+1lsM. IJlsM. y que

I 1\ 1M/M'
R(Jn+1.z) sM'_M'

I( 11 11 ) I M/M' ~(M )k~1Sup , R(J .z) -R(Jn+1.z) eo s2M,-M ~ M' •
Izl~M k-n

00 .

Como la serie L:(~')k+l es convergente. el teorema está demostrado••
k-n

Corolario. SI la matriz de JacobI de (Pn(x)}satlt¡f~ (1.27). e/limite x(x) d.

la fracción continua de (Pn(x)}existe para todo Izl>M. Más aún

1" 1 pl~~I(Z) x() (R(J") ) 1 M1m -b P ( ) - z - .z 6o;eo. Iz > •
0-00 1 nZ

11
donde J es el operador de f2 definido por J mediante (1.29). y el "mlte ••

uniforme en Izl ~ M' >M. Por lo tanto. x(z) •• anaIftlca en Izl >M.

L(P(x» - 2; ¿ JP(z)x(z) dz
e

para todo polioomio P(x). doode e es cualquier contorno de Izl > M q",
conten•• a O en su interior y x(z) es la función límite de la fracciÓt
continua de (Pn(x)}.Además

2;¿JPm(z)Pn(z)x(z)dz - ~n6mn. m.o ~O.
e



donde Xn== 1 para todo n si (Pn(x)} está definido por (1.10), mientras que

~ AoXo== 1; "n = A
n

C1 ••• Cn, n ¿ 1 , (2.24)

si {Pn(x)}.udeterminado por (1.4). En particular,

2;iJ Po(z)x(z)dz -1; 2;iJ Pn(z)x(z)dz -O, n ¿1. (2.25)

e e
Observamos que las relacioneli (2.7), (4.8) y (5.9) de [12], así como las

representaciones de Lo, L1 Y ~ en [7], son consecuencia de los resultados

lenerales de este capítulo, y no necesitan verificarse directamente, como se

hizo en eBOBtrabajos. De todas maneras, tales verificaciones directas son de

allún interés, en vista del siluiente resultado.

Teorema 2.2. Si (Pn(x)}, dado por (1.10), satisface (2.11), la función Ifmlte

x(z) de la fracción continua de (Pn(x)} slltlsface

x(z) -1, z - 00 • (2.26)

Por otra parte, Si el funcional de momentos L de (Pn(x)} admite la

representación

L(P(x» - 2 ; i Jpez) F(z) dz, (2.27)

e
donde F •• anal/tlca en Izl > M y lim F(z) - O,y e es cualqUier contornoz-oo
positivamente ortentlldo que contiene a O en su Interior, entonces

Demostractón. De (2.21) se obtiene que
00 n /

Izx(z) -11~L M.n =o M /1 ~O, z _00,

n_l1zl 1-M Izl

así que la primera afirmación es clara. Supóngase ahora que
00

x(z) - F(z) ••.L an zn, \z\ > M,
n_-oo

es el desarrollo de Laurent en Izl >M. Como

J(x(Z) -F(z») Pn(z) dz -O, n ¿O,

e



y (Pn(x)} es una base de C[x), también

a_n_l == 2; ¿ J (x(z) - F(z») zn dz "'"O. n ~ O,

e
00

así que x(z) - F(z) ••••~ an zn es analítica en C. Finalmente, (2.26), la hipó-
n-o

tesis sobre F y el teorema de Liouville ([231, p.228) implican que

x(z)-F(z)-e para todo zEC Y. de hecho. que e-O ••
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