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Acerca de la solucién de los problemas planos mixtos
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Examinemos el problema de contorno de conductibilidad térmica
no estacionaria para el semiplano z > 0, sobre la
frontera del cual fiuye hacia el interior de la zona
lyl| < ! una corriente calérica & = f(z,7) (fig. 1).
En el resto de la frontera, 2 =0,y > [, tiene lugar intercambio
calérico de conve ccion con e medio externo , la temperatura
del cual , para simplificar , se considera nula . La temperatura del
semiplano en el infinito también se considera nula.

Figura 1
Esquema del problema
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La formixcién matemética del problema tiene el siguiente aspecto:

() = #(5 + ) (053 <0, =00 <y <, 0%
(2) T(:, % 0) =0= T(°°m ‘)9
@ ST = fwt > 1,
| _ |
aT
@) G| # Mlema =0 bl >

En las expresiones anteriores I'(z, y,) es la temperatura

de un punto arbitrario (z,y) del semiplano en cualquier tiempo 1 ;

) es la termodifusividad del material de que esté hecho el semiplano ;

4 es el coeficiente de intercambio calérico con el medio ambiente .
Resolvemos el problema propuesto utilisando la transiormada de Fourier
para la variable y:

() Te(z8) = r T(2,y, ‘)e.'"d’ .
La ecuacién (1) se convertird entonces ea
2
(6) %(z, t)=a (%ET.(” t) - a’T.(z, ’)) .

Si las condiciones de frontera (2)-(4) las escribimos como

g 5 (S et

en donde X(3,1) es una funciéa desconocida , entonces la
transformada de Fourier de (7) serd
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® [——+-T] . f X )i = K1),

De tal suerte , el problema inicial de froatera teadré

en transformadas de Fourier Ia forma

(9) 8;" (?3; a’T.),
(10) %T- + TT = c(‘)’
(11-12) Ta(0,2) = Ty(t,00) = 0.

Aplicando a las igualdades (9)-(12) la transformada de Laplace
en la variable 1 ,i. e. ,

(13) / " T (2, 4t = Tog(),
0

obtenemos

(14) Moy = ﬂ(%" - a’T.,),

(15) dz: + 1Tep = Xop.

La ecuacién (14), oses

T, ?
J_ 3 - =
dl’ (ﬂ +¢)T¢’ 0,
es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con
coeficientes constantes , cuya correspoadiete ecuaciéa

caracteristicn serd k7 — b= 0, ky 3 = Vi en donde b= \/aT+ T
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La solucidn de la ecuacién (14) segun las raices halladas
tendré la forma Toy(2) = Cy** + Cy¢**% Para garantigar un valor finito
de la temperatara en el infinito pongamos C; =0 . Entonces la solucién serd
(16) Toy(z) = CeVaHim,
Para la determinacién ea (16) de la coastante arbitraria C
utilizamos la condicién de fronters (15) :

=-C\/a? +%;

o7,
1) { K

s=0
"'C s 70 = X.'o

Asi pues , la solucién del problema (14)-(15) , coasideraado
las relaciones (16) y (17) , va a tenmer la forma

X
C= m;
Tap(2) = 5:':7;-;:-

La transformada inversa de Fourier para o
en la expresién (18) nos da

(18)

(19) T,(z,y) = ;1; /_ : Top(2)e ™" dar.

Teniendo en cuenta la expreﬁén (8) para X,(y), la tltima
igualdad la podemos escribir como
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—iayhi -f.ﬁ,
(20) Ty(zy) = 21—, [ Xy(n) /_: : " "a = . ady .
Puesto que .
&0~ = cos(a(y - 1)) ~ isen(aly - n)),
entoaces
(21) Ty(3,9) = L Ky(y = n,2)Xp(n)dn.

Utilizemos ahora la condicién de fronters (3) despues de aplicarle
lttrnaiormduinvemdel“ouierpma :

2= 0.0)= Flahol <1

entonces

'?a"(” 3)|.=o = ,-' X,(n)f;K,(y -1 z)dq|.=o =

@) e
{ - 1 K i =Ll - ).

Teniendo en cuenta que

3 SR Ck L et SO
at + L+ ad 4Ly Ve TPy

y utilisando la conocida propiedad de la'hndén 6 de Dirac,

§(z)= % /-: e~ da = %-,

pasemos en (22) a la ecuacién integral con respectoa la
traasformads de Laplace de X,(y) :
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{ 0 -
[ mol-n+l[ = "5_" 2 aa]an=

=X,(y)+ % [ l X,(n) /o - %?‘}M‘ﬂ =Fy(y);

@) %0+ 1 [ Kkyly - nakn = R
=l

Pars la solucién de la ecuacién integral resultante nos

valemos del método de los polinomios ortogonales

propuesto en [1] , suponiendo que la funcién buscada X(y,t) puede ser
representada en forma de serie ea polinomios de Laguerre :

(24) X(5,9)= Y, Xu(s)2e™ Ln(20)
mnul
Entonces , utilizando la idrmala 7.414.6 de [2] tememos
= - 2 =]t
(25) Xp(r)=§ox.(r) /: ‘28 ‘ "L.(%)d*=§ox.(r)[v 71 el

Aplicando ahora la formula de inversién de Riemann-Mellia
pasamos en la ecuacién integral (23) a la siguiente:

{
8) x00)- 1 [ [ § Bty - itinfin = 00

Esta dltima ecuacién la podemos reescribir , con ayuda de (24) , como

E X.(y)?e“L.(?t)-}-
a0
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(27) +-Z- /_" (-51-‘ f:. gx.(n) L&]- ;-}_-;K,(y - n)e"dp) dn = f(y1).-

Si multiplicamos ambos miembros de (27) por Ly (2t)e™",
y luego integramos eatre 0 y oo, teadremos

E / ) Xm(y)2e ™' Lu(2t)La(21)e " dt+
=070

(28)

2ﬂfL2 "(")[p+1 p+1 Kyl =nx

L X /o N e-"L,(zt)e-*d:]{p)d_n / $(y,)La(2t)e~"dt.

I\

Puesto que

/ "(1-!)[,‘(2‘)41 4 +1]_.1._
Cdo 1-p

entonces la relacién (28) la podemos eecnbu' como

T Xa)2] im0 ()it
=0 7 ‘0 '

{41 L (mEnof ] ane-w)n- e

Llegamos asi finalmente al siguiente sistema de ecuaciones
integrdeleonelpectoahhldéu X(y,t) como
se buscaba en la relacién (24) (pars ello se han
utilizado las propiedades de ortogonalidad de los polinomice Laguerre) :
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(30) ciAP + L ZA(”B"’ = ——

(31) BY = / / Pute)Py(Ooeis [ “’f.'f; o

(en doade P; y P5; son polinomios de Legeadre).
Examinemos el caso en el cual el f3jo es uaa constante
sobre 1a zona |y| < [, es decir , cuando

| 1(9,1) = ¢* = constante .

Entonces el sistema de ecuaciones integrales (30) , tenieado
en cuenta la identidad

/-11 [-11 sz(e)Pﬁ(’M'(al(’ - §))ddz =

1 1
= [ Put@eosalel [ Beosaltls,
tendrd la forma o
CiaP + ﬂf;Agﬂag’ =¢",
L) j=0

i
Coa® + Z(4PBY + AVBY + ABY) = ¢

Para k=0 tenemos

1 pl L)
o _ cosal(z - §)
B = [ [ P [ ol

»_ 1 cos ’Rl(’ - €)
BY = / l /_ PR /: 75,7!.-;-})-4«.
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