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Esferas Dodecaédricas Rémbicas Afines *

LUIS ENRIQUE RUIZ **

Abstract. Norms § are constructed on R® so that their closed spheres are
affine rhombic dodecahedrons P (images of rhombic dodecahedron under an
affine automorphism of R?). Conversely, each closed solid D is a
unitary sphere with respect to a norm § on R?. In both cases § is the
maximun of six absolute values. This norm yields, in addition to a
unified representation, a characterization of the points of the rhombic
dodecahedron in terms of the diagonals of the cuboctahedron throug its
center.

INTRODUCCION. E1 dodecaedro rémbico fue descubierto

' por Johannes Kepler ( [6], p.123)
alrededor de 1611 ***, vy corresponde al modelo
construido de la siguiente manera ( [3], p.130):
tomar dos cubos sblidos iguales; cortar uno de ellos
en seis pirdmides basadas en las seis caras , con su
dpice comin en el centro del cubo; colocar esas
pirdmides sobre las respectivas caras del otro cu-

* Version ampliada de la conferencia pronunciada en el IX
Coloquio Distrital de Matemdticas y Estadfstica (Bogotd,
30.11-04.12.92).

** Profesor Titular, Departamento de Matemdticas, Universidad
Pedagégica y Tecnoldgica de Colombia, Duitama, Colombia.

*** Estrictamente deberfa llamarse el primer dodecaedro rdmbi-

co, puesto gque en 1960 Bilinski ([1], p. 251-263) hallé O-
tro a partir del icosaedro rdémbico.
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bo. El s6lido resulitante es el dodecaedro rémbico (ver Figura

1). Otra construccién alternativa puede verse en [5], p.26.

Cada cara rémbica tiene diagonales en la razén 1: /7, y la mas
corta es una arista del cubo (ver Figura 1). Ademds, la ins-
fera del dodecaedro rémbico es la esfera media de dicho cubo,
de radio 4;‘2, donde £ es la arista del cubo ([4], p.ho7; [7],
pp.51-52).

Hasta el presente se ha mantenido una'descripcién Qlobal de es-
te 12-edro sin aludir a una distincién especifica de sus pun-
tos en R, Su geometrfa euclfdea no ha incorporado de manera
contundente los modernos conceptos topoldgicos del Andlisis Con-

vexo que permitan determinar sus propiedades puntuales.

En este sentido el objetivo del! presente artfculo es aportar
una heurfstica y una metodologfa en el estudio del dodecaedro
rémbico, considerdndolo como una esfera respecto a una norma ¢
sobre R?, tan adecuada que permita caracterizar sus puntos (Co-
rolario 2), entrelazando elementos familiares del cuboctaedro
{(uno de 1os sélidos cohyéxos cuasi -regulares,[S], pp.17-19)
bajo clertas condiciones, sels rectas a través de sus diagona-
les por el centro, y un real positivo generan un dodecaedro
rémb.ico. 4

Ademss la norma ¢ es de tal suerte que sus esferas son en gene-
ral dodecaedros rdémbicos afines (ver Definicién 1), esto es,
.lmégenes del dodecaedro rémbico bajo un automorfismo affn so-
bre R® (Teorema 1). Y viceversa, cada uno de estos s6lidos afi-
nes es una esfera respecto a una cierta norma ¢ sobre R?® (Co-

rolario 1).

En todos los casos anteriores ¢ es el méximo de seis valores
absolutos. Los alcances de esta norma llevarfan a un posterior
estudio y a una visidn retrospectiva de las propiedades mis no-
tables del dodecaedro rémbico affn ([S],pp.. 31, 256; [7],pp.51-
52; (8], pp. 44,48,85-86,88,98). Denotaremos con letra impren-

ta mayGscula los vectores (o puntos) en R®.
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El tema 1, el Teorema 1 y los Corolarios 1 y 2 del presente
trabajo de investigacidn constituyen resultados nuevos.

OBSERVACION 1. Consideremos (como subconjunto de R% el dode-
caedro rémbico V;...V;h de centro

' LT .
G -I(VL+V£+7), L= 1,...,7,
mostrado en la Figura 1. Partiendo de las anteriores prople-
dades se establecen ficilmente las siguientes relaciones:

3 i

) 1} ) ] 4 Gl
V,'-V‘-V2+V vs-v,-v2+,

1
) ' ', G ' ' ' .G Y
V6 - V' -V3 + , V7 - Vz -V3 +0,

1 [] .
donde los vectores V-G , L = 1,2,3 son linealmente indepen
] ) [} 1
dientes (esto es, G ’VI’VZ'V3 son affnmente independientes

en RY).

A
Y
.

SOOI _-__._-._?
/

o
s

Figura 1. E) dodecaedro rémbico.
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DEFINICION 1, Un dodecaedro rnémbico afin es La imagen de un
dodecaedro rémbico bajo un automonfismo afin de R® (ver FI
gura 2).

LEMA 1. sS4 ApreoosAg son seis vectones dados en R® tales que
det(A'.Az,A3) ¥ 0, entonces La funcibn $:R® + R definida por

$(X) = méx |A,.X]| , X & R? (2)
1¢k<6

es una noama sobre RY.
Demostracién. La; relaciones
0 ¢ “k‘x' € ¢(X) =0, RkR=1,...,6,

son‘equlvalentes al sistema de eguaclones

Ak.x =0, k= 1,...,6.
Por ser det(A,,Az,A3) ¥ 0, el rango de la matriz de los coefi-
cientes es 3, y el sistema tiene como solucién dGnica X = 0. La
misma definicién de ¢ nos da ¢(AX) = |A]é¢(X), A &R, ¥y

[Ap- (X+Y)| = JA, . X+A,.¥| <
< Ag Xl +1A,.¥] < ¢(X) +o(¥),

para k= 1,...,6, lo cual implica

$(X +Y) < ¢(X) + o(Y).
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TEOREMA 1, Sea ¢ La nonma sobre R® definida en (2) fal que

A=

y sean

-det(A],Az,A6) = det(Al,A3,Ah)

\
det (A] ,AZ,AB) = det(A‘ oAzo-Al')

det(A‘,A3,A5) -det(Al,A3,A6)

det(Al,A",A b det(Al’AS'AG)

5)

det (A Az.) - det(AZ’A3'AS)
- >
= det(AZ’Ah’A6)

2’A3’
det(Ay,A,,A,)
det(AZ’AS'A6) - det(As’Ah'A6)

det(A3,A5,A6) - det(Ah'AS’A6) ¥ 0,

det(A',Az,As).a det (A A, ,AL)

det(A),A;,A¢) = det(Ay,A),Al) = 0 ; J

)
-G+cA2XA3, Vz-G+cAIXA3.

-G+cA1xA,’, Vl.-G+cA2xA,',
= G + cA

3

-G+cA‘xA2.,

26 - v, , L= 1,...,7, J
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Entonces Sn[G] (La esfera cerrada de centro G y nadio 1 nes-

pecto a La nonma ¢) es un dodecaedro rnémbico agin §6Lido ce-

rMmado centralmente simétnico en G de véﬂticctvl,...,vlh dados
en () y dispuestos como se muestra enm La Figura 2.

Ademds Los vectores Ai,...,A6 40n noamales, nespectivamente,
a Las caras :

VIVhV5V6 R V5V9V|0V6 ’ V6V‘OV11V7, (5)

ViVeVaVy 4 VWV, ViVsVo¥yy »

Yy a dus nespeetivas caras opuestas (y paralelas) nrespecto a G,

VeViiVi2Vis o ViaVaV3Vis 0 Vi3ValVyy, )

VeVi3Vin%s o+ Va¥oVigVyy s ViyVyaVaYy -

Demostracién. Usando las relaciones (3), (4) y (AxB)x(CxD) =
(AxB*D)C- (AxB+C)0, obtenemos

- -G) = oAl
det(V, -6, V, -G, V;-6) = ¢’A® 7 0,

es decir, G, V',VZ,V3 son affnmente independientes en R?, 1o
[] 1 )

mismo (segin la Observacién 1) que G', VI'VZ’V3’ Por tanto

existe un {nico automorfismo affn {:R? + R? tal que

(6') = G, f(vp) =V, , k=1,2,3 o))
({2], p.%29; [9], p.8).

Notando que A“,A5 y A6 son combinaciones lineales de Al’AZ’
A3, dado que A = det(A,,Az,A3) ¥ 0, tenemos

Ay = Ay Ay +Ay, Ao = AjA), Ag = Ay-Ag,

y de aquf las relacliones
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Figura 2

La esfera poliédrica S”_[G] respecto de la norma ¢ .
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Vy = Vy=Vp+ly Vg = V=V, + 6,

3+6 V7=V2-V3

(8)

t% = V'-V +G.

Atendiendo a &stas y a las expféslones en (7), las combinacio

nes lineales promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno)

Visp = 26' = Vi L=y,

y las listadas en (1) nos aportan

§OVi) =V, L= 1,0

([2] ’ P-"23).

Concluimos de acuerdo con la Definicién 1 que "1"-V15 es un
dodecaedro rémbico afin de centro G y vérticesdispuestos como
se muestra en la Figura 2. '

Puede verificarse (acudiendo a las relaciones en (3) ) que los
- paralelogramos en (5) estén en los planos

(X-G)A, = A, ko= 1,...,6 9)
R los tistados en (6) en

(x-G)Ah'- -a’, ke=1,...,6,
respectivamente. |

En otra direccién, si consideramos el dodecaedro rémbico affn
Vi...Vy, como un sélido cerrado €, entonces

€ = convsS ,

la envolvente convexa de sus vértices S = {Vi,...,V1“}
([9], p.158, Theorem 17.2; p.12, Corollary 2.3.1). Siendo
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cada X en € una combinacién convexa de la forma

14 7
X = WV, = G A.-A V.-G
PRI R
donde
' Ai+...+l‘~ = 1, vy cada Aj >0,

se desprende

(X-6)A, = Al =ag)+ (A=A, )+ (g2 )+ (Ag=2y5)) )
(X-6)A, = ’L{(*9'*2)“‘Mo“";)*“s“*u)*(’*s”‘n3)} ..

(X-G)Ay = 2L g)+ (A =Ry )+ (Ag=hy3)+ (Aym2y )00, (10)
(X-6)A, = AL -Ag)+(AmAg)+ (g=2 3) 4 (Ap-2y )} >
(X-6)Ag = AL(A -2g)+(Ap=Rg)+(hy=Xyg)+ -2y D}

(X-6)Ag = 2{(hg=2,)+ (A=A )+ (hg=Ryp )+ (Ayy=2g) )

expresiones que de acuerdo con la desigualdad triangular arro

Jjan

$(X-G) = m§ x |(X-G)Ah| s
1< kg6

en otras palabras, GFEE.SR[G], la esfera cerrada respecto ala .
norma ¢. )

Por ser $(X~-G) una funcidn real convexa propia cerrada para to
do Xe& R?, se tiene

int(s,{6]) = X =R? [ ¢(x-6) < 1} = 5, (6),

Fr(s,[6]) = X= R® | ¢(X-G) = n}
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([3], p.59, Corollary 7.6.1).

Si Xe:conv[V',...,V,’}t:‘—_-?, existen X ,...,\, no negativos,
A

l+...+)\l' = 1, tales que

X = J\IV' +"'+A‘0,V" + 0.V5 +...+0.V” R

reduciéndose las exprésiones en. (10) a

(X-G)A, = a(x, +2,) , (X-6)A; = n(-2; -13) ,
(X=6)A3 = n(-23-2y) , (X-6)A, = 2(2a, #;) ,
(X-G)Ag = n(Ay +2; +2;3 +Xy) = 1,

(X-G)Ag = (-2, + 2,) ,

lo que implica
$(X-G) = n y conv{Vl,...,V,'}g_: Fr(Sv,L[G])-.

AsT, usando (lo) en general se prueba (lcoﬁ laborlosldad!) que
todas las caras de € estén contenidas en Fr(S,[6]). Por tanto

€= s,[6] v n-(e') < Fris,[6]). (11)

si XS, [6] ~ €, entonces X es un punto interior de §'

(= R? A ED por ser € cerrado, y el segmento GX <= S [G] corta a
Fr(€) en un punto P entre G y X (por ser € un poliedro convexa),
esto es, P« lnt(Sk[G]),([SJ, p.45, Theorem 6.1), y ademss por
(11) PI:Fr(S,L[G]), lo cual es imposible. Asf que S,L[G] = €.

COROLARIO 1, S4 € es un dodecaedro rémbico a‘Ln AﬁlLdo cenrado
de vértices V,,...,Vyy dispuestos como se muestra en La Figunra
2, y centro
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]

v“(v2 - G)x(v,

1
(2]
g

b
L}
L

(2]

—

-1
2=V vy - e)x(y,

b3
L}

-1 ;
3» -v (V‘ "G)x(vz -G) N (12)

Ay = Ay Ay +hy L A =AiAy r

<
.

det(Vy - G, V, -G, V;-G), |

entonces A ,...,A6 satis facen Las nrelaciones en (3), y para
estod uectoneA € =S, [G] ‘nespegto a-La noama ¢ sebre R de-
f4inida en (2). .
Delogtraci6n. Por la Deflnicién 1€ es un polledro no degene
‘S;ado’y por tanto V I 0 ‘SI Vi.. Vh 4es el paralelogramo en’
la Figura 2, entonces sus lados opuestos son Iguales Y para-
lelos. AstT, .

Uy = € = (V}-0) - (1,-6) + (V;-0).

“De‘esta relacibn y.las propiedades de los determinantes obte-
" nemos - ! : ‘
V = det(V,-G, V,-6, V;-G) = det(V -G, V,-G, V,-G)

- det(V"G. v

V3-6, V)y=6) = det(V,-G, V3-G, V,-6).

Es rutinario verificar que AI""'AG satisfacen las relacio-

nes en (3). Para estos vectores consideremos la norma ¢ sobre
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R® deflnida en (2). Por el Teorema 1 la esfera cerrada unita-
ria S, [G] (respecto a ¢) es un dodecaedro rémbico affn de cen

tro G. Acudiendo (ademds de las de arriba) a las expresiones
en (12) y (8), se demuestra que los vértices de SI[G] son jus
tamente V,,...,V,,, es decir, SI[G] - Q.

ILUSTRACION 1, Sea el dodecaedro rémbico de centro el origen,
arista V3 y vértices dispuestos como en la Figura 2,

V‘ b (l,‘,‘), Vz - (0,0,2). V3 - (""‘,1)|

V~ - (2o°no)’ VS - ("'l-‘)l v6 - (0.2,0).

V7- (‘l,'.'). v‘£+7--v4-', 4:- '.000,7.

En este caso V= det(V',Vz.Vs) = &, y las expresiones en (12)
se reducen 3

2A| = (',',0) ’ 2A2 - ‘opl"‘) » zAs - ('lo'oo)

24, = (0,1,1) , 2A = (1,0,1) , 2Ag = (1,0,-1).

Concluimos del Corolario 1 que X = (x‘,xz,xs) en R es un pu!
to de este sSlido cerrado si y s6lo si satisface su inecuacidn

. mEx Ii t x;| € 2.
4,§=1,2,3 4 i
L4 §
¢ 2 2

E1 hecho de que los vértices de un cuboctaedro sean los puntos
medios de las aristas de un cubo ([5], p.17-18) nos permite ca
racterizar a continuacién los puntos del dodecaedro rémbico.

COROLARIO 2., S& € es un dodecaedro admbico s8Lido cerrado de
centno G y arista a, y 84 Cy,...,Cc son Los centros de sedis ca
nas némbicas no opuestas de ©, entonces

i) La inecuacibn de € es
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2
lcparx-0) ] « 24

donde £a igualdad es La ecuacién de su frontenra.

ii) S{ en el cuboctaedro de centro G y vértices Cp» 26 -Cp,
k=1,...,6, £a necta Lk contiene La diagonal que une a Ck y
2G-Ck, entonces . -

€ = {X &R’ | m&x Proyeccién de XG sobre L s/‘- a}
' 1¢h<6 S

(ver Figura 3).

Demostracién. Consideremos a ¥ de vértices Vl’ﬂ"’vlh dispues
tos como en la Figura 3. Por el Corolario 1, € = S,[G] res-

" pecto a la norma ¢ sobre R’ definida en (2) sujeta a las con-

diciones en (12).

Si CI,...,C6 son los centros {(punto medio de la diagonal mé&s
corta) de los rombqs_VIVHVSVG; V509V10V6,7V6V|°V11V7,
V‘V6V7V2, V‘V2V3V~; VhVSVSVIﬁ' respectivamente, entonces
CI-G,...,CG-G son vectores normales a estas caras, respecti-
vamente (la insfera de € es la esfera media del cubo inscrito

en €).

De acuerdo con la construccidn de € descrita en la introduc-
cién, con la Gltima parte del Teorema | y con .las relacliones
en (9), existen escalares 2, tales que A, = £,(C,-6) y

tk(ch-G)(vik-G) -1, L=1,...,6,
4:1 = ‘, 4..2-5, 4(.-3-6, fé‘.-zg i5'3. 4:6-"9
/&
de modo que siendo |Ck-G| -3 4, k=1,...,6 (el radio dela

Insfera de €) la distancia de G a los planos de dichas caras,

entonces
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FPigura &

pado a >0, el lugar geométrico

{X«R* | m & x Proyeccién de XG sobre L, ¢ % a}
1<k< 6 3

es un dodecaedro rémbico s61ido cerrado de centro Gy arista
a, donde L1,...,L6 son rectas que pasan por G y contienen dia

gonales de un cuboctaedro.
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/& [(cp-6) (vip-6)l
T a = Ci,_C Yy I'tkl iy
I -6} 2a?

k=1,...,6,

reduciéndose ¢(X-G) ¢ 1 a
2
m&x|(C,-6)(X-6)] ¢ 28
isk¢ 6 R ! 3 ’
o bien

m& x |X-6]|cos © <',Ka,
1<k< 6 3 k)

donde Oh es el dngulo entre X-G ¥ 0 y Ck-G, k=1,...,6,
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