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Abstract. Norms ~ are constructed on R\ so that their closed spheres are
affine rhombic dodecahedrons JD (images of rhombic dodecahedron under an
affine automorphism of R~). Conversely, eachclosed solid.1> is a
unitary sphere with respect to a norm 41 on R3• In both cases' is the
maximun of six absolute values. This norm yields, in addition to a
unified representation, a characterization of the points of the rhombic
dodecahedron in terms of the diagonals of the cuboctahedron throug its
center.

INTRODUCCION.El dodecaedro rómbico fue descubierto
por Johannes Kepler ([ 6], p.123)

alrededor de 1611 ***, Y corresponde al modelo
construido de la siguiente manera ([ 3], p.130):
tomar dos cubos sólidos iguales; cortar uno de ellos
en seis pirámides basadas en las seis caras , con su
ápice común en el centro del cubo; colocar esas
pirámides sobre las respectivas caras del otro cu-

* Versión ampliada de la conferencia pronunciada en el IX
Coloquio Distrital de Matemáticas y Estadística (Bogotá,
30.11-04.12.92).

** Profesor Titular, Departamento de Matemáticas, Universidad
Pedagógica y Tecnológica de Colombia, Duitama, Colombia.

Estrictamente debería llamarse el pr1.er dodecaedro rómbi-
co, puesto que en 1960 Bilinski ([1], p. 251-263) halló O-
tro a partir del icosaedro rómbico.



bo. El sólIdo resultante es el dodecaedro rómblco (ver FIgura
1). Otra construcción alternativa ~uede ver!e en [5J, p.2~.
Cada cara rómblca tiene dlagonales en la razón 1: n, y la más
corta es una arista del cubo (ver FIgura 1). Además, la Ins-
fera del dodecaedro rómblco es la esfera medIa de dIcho cubo,
de radIo ': t, donde t es la arIsta del cubo «(It], p.It07; [7],
pp.51-52).

Hasta el presente se ha mantenIdo una descrIpcIón global de es-
te 12-edro sIn aludIr a una dIstIncIón especfflca de sus pun-
tos en R3• Su geometrfa euclrdea no ha Incorporado de manera
contundente los modernos conceptos topológlcos del AnállslsCon-
vexo que permItan determInar sus propIedades puntuales.

En este sentIdo el objetIvo del presertte artfculo es aportar
una-heu~fstlca y una ~etodolo~r. en el estudIo del dodeeaedro
ró~blco, conslderándolo como una esf~ra respecto a una norma ~
sobre R3, tan adecuada que permlta caracterIzar sus puntos (Co-
rolarIo 2), entr~l~zando el~mentos famIlIares del cuboctaedro
(uno de los sólIdos convexos cuasI -regulares,(5]. pp.17·,.J9):
bajo cIertas condIcIones. seis rectas a trav's de sus dlagona-
les por el centro. y un real posItIvo generan un dodecaedro
rómbleo.

Adem¡s la norma. es de tal suerte que sus esferas. son en gene-
ral dodecaedros rómblcos afInes (ver DefInIcIón 1). esto es.
Imágenes del dodecaedro rómblco bajo un automorflsmo afrn so-
bre R3 (Teorema 1). Y vIceversa. cada uno de estos sólIdos afI-
nes es una esfera respecto a una cIerta norma. sobre R3 (Co-
rolario 1).

En todos los casos anterIores. es el máxImo de seIs valores
absolutos. Los alcances de esta norma Ilevarfan a un posterIor
estudIo y a una vIsIón retrospectIva de las propIedades más no-
tables del dodecaedro rómblco afTn ([5],f'p•.31. 256; (7],pp.51-
52; [8]. pp. 44,"8,85-86,88.98). Denotaremos con letra Impren-
ta mayúsc~la los vectores (o puntos) en R3

•



El Lema 1, el Teorema 1 y los Corolarios 1 y 2 del presente
trabajo de Investlgacl6n constituyen resultados nuevos.

OBSERVACION l. Consideremos (como subconJunto de R') el dode-
I Icaedro r6mblco V
"

"V,4 de centro

mostrado en la Figura l. Partiendo de las anteriores propie-
dades se establecen fácilmente las siguientes relaciones:

I I I I I I I I

}V4 • V, - V2 + V3
Vs • V, -V2 +G,

(1)
I I I I I I I I

V6 • V, - V 3 +G V
7

• V2 - V3 + G,

I I

donde los vectores V~-G, ~.
I , I ,

dientes (esto es, G ,V

"

V2,V3
en R').

1,2,3 son Ilnealmente Indepe~
son affnmente Independientes

Figura 1. El dodecaedro rómblco.
41





DEFINICION 1. Un dode.c.ae.dILOIL6mb.ic.oa6.(n U la .imttge.nde un
dodec.aedILo IL6mb.ic.0 bajo un automoIL6~mo a6.(n de R3 (ver FI
gura 2).

LEMA l. S.i A
"

..• ,A6 60n 6e~ Vec.tolLe.6 dado6 en R3 tale6 que.
det(A

"

A2,A3) ~ o, entonc.e.4 la 6unc..i6n +:R3 + R de6.in.ida pOIL

Por ser det(A

"

AZ,A3) ~ o, el rango de la matriz de los coefi-

cientes es 3, y el sistema tiene como solucl6n única X • O. La
misma definición de + nos da <jl(AX) • I>.j <jl(X) , >. c: R, y





det(A ••A2.AS) • det(A ••A4·A6)

• det(A2,A3,A6) • det(A3,A4,AS) • o

IJ .\ ea"

V. • G + c.A2x A3 ,

V
3

• G + c.A.x A4 •

V • G + c.A3x A4 •S

V] - G + c.A.x A2 ,

V. • 2G - V..(.+] .(.

donde IL
IL > O.c. • A





En~onee~ S~[GJ (!a e~6e~a ce~~ada de een~~o G y ~ad~o ~ ~e~-
pee~o a ta no~a +) ~ un dodecaed~o ~6mb~co a6~n ~6t~do ee-
~ado een~~a!mente ~~l~~~eo en G de vl~~~ee.Vl""'Vl~ dado~

en (4) IJ dúpu~to~ eomo ~e mu~t1l.a en ta F.igu1l.a 2.

Adem~~ to~ vee~o1l.e~Al, ... ,A6 ~on no~ate~, ~~pee~.ivamente,
a !a.6 c.a1l.4.6

V1V4VsV6 '

V1V6V7VZ '

VSV9Vl0V6

V1VZV3V4 '

V6Vl0VllV7'

V4VSV9V14 '

y a ~U~ ~~peet.iva~ ea~a~ opuuta~ IIJ pa1l.a!e.tul~~peeto a G,

VaVl1V1ZV13 VIZVZV3V13 ' V13V3V4V14 ' } (6)
VaV13V14V9 VaV9Vl0Vl1 , VIIVIZVZV7

Demostración. Usando las relaciones (J), (4) y (AxB)x(CxV)·
(Ax8·V)C-(Ax8·C)V, obtenemos

es decir, G, V1,VZ,V3 son afTnmente Inde~en~le~tes en R3, lo
mismo (según la Observacl6n 1) que G', VI'VZ,V3• Por tanto
existe un único automorflsmo afTn 6:R3 + R3 tal que

Notando que A4,AS y A6 son combinaciones lineales de A1,AZ'

A3, dado que A • det(A1,AZ,A3) ~ O, tenemos





Figura 2

La esfera pollédrlca S~[G]respecto de la norma ~ •



v" - V1-V2+V3

V6-V1-V3+G

Atendiendo a istas y a las expresIones en (7). las comblnacl~
nes lineales promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno)

I

VJ..+7 - 2G' - Vi

Concluimos de acuerdo con la Deflnicl6n 1 que VJ ••• V1" es un
dodecaedro r6mblco .11n 4e centro Gy v'rtlcesdlspuestos como
se muestra en la Figura 2.

Puede verificarse (acudiendo a las relaciones en (3) ) que los
paralelogramos en (5) est'n en los planos

En otra dlreccl6n. 51 consideramos el dodecaedro r6mblco aftn
V1 ••• V1" como un s61ldo cerrado~. entonces

la envolvente convexa de sus vértices -S· {V1 •• · •• V1,,}
([9]. p.158. Theorem 17.2; p.12, Corol1ary 2.3.1). Siendo



14 7
X - r >..v. - G + r (>.. - >.. 7) (V .- G) •

j-t J J j-l J J+ J

expresiones que de a~uerdocon la desigualdad triangular arro
Jan

en otras palabras. ~l;;SJJG]. la e.sfera cerrada respecto ala
norma ••

Por ser +(X-G) una función real convexa propia cerrada para t~
do Xc R'. se tiene



SI X e::conv{V1 ••..• V4} C:=~'. existen "1 ••••• "4 no negativos.
"1+ ••• +"4 • 1. tales que

AsT. usando (10) en general se prueba (Icon laboriosidad!) que
todas las caras de ~ est'n contenidas en Fr(S~[G]). Por tanto

51 X e: S~[G] '" «". entonces )( es un punto Interior de 1'.
(. R1 '" «> por ser t' cerrado. y el seglllento ~S S,t[G] corta a
Fr(t) en un punto l' entre G y )( (por ser ~un polredro convexo),

esto es. 1'e: Int(S,t[G]),([9]. p."5. Theorem 6.1). yademh'por
(11) l' -= Fr(S~[G]). lo cual es Imposible. AsT que S~[G] c;¡¡~.

COROLARIO l. Si ~ ~ un dod~ea~d~o ~6mbieo a6~n 461ido e~~~ado
d~ v l~.tieU Vp ..•• VII, di4 pu~ .tOl! eomo 4 e. m~~ .t~a e.n la Figu~a
2. IJ e~n.t~o



1
G • r (V,¿ + Vú7 ) ,

-1
Al • 9 (VZ - G)x(V3 - G)

AZ • V-1(V1 - G)x(V4 - G) ,

- 1A3• -V (VI - G)x(VZ -G)

entone~ AJ, ••• ,A6 44t.i464een t44 ~et4e'¿one4 en (3), y p4~4
~tó.6 vúto~~'~ • S11G]', "~'e..6pe#to 4- ta K"OlUn4 • 4ab~e R 3 de-

6'¿ni~4'K (2). ,.

~straci6n. Por la Def,'n'c'~n l' es un polledro no degen~
;t:~d?,.,Y.uppr.ta~ to,.'Y.'~,'O'. Sl,Vl •• ',V4'u ¡,'( parale'logiamo eh
la F 'gura Z, entonces su's'fados opues{os 'son I'g'uiOes 'y' pára-
lelos. Asl,

V4 - G • (V1-G) - (VZ-G) + H'j-G).
~

'De esta relacl6ny,.las pl:opledades,de I.os deter.'na,nte~ obte-
nelllOs

Es rutinario verificar que A1, ••• ,A6 satisfacen las relacio-
nes en (3). Para estos vectores consideremos la norma' sobre



R' definida en (2). Por el Teorema 1 la esfera cerrada unita-
ria S,[G] (respecto a ~) es un dodecaedro r6mblco affn de cen
tro G. AcudIendo (adem¡s de las de arriba) a las expresiones
en (12) y (8), se demuestra que los vértices de 5, [G] son Ju!.
tamente V

"

••• ,VI4, es decir, 5J[G] • f".

ILUSTRACION l. Sea el dodecaedro rómblco de centro el origen,
arista 13 y v'rtlces dispuestos como en la Figura 2,

V2 • (0,0,2), V3• (1,-1,1),

V 5 - (1. 1,- 1) , V, - (0,2, O) ,

En este caso 9 - det(V1,V2,V3) - ~, y las expresiones en (12)
se reducen a

lA1 - (1,1,0) , 2A2 - (0.1.-1) • 2A) - (-1,1.0)

lA,,- (0.1.1) • 2AS - (1.0.1) • lA,- (1.0.-1).

Conclul.os del Corolario 1 que X - (X1'X2'%3) en ,,- es un pu!!.
to de este s611do cerrado 51 y s610 51 satisface su Inecuac'6ft

El hecho d. que los v'rtlces de un cubocta.dro sean los puntos
•• dlos de las aristas de" un ¿ubo ([5]. p.17-18) nos par.lte c~
racterlzar a contlnuacl6n los puntos del dodecaedro r6Mblco.

COROLARIO 2. Si f ~ un dode.~4e.d~o ~6mbi~o ~6tido ~e.~~4do de.
~e.nt~oG y 4~~t4 4, Y4i C1••..,c, 40n to~ ~e.nt~o4de.4e.i4 ~4
~4<S ~6mbi~44 no OpUUt4~ de. 1'. tPlton~U

1) L4 ine.cu4ci6n de.f" e.~



m á x I (Ck-G)(X-G) I ~
1~ k~ 6

11) Si en el ~ubo~taed~o de ~ent~o G y ut~ti~e4 Ck, 2G -Ck,
k • 1,...,6, la ~e~ta Lk ~ontiene la diagonal que une a Ck y
2G-Ck, enton~U

f • {X-= R3 I má x Proyeccl6n de XG sobre Lk ~ 4. a }
l,k,6 ;)

Demostraci6n._ Consideremos a ~ de vértices VJ ••.•• ,VJlJ dlspue!..
tos como en la Figura 3. Por el Coro.larlo], ~ • SI [G] res-
pecto a la norma, sobre R3 definida en (2) sujeta a las con-
diciones en (12).

51 Cl' •••• C6 son 10.5 centros (punto medio de la diagonal más
corta) de los rombosV1V4VSV6; VSV9Vl0V6' V6Vl0Vl1V7'
V1V6V7V2• V1V2V3V~, V4VSV9V14' respectivamente, entonces
C1-G •.••• C6-G son vectores normales a estas caras. respecti-
vamente (la Insfera de ~ es la esfera media del cubo Inscrito
en 'e).

De acuerdo con la constructl6n d. ~ descrita en la Introduc-
cl6n. con la Gltlma parte del Teorema 1 y con las relaciones
en (9). existen escalares tk tales que Ak • tk(Ck-G) y

lbde modo qUe siendo ICk-GI • :r a, k· 1••••• 6 (el radio de la
Insfera de f) la distancia de G a los planos de dichas caras.
entonces



{X c"R3 I m i x Proyeccl6n de llr sobre lft ~ 1r
3

4 1
"ft~ 6

es un dodecaedro r6mblco s611do cerrado de centro G y arista
4, donde l" ••••l6 son rectas que pasan por G y contlenendl~
gona1es de un cuboctaedro.



~3" a·
I<C/l-G) <V.i/t-G)!

IC/l-GI
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