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RESUMEN

Se presenta una deduccién rigurosa en forma matricial de la
transformada discreta de Hartley para 20 datos .

ABSTRACT

In this paper we give a rigorous deduction in matrix form of
the Hartley discrete transform for 2% data.

TRANSFORMADA DISCRETA DE HARTLEY

Notaremos TDH cuando hagamos referencia a la transformada
discreta de Hartley.

DEFINICION 1:
Sea { £(0), f(1), ... , f(N-1) } un conjunto de datos

reales; se define su TDH como el conjunto { H(0), H(1),
, H(N-1) }, en donde

1Todos los autores son participantes del Seminario de Investigacién en
Transformada Rapida de Fourier , del Departamento de Matematicas de la
Universidad Javeriana de Bogota , Colombia.
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TEOREMA 1:
o = 2x9r i :
B(2) = W Eo £(r) can (2907 ) |, ‘-‘ Po) = & (((H(9) + B(-9) ) - i (H) - B(-9) ) ),
= '
! $=0,1, ... , N-1.
4=0, 1, ... , N-1 ¥
cas ¢ = cos ¢ + sen ¢ . ‘
OBSERVACION 1:
EJERCICIO 1:

La TDH transforma Unicamente datoé reales.
Calenlar la TDH para das datos .

; TEQOREMA 2:
Desarrollo : .'- Si los datos { £(0), £(1), --- , £(N-1) } tienen TDH
; { H(0), H(1), --- , H(N-1) },
{ £(0) , (1) } }-ﬂ—o {H(0),H(1)} ; entonces los da.tc:s ’
1 A { £(0), 0, £(1), 0, -+, f(N-1), 0}
H(0)= 3 ( £(0) + £(1) ) ; tienen TDH ‘
; ‘_ { 3H(0), 3H(1), --- , FH(N-1), JH(0), JH(1), --- , FH(N-1) }|
H(1)= § ((£0) - £(1) )3 : AR 2 A3 2
: Demostracidn:
{H(O)]: . { 11 } {f((}) _ ,‘ .
H(1) 2 1 -1 £(1) | ' 2 3 ‘
si notamos _ g(B) = {f(ﬁ) , s? g es ;?ar,
. H(0) -A(l) 1 1 - £(0) o , si 3 es 1mpa.rf,
2 - H(l} x - 1 -1 2 2 - 'f(l) 9 0<g<2N-1.
Supongamos que el conjunto { g(0), g(1), - , g(2N-1) }
SnlanCes i tiene TDH
‘ % - r alt) £ ) ; { H*(0), H*(1), -~ , H*(2N-1)} , siendo
2 ] 2 :
' 2N-1
r * d - 2 N =1 27"19,6
RELACION ENTRE LAS TRANSFORMADAS DISCRETAS DE HARTLEY Y FOURIER : A =N ﬁZ:%) 5(9) cas (35" )
! ¥ = Ly wea gy Ne
TDF representa la Transformada Discreta de Fourier. i ( s %y » B Y,
La TDF de { f(0), f(1), - , f(N-1) } se define como el i N-1
comjunto { F(0), F(1), -, F(N-1) } , B*(9) = (2 N)71 g‘fo g(2k) cas ((T82k )
en donde ; ’\I_l
N-1 -2wdTi ' _ =1 2797 \ o
POO) = & > £(7) =) =@anrt 3, s s )
x =0
=S Siney
d =0, 1, N-1
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si N<J<2N-1, entonces
En forma similar, tenemos

N
B*(9) = (2 N)~L
2
. N
= (2 Nyt
2
= 3 H(9) .

¢ =49? + N, con

1
f(7) cas

- O

(=

il

0<9’ <N-1.

2x(97+N)T \ _
e e

TEOREMA 3 ( DE DESPLAZAMIENTO ),

Dadas f y g funciones periddicas,

de periodo N, tales que

g(r) = f(r+a), ael (a fijo), si el conjunto

{ £(0), f(1), --- , £(N-1) }
tiene TDH

{ H(O)a H(l)’ TRy H(N‘l) },
entonces el conjunto

{ 5(0): g(l)s Sl | g(N_l) }
tiene TDH

{ G(O)> G(l)’ S G(N_l)} s

siendo

G(9) = H(Y) cos ( 22da ) <

0<J<N-1 ,
Demostracidn:
N-1
G(#) = N1
7=l
; N-1
= N- 3
=0
Sea pu=r+a; entonces
e q a+N-1
G(¥) = °N” >
fr==1

pero

H(N-9) sen ( 2202 )s

() can (272 -

f(r+a) cas ( Q%FI ).

£(u) cas ( 22(m2) )
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cas ( 2#6%#*&) )

de donde

G(v) = N1 (

|

por lo tanto,

= cas ( 2%?& ) cos (
coen (252,
a+N-1

‘; f(pu) cas ( -2—;;-’;&

a+N-1

==

27da
e

))

p— e~ )

cos [ 2m¥a

E: f(p) cas ( Efﬂ%g;fl ) ) sen ( 2%?99 H

G(¥) = H(J) cos ( 2%?@ ) — H(N-9) sen ( 2%¥é )

OBSERVACION 2:

En general,

utilizar es periddica de periodo N.

EJERCICIO 2:
Calcular la TDH

{0, £(0), 0, £(1), 0, -~

Desarrollo:

para el conjunto
, f(N-1) }.

asumiremes que la funcidn

1t que vamos a

Sean h y g funciones periddicas, de pericdo 2N tales que

h(8) = {f(g) ,
0

si # es par

»

s si f es impar,
0<p@<2N-1 y g(J)= h(d-1) v d.
Si la TDH de { h(0), h(1) , --- , h(2N-1) } es
{ 8(0), H(1) , ---, H(2N-1) },

entonces

L si 0<d< N-1
i) = 2 k ’ - ’

1H(-N), si Ng9goN-1,
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siendo

N-1
H(Y) = N-1 X;) f(7r) cas ( 2—1&&) para 0<dJ<N-1
=

( Teorema 2 ) ;

por otra parte, si la TDH de { g(0), g(1) , ---

» g(28-1) }
es { 6(0), G(1), ---, G(2N-1) },
entonces

G(9) = B(¥) cos () + H(N-9 ) sen (=)
para 0<d<2N-1 ( Teorema 3 ) ;
luego

G(9) = L H®) cos (Z) +

rafi=

H( N—v ) sa1(12),
si 0<W<N-1 3

G(9) = 1 H(9-N) cos ( T ) +

M

H( 2N—9 ) sen

TN

=23

N
-

si N<d<2N-1 ;

de donde

La TDH de { 0, £(0), 0, £(1), O

{ G(Oj’ é(l)s nEe

©, f(N-1) } es
, G(N-1), G(N) , -, G(28-1) },

siendo

G(9) =

B3

+ H(N-9 ) sen (Z)

( H(Y) cos ( %r )

% (— H(¥#) cos ( %T )
<I<N-1 .

G(N+v)

I

- H( N—9¢ ) sen (

si 4]

)

)
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OBSERVACION s
Con base en la definicién 1 se ve claramente que la TDH es
lineal.

Teorema 4 ( TEOREMA DE HARTLEY ) .

Si { £(0), £(1), -
{ #(0), H (1), -
y { g(0), g(1), -

{ B*(0), H*(1), -

» f(N-1) } tiene TDH
, H'(N-1) },

, g(N-1) } tiene TDH
, H*(N-1)},
entonces
{ £(0), &(0), (1), g(1), -
{H (o), F), -

, T(N-1), g(N-1) } tiene TDH
siendo

, H(2N-1) },

H(s) =1 0(9) +1 k B*(9) cos (3F) + H*(N - 9) sen (& ))
H(Neo)= B2 (9) - L ( H*(9) cos (F) + H*(N - 9) sen (% ))

si 0<J9<N-1.

Demostracidén :
{ £(0), 0, (1) , © -, f(N-1), 0 } tiene TDH
{ Hy(0), Hy(1), ---, Hp(2N-1) }, ¥y

{0, g(0), 0, g(1) , -+, 0, g(N-1) } tiene TDH
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{ H3(0), Hg(1), --- , Hz(2N-1) },

siendo
Hy () =3 u (9,
B = (1@ cos (F) ¢ w000 sen (F)),
Ho(N+9) = 3 H'(9),
Hy(N+9) = - 3 ( B*(9) cos (B2 ) + H¥(N-9) sen (ZF) ),

para 0 <d <N-1

Por la linealidad de la TDH tenemos

=

" (9) B (9) + L ( H*(9) cos (G2) + BY(N - 9) sen ()

)
T (N+9) HI(9) - %(H*(ﬁ) cos (TZ) + HY(N - 9) sen () ) ,

g

1

si 0<9<N-1,

NOTACION MATRICIAL :

H (9) " 1 -l N COS(%) sen(%’i) H*(9)
AT IO
H {(N+7) 1 | -cos(%?) ~Sen(%?) H*(N-9)

si 0<d<N-1.
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OBSERVACION 4:

Al caleular la TDH de 2% datos , aplicamos el TEOREMA DE
HARTLEY y el problema se reduce a calcular dos transformadas
discretas de Hartley de 28-1 4atos que corresponden a los

mismos datos iniciales, pero colocadas en forma
intercalada; por lo tanto, si antes de aplicar el teorema
hacemos las correspondientes permutaciones de datos,

colocando los de puesto par (empezando en cero) en primer
lugar,y los de posicién impar en segundo lugar y en orden
secuencial, se simplifica el procedimiente para obtener la
regla de composicién. El mismo método se debe aplicar para
calcular cada una de los i datos seleccionadas
anteriormente, y en general se procede de esta misma forma
hasta obtener grupos de dos datos .

EJERCICIO 3:

Calcular la TDH para 2N=4 .

Desarrollo:

{£(0),£(1),£(2),£(3)} e {H(0),H(1),H(2),H(3)},
{£(0),£(2)} SR {H(0),1° (1)},
{£(1),£(3)} - S (5*(0),B*(1)} ;

por el ejercicio 1 tenemos que

H(0)| 4 101 £(0)
= 5 Y
H'(1) 1 -1 £(2)
B5(0)| 4 1 1 £(1)
Y (1)| 2 | 1 -1 || £(3) ’

entonces
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Sean

H’(0) 11 £(0) {50, . . .f(T) } — " {HO....HD},
)y 4 1 -1 £(2) { £0), £(2), 1(4), £(8) } bt { H'(0), B'(1), H'(2), H'(3) },
g0y | 2 11 £(1
(0) (1) (1), @), ). €0} il { H"(0), H*(1), H*(2), H*(3) },
B*(1) 1 -1 £(3)
{ £(0), (4 } L - % L
(Asumimos que las entradas vacias en las matrices que TDH - -
tratemos serian ceros). {12, 19) } R e (7@, 17 3,
TDH = "y
Por el teorema de Hartley {2} p—————  (H7OLHTM ),
- - - . £(3), (7 TDH H**(0), H**(1) } .
H(0) La) ! 1 cos(!ﬁq) Se”(zﬁg) [H*(O) il — (TRl
= 5 + &
H(2 2 1 < | . 70y 70 H*(0) |.
L ( )- L 5 cos(y) -senlF) kg Por los ejercicios 1 y 3 tenemos que:
y H”(O)— 1 1 r_f(o)q
—H(l)_ 1 (1) [ 1 1 1 Cé’s(%l‘) sen(%) H*(1) H? (1) 1 =1 £(4)
== + = - *
H(g) 2 1 2 —CDS(L1~) —Sen(ﬁ) H*(l) ] H? (0) 1 1 f(2)
L § L i 2 2 H'*(1) q 1 -1 £(6)
iuego B*(0)| 2 1. 1 (1)
H(0) L Ry 101 £(0) H*1(1) ) R | £(5)
HO) | 1 -1 £(2) H**(0) i i £(3)
HE) | 2 11 £(1) H**(1) 1 -1 £(7)
H(3) b ~Hy 1 -1 £(3) Sanbidn B B B
siend B H'(0) ] ) Foy 1 T H"(0) ]
(e}
cos(%(—))+sen(7r2—0) 0 H'(1) H"(1)
Rg = H'(2) ) -y H™(0)
0 cns(%)-ﬁsen(“’z—l) H'(3) i H'™(1)
H*(0) ? H™(0)
EJERCICIO 4: H(1)) I oy H™(1)
Calcular la TDH para 2N=8 . bk 10
: H*(3) g H**(1)
Desarrollo : ! = = h ® = = =
22 23
|




—~ — - - —
y ademas H(0) H'(0)
HQ) Y PRy H'(1)
H(2) H'(2)
H(3) 1 H*(3)
H(4) T H*(0)
H(5) H*(1)
H(8) (8 : Ry H™(2)
H(T) : H*(3)

cos(Z2) + sen(Z2) 0 0

0 cos(%l) o

Ry =
0 0 cos(rTz) + sen(':—z)
L 0 sen(wTs) 0

Si llamamos %®y= [1] e I;= [1],podemos notar

s siendo

sen(-’%l)

cos{-—ﬂ:?)

3 (4-k) (4-k)
= L ia
3523— 23(1;[:11 di 5(-’“’1 ) ’AQk—l)
i R
(1) k-1 ok-1
con M =
J
k-1 f By
T
Fga=l £(0),£(4).1(2),£(6),f(1),£(5),1(3),£(7) 1.
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Ejercicio 5 :
Calcular la TDH para 2N=16 .

Desarrollo :

{10) ,£(1) , -+~ f(14) ,fa8) } _TPH . { m0), HQ), -+, HO4) , H(5) } |

{7(0).5(2), . . . £(12),£(14)} TDH_ (H(0),H(1), .. . H'(6),H'(7) } ;
((1)4(3), . - . F(13).515)} IDH {H*(0),H*(1), . . . H*(6),H*(T)} ;
{ (0) , £(4) , £(8) , £(12) } THe { H”(0) . H"(1) , H"(2) , H"(3) } ;

{12) , &8) , 120) , 1009) } | TPH - (m(0), HUQ) L ET(2),HTE) )

(1), 45),19), f13) } . TPH  (H“(0), B (1), HY(2) , HV(3) };
{£(3) . £(7) . §11) , £15) } TOH  {H™(0),H™(1) ,H"(2) ,H*"(3) };
{ £(0) . 8) } toH {HO) HTW) )
{(4) . 112) } TPH  (w(0), BY() )y
{1(2) , €(10) } TOR  (w™(e), W™ };
{ (6) . £(14) } TR . {E™e) o) )
{1(1) , 1(9) } oo {H™(0) , H™"(1) };
CORE LD I & O R R
(. fayy TR (ET0) BT )
{47) , 513) } TOH | (H™"(0) , H™(1) };
T
F 4=

[ £(0),4(8),(4),8(12),6(2),£(10),6(6),(14),£(1), K9),(5),£(13), E3), {1 1), ATHE(15) ] .
Es facil observar que la g
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representacion matricial del



problema sera

. I, R
L, i % 4 Ry
39 - Tl
. Iy -Ry
Iy Ry
i -R
23 23 Iy -Ry
L 4L
Iy Ry
Iy Ry
I Ry
' Iy Ry
H-Ry
L Iy -Rg |
~ (1)
al”
(1)
oy
(1)
*3
(1)
Mo
. 4 (1)
*s
(1)
M
6
26

(1)
M

(1)
M

En forma resumida tenemos:

% 1 f[ diag( M (5= .m,(s—k)) F
= = 1 A PR Y
o AW D! k-1 2t

OBSERVACION 5:

Si llamamos Cy = diag (cos (F 0)scos (-g- sin i5c08 (% (q—l)))-,

&g = (a'ij)qxq 5 en donde

sen(-g- (i-1)),

aij:{ 0,

Rg = €4 + Gq;
36 al vector columna de las transformadas discretas de

P
{£(0), £(1), = , f(p-1)}3y Fp al
datos {f(0), (1), --- , f(p-1)},

ordenados en la forma sugerida por el Teorema de Hartley,

si j=q-i+2 , 2 € i £ q,
en otros casos;

Hartley para los datos

vector columna de los

podemos observar que la representacién matricial del
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problema va tomando la siguiente forma para el caso de 2n

datos:
n (n+1-k) (n+1-k)
1 <
~ ¥oon = :‘?,-ﬁ( I;[ diag( . y ey oAb L1 ) .
-Fon k=1 2
2% H
siendo L S
Al , ¥igigakl
J
i -R
k-1 ok-1
¥ 1<k<n
TEOREMA 5:

La representacién matricial del teorema de Hartley para el

caso de 2% datos es

1 n (n+1-k) (n+1-k) _
3‘52n= ‘2'?1'( I:[ diag( Jﬂ‘l y teeoy S k-1 Jilke qu ’
k=1 2
siendo
I R
k-1 ok-1
(0 |2
M= ’
J
i -%R
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Demostracidn

( Por inducién sobre n) :

12 ) Para n=1 ver el ejercicio 1.

22 ) Supongamos que se tiene para n ; demostrémoslo para n+l.

Al permutar totalmente los datos para poder emplear la

T.D.H., obtenermos el vector |F‘2 +1» el cual en sus 20

=

primeras coordenadas es un vector del tipo an y en sus 20

altimas coordenadas también es de este tipo; por lo tanto,

aplicando dos veces la hipdtesis de induccién para 2" datos,

el problema se

Ln
:K’zn+1 =3
lzn
n (n+1-k)
1 ;
o8 Hdmg( 1
k=1
luego

transforma en

%25
o |
(n+1-k) 0 B
t ] " 1 2k.1
an‘i'l;
n (n+1-k) (n+1-k)
%:Hdiuz(-/ﬂ'a et
k=1 2




estudiar la forma de permutar los 2P datos iniciales para

(n+1)
= o=l ; ;
J-S'zn+1 = a+l 5 poder aplicar el teorema de Hartley .
= = DEFINICION 2:
(n+1-k) (n+1-k) :
diag;(JLl cre 'M;kl )iz 0 Se define la 20-permutaciém az(::) con 1<k<n-1 como la
n ~ aplicacidn de R*" en R*" de la siguiente manara :
_H F2n+1; (1)
k=1 O'n ( Xg+Xqs ="y in_l ) = ( Xgy Koy v ,xzn_z v Xy Xg, " .xln_l);
0 (n+1-k) (n+1-k) L .
el e ) )
L - On ( Xoo Xy ogn, )=
por lo tanto,
- (k-1) (k1)
" ~ 1 J£n+1) -( ::rzn_1 ( X Xpvts Xong ) o azn-l ( Xyn1 Xm0 » X, ) )
2z‘l+1 = 2111-1 1
DEFINICION 3:
n (n+1-k) (n+1-k}  (a+1-k) (n+1-k) (0) .
. i : : : _ . n- n _
kr:[ldmg(./ihl , 'J";k-l ,Jrlal ; ,-fitk_1 ) an+1 Se define la matriz A , =( ay; ) de orden 2 x 2 1,en
donde
(k) (k) )
como ./ﬁ:j = M B Yj vy Vh , entonces a3 = 6j 2i-1
(n+1)
% a1 = Fanf
2 2 E OBSERVACION 6:
n (n+1-k) (n+1-k) La matriz asociada a la transformacién lineal o+ mediante
][ diag(m y ey oAb I S 2"
1 k o+ o
k=1 2 las bases candnicas es
n+l (n+2-k) (n+2-k) (0)
% = L. T]diag( I ) F .
n+1l 1 * ? +1 -1
2 2]1+ k=1 1 2k 2n (1) "
Agp = 2 Y
POST SCRIPTUM : @
3 0 An—l
De acuerdo con lo visto en la observacidn 4 , es necesario
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{k-1) ©, © \
A Similarmente se ve que A g ( AL ) = Izn_l.
(k)
A= ; Yk=2,:+-,n ¢ 22) Para k = 1!
(k-1) (1)
o =1 Tomemos A p  =(b;)l,ny,n €OR
LEMA 1: ) i _ :
(k) (k) 6J- 2i-1 , si 1<icot-ly 1<jg2®1,
l’l( Ag )= |2n_50n Yy -y 0 , . 1_<_i52n—1 y j:211,
1y o , si2tlyicico®y j=1,
® I (k) 5. o3 on, Si of-li3 <j<2® y 2< j<2n,
( o ) An =lps 4 J =
Yk con 0<k<n . M. T
v (An) =(dij )2nx2n, en donde dij=bji :
DEMOSTRACION :
entonces W\T W
12 ) Para k:(ﬂ’i ( A n) Ap= 5y )2nx2n ’
0
Sean A = (35) a1.n con Aew = Ba 2; . n on
ij % gueligny ij 3 2x=1 2 !
1 siendo cij = 2 dik By = 2 Pks By
entonces 3 k=1 k=1
)y i) Tomemos 1<i <281 y 1<j<21
( A ) = (%) 0, 401 > bj; = aj; luego
2“.—1 R
_ ci 5 2. 8 2k-1 85 2k-1 * 2 8 oon By gy on
© I (o) k=1 k=2""141
(Aﬁ )An=(cij]2n.1 con
.y . Jage °i 57 %3]
By = bix @j = D ayj Ay = . .
k=1 k=1 i) 51 1gig2®™ .4 i=2",
21 ! tenemos ¢ = 0
= 8. b - = 8. . . /
i 2k-1 2k-1 |
=1 J 1]
© I (o) i) si 28-ly1<cigo® y o =l
Por lo tanto | ( A g ) a = bn_, - ‘2“'1
€= 2. 8 o1 91 2%-1 = O
k=1
32 33




w) 81 22liacigd®y 293228,

211-1 ot
i 5= kZI i 2k-1 &5 2k-1 ’; ;1 55 ok.on 85 o on,
= =2"""+ 1

Luego si i#j, cjj = 0 . Por otra parte,

2h-1 20

2 2
eiis Y. S + > UPTCIE
k=1 k=214 1

© ®
Podemos observar que el subindice j de éij en © toma sdlo
valores impares , 1,3,5, -+ ,2%-1 | mientras que en ® toma
Gnicamente valores pares , 2,4,6, --- ,2%: pero como
28-1.9 <4 < 2% entonces cy3= 1.

De lo visto en i), ii), iit) y iv) se desprende que

(4 o )T £ =i

T

(1) (1)
Similarmente se ve que A n( Acc ) = ln

3%) Supongamos que se tiene para k-1 (k>2); veamoslo para

ki

(-1} (k-1)
Como A 4 A = l2n_1 y

34

entonces

() ( (k) )
Aq An =

(k1)

n-1

(k1)

n-1

|

35

S

[ )
A n-1

0
4]
(k-1) (k-1)
A n-1 s n-1

Sags oy

(k-1}
A n-1

)




En forma similar se demuestra que

() " (k)
(An ) A =I2n"5un’Vk con 0<k<n.

CONCLUSION
Sea { f(0), f(1), ... , f(N-1) } un conjunto de datos
reales; si
- T
V= (£0), £(1), ... . £(N-1) ), v
T
W = ((H(0).B(1), ..., H(N-1) ) es

la TDH de ‘@", entonces la representacion matricial del

teorema de Hartley es

. n (n+1-k) (n+1-k)
- i
W= oL (;\]_:_[l dlag(.)ﬂ:l g on oy ._/Fu2k-l ))

n (n+1-k)
H AL 5
k=1
siendo
i P
k-1 k-1
k) |2 %
Mo = ,
oF
k-1 “Rk-1

36

BIBLIOGRAFTA
(1] Bracewell Ronald.  The Fourier Transform and Its Apl;ications . McGraw-Hill
Book Company, Neﬁ York,1986.
[2) Bracewell Ronald.  The Fast Hartley Transform . Proceedings of The IEEE ,Vol.
72, N 2 8 August 1984 , pp 1010-1018.
[3] O’Neill Mark A. Faster Than Fast Fourier. BYTE , April 1988,pp.293-300.
[4] Villasenor John & Bracewell R.N. Optical Phase Obtained by Analogue Harthey

Transformation. Nature Vol.330, December 1987, pp.735-737.

37



