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Introduccién

En [1] se prob6 que en un cuerpo totalmente ordenado, el axioma de
completez es equivalente a la conexidad; en este articulo se prueba que
dicha equivalencia es independiente de las operaciones y sélo depende
del orden.

Definicién 1

Un conjunto K se dice totalmente ordenado si en K est4 definida una

relacién < que cumple: (i) es reflexiva; (ii) es antisimétrica; (iii) es
transitiva; (iv) dadosx,y € K,entonces X sy o6 y < x .
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Definicién 2

Sea K un conjunto totalmente ordenado por < ; dadosx,y€K, decimos
que x<ysiysblosi xsy y x*y.

Definicién 3

Sea K un conjunto totalmente ordenado por s ; decimos que Kesdenso
si dados x, y€K,con x<y,entoncesexistez € Ktalque x<z<y.

Definicién 4
Sea K un conjunto totalmente ordenado,S<X, S * @; decimos que S

es acotado superiormente si existe « € K tal que x < ¢ , para
todo xe S .

Definicién 5

Sea K un conjunto totalmente ordenado,S € K, S * o ;acotado
superiormente; decimos que  es el supremo de S (notado & = Sup S) si

es cota superior de S y, ademés, para toda cota superior 8 de S, < B.

Definicién 6

Sea K un conjunto totalmente ordenado, a,beK con a < b; definimos
V(a,b) como el conjunto siguiente:
‘ via,b) ={xeKla<x<bl.

Definicién 7
Sea K unconjunio totalmente ordenado,Sc K, S * @;decimos que S

es abierto, si para todox € Sexisten &, b€K, con a<b, tales que
x€eVia,b)<S.
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Definicién 8
Sea K un conjunto totalmente ordenado; el conjunto

t={ScKklS es abierto _lU 'y

es una topologfa para K, llamada la topologia de orden para K.

Definicion 9

Sea K un conjunto totalmente ordenado; decimos que K cumple el
axiomna de completez, si para todo

ScK, con Sw#o

y acotado superiormente, se tiene que Sup S existe.

PROPOSICION 1

Si K cumple el axioma de completez, entonces (K, t)es conexo.

Prueba:

Sea Fc K, Fee v F» K con F cerrado; sean
x € F, y € F ;supongamos que y <X.

Sea S= teFlt<x); S»o, puestoque ye S ;
ademdas S es acotado superiormente, entonces Sup S existe.

Sea z =Sup S; entoncesy < z < x ;si y =z entoncesz € F ;ahora,
si y» 2z entonces Y<zZsx; sea z€V(a,b)=&x € Kla < x < b} ;
entonces V(a,b) esunavecindad de z, luegoa <z<b; como K es
denso, existe c€ K talque a<c<z<b; como z=SupS, existe

ues talque a<cu <z<b. luego V(a,b) NS » e ;entonces
z e F=p, yaque F escerrado, luego tenemosque z<x y z € F;
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—ca

entonces, paratodo u € V(z,x) = {t e K|z«
que u ¢ F ; luego z noespunto interiorde F, ypc
abierto, luego (X, t) esconexo g

PROPOSICION 2

Si(X, t)es conexo, entonces K cumple el axioma de

Prueba:

Seas ¢ X, S # e, S acotado superiormente; consi
A={xeXKla es cota superior de

A = @ ,porqueS es acotado superiormente y A

Siexiste &, €S talque @, €A  enton
supongamos que ningin punto de S pertenece a A;s
que B es abierto: en efecto, sea x € B ; entonces x
cota superior de S, entonces existe y € S tal que x
denso, existeb € Ktal que x<b<y; como K no tient
existe @ € K tal que a<x<b<y,luego x € V(a,l
z€V(a, b)tenemos que a<z<b<y ; luego z no es ct
seaque z ¢ A ,luego z € B ;de donde tenemc
0sea que x es un punto interior de B; luego B es abie
es cerrado; como K es conexo, A no es abierto, lueg
tal que para toda vecindad V de a, se tiene que v

Sea f<a, y PBeA : como K no tien
existe b € X talque «, < b ;entonces, para .
mos que B<x, luego x € A,y porlo tanto V(B, b)
Io cual es absurdo; luego para todo B € A se tiene
entonces &, cseclminimode Ajoseaquea, = S
cumple el axioma de completez g
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1y el axioma de completez”.
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