Notas de Clase: Lateraimente hablando

LUIS M. RODRIGUEZ

En los cursos de cilculo es frecuents encontrar las expresiones:

1im £(x) = L 1im #(x) = M
F e .

para denotar los l{mites laterales {aquierdo y derecho respectivaments; en el primer
caso, x pertenece al intervalo abierto (-, c) ; on sl segundo, sl intervalo,

también abierto, (c, + =, ) los cusles son pertes disyuntas de la rects real (ver
figura 1).

<o

FIGURA 1

Pero para une funcidn como

f(x) =1 si xes racional, f(x) =0 si xes irracional,

estudiar la existencia de limites laterales derecho, e j2quierdo pugde ser compl {cado;
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en este caso es mis ficil calcular los Limites

1{m  fix) 1{m £ix) ;
racionel x~¢.% izraciemal

x=C, X

en el primer caso x pertenece a @, en el segundo caso a su complementario R-Q, los
cuales son partes disyuntas de R. Como R = QUR - Q podemos hacer un gréfico un poco
inusuat de los nimeros restes (figura 2),

FIGURA 2

el cual nos muestra a R descompuesto en dos partes disyuntas.

(Qué tienen de comin las situsciones anteriores? Fundamentalmente, que hemos
considerado dos subconjuntos disyuntos de R en cada caso para acercarnos a c. Por lo
tento, as{ como hablamos de “limite lateral izquierdo® y *{imite lateral derecho®,
podriamcs tembién hablar de “Limite lateral racional® y "L{mite lateral irracional®,
SegUN NOS acerquemcs a ¢ siguiendo el camino @ o el camino R-Q.

Esto nos muestra que (a nocion de “lateralided” en matemiticas es algo amplia que la
x‘mt pueda brinder el conocimiento comin, y también més Gtil, como lo veremos més
ante. .

Recordendo que en el andlisis de Limite de f en ¢ se puede utilizar la via ¢ -8

(pera todo €> 0 existe 8> 0 tal queetc. ...) o la via secuencisl (pars toda

sucesion (c,) contenide en el dominio de f ... la compuesta tiende a...), tenemos as{
dos opciones més, La "continua® y la “discreta” respectivamente.

En definitiva, cuendo estudiamos |{mites de funciones tenemos 12 posibil idades que se
pueden esquenatizar asf:

1 lateral idad derechs continua (via ¢-8 );

2) lateralidad derecha discreta (via secuencisl);

3 lateralided {zquierds continua (vfa € -8 );

4) lateralidad fzquierds discreta (vfa secusncial);
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) lateralidad derechs racional (via secuencial);
6) laterslidad derecha irracional (via secuencial);
n Lateralided fzquierds racional (via secusncial);
8) laterslided fzquierda irracional (via secuencial);
()] lateralidad racional (vis secuencisl);
10) lateralidad irrecional (via secuencial);
1) lateralided racional (vie ¢-8 );

12) Laterat ided irracional (via ¢-8 ).

& utilizacién de une de (ss 12 posibilidades depende del problesa.
El siguiente problems esti resuelto con las posibilidedes 9 y 10.
Sea f Lla funcién definida por:

fx) =0 si x es irracional; f(x) = I/n si x=w/n, Mmyn primos relativos,
n > 0. Para simplificar un poco el asunto consideremos x ¢ {0, 1] <

Demostrar que f no es derivable en [0 , 1.

solucién: Se puede probar ficiimente que f no es d:.rivnblo on los puntos racionsles,
ya que f no es continua en los racionales ((1] pigina 111). Para ver que f noes
derivable en los irracionales elegimos un irracional ¢ en el intervalo (0, 11 y e

sucesion de irracionales en (0 , 1) tal que ];i.l.n(c.) = ¢ , entonces

Um{ (£lc,) - £(e)) /(e -V} =0
ane

Sea ahora (p,/q,) una sucesién de racionales en (0 11 tal que

lim (p, - @, ©) = 0 ([2])) phg. 45).
pls

osf que ];in (P/Q,) = ¢, ademds:

Laltze/ap - £tk /[p/a, - o + 0
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Por lo tanto no existe ¢'(c) y en consecuencia f no es derivable en (0 1 .

Para {a siguiente funcidn el lector podria utilizar las posibilidades (1) y (3) en el
estudio de la continuidad y las posibilidades (2) y (4) en el estudio de la
derivabilidad.

Para calcular f(x) para cada x de [0 , 1] hacemos Lo siguiente:

1. Exprésese x en base 10 xtOc,czos... .
c.dacj es 0, 1.2,3, ..., 9,
2. f(x) se expresard en base 2:

f(x)-O. =b§. b.es 0 6 1 y se

determina 8 rtrdncjoo-o.n:

i) b1-0 sic,uo, b1-1 s1 ¢ noes?d

i) Dado bj_.':blnbl,‘ of Cj.y "¢ Y
bj‘bj’1 sl 01’61_1.

Debe probarse que f es continus pero no deriveble [3].
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