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Sea entonces Ayt )‘,”2 # 1, y definamos

Xh ‘ )
.-——-:—!—-.—'— 1 ¢<khen
L. . §">("1’*mz’
: A
—-EJ:L——' si wel ¢k € 2m;
L Oqrig)
entonces 0 € &, € 1y
" : 1 w0
Lt o= gL,y oy 4y : . LA
R=1 © b=l " heps] 1-[X'* M’Z) -t ket b=pt] - ‘
{z?ﬂ) i
———— Ap-(A +Ar 1y
T-(A#202) Lt k-4 n+z’ |

Yy, por hipftesis de induccién,

B3

2+ 1 x(n-ﬂ)t(hot)l

S L e Dkl €

equivalente a

n+1 Coa
ob P genyer €10 ARl - Gy Yhgep) € 1.

Por hipbtesis de induccién
é‘llh-t,% =1, siysflosi £, =0 6%, ., =0,
si y sélo si
Aper M08 Mg T Aenyeqeny =0 R L
si y s6lo si

’fi' o 4 X(”-l)‘.h‘o, R=2,....0¢1,
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obteniéndose de (3)
el n
L el = 11O b T 1ontygd ¢ 124,

=10y edgg) ¢ Iy mdpgl = 1,

.81 y s8lo si

‘1 . 0 6‘ xl‘lz - x(l*')’l = 0.

As{ completamos la demostracién &

Denotaremos por ¢; = (1,0,.. . 0), e, = (0,1,0,...,0),...,

e, = (0,...,0,1) los vectores coordenados unitarios de ",y
por convié la envolvente convexa de ¥ ;R‘ . Si en el Lema 1 ha
cemos Ah = e, k= 1,...,n entonces

. . . a
#(X} = fx,l
R
norma que induce la métrica del taxista para n = 2.

TEOREMA 1. Sean, ¢ la norma sobre B* (n 3 3) definida en (1),
A= det(Al,...,An),,aj_ = (ail""'“in)' e el cofactor de
a,; B A, >0, SE[G] la esfera cerrada respectc a ¢ de cen-
tro G y radio x,

(4} V=G 7y, Ve = G Fop k1w

y W= {Vl""'vu}' Entonces S"[G] = Cconvtl es un 2"-topo cen-
tralmente simdtrico en G, de dimensién n y qua tiene a cada
punto en @ como punto expuesto. Mis exactamente,

f.' i {‘£1""""b-1
(s)

: | g . | T ) [y
= JH‘---,R‘:, DAy g F =irl, (895,06 = |0

het) ’ ;2
es la familia de todas las caras (simplex ) k-dimensionales
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Demogtracidn. Por su extensidn dividirvemos esta demestracién
&n 4 stapas.

ETAPA 1. @ = Convll es centralmente simétrico &n G v ¥ ss &l
conjunto de todos sus puntos expuestos.

Cadza ¥ =% es una combinacidn convexa de la forma
n

¢ H
% VI A Py
| " u.pH_J.,_ S*E h.m__.;._ Yur g1
(6) %
| .u.._._.:.;u: =1 yocadgd.ox 0l
Se desprends de¢ dqui que
i
726G = = X
6 - X u.mHT:: LR R

y que § e5 centralmente simétrica en

g = W (Vg *¥ig)s T,
Ademfis; si X satisface
(7 (X -6)A, = 1,
2ntonces y#-y;+w « 1, ¥ por el Lema 2,
& I 5 < = -
Hmr_h_.auu._i._._ £ 0 s5iyshlo si, p.._. = .’_._...__ =0, 4%k

¥ X'ze raduce a

-~ L s
AmGrgy Ohpaplay = ¥

Andlogamente, si X satisEace en {6} la igualdad

—-

£a) ﬁx-mupa . -k,

BNTORCES A =k, = 1 y & =¥ La expresifn [(X-G)A

nelt BT

aﬁrr.yx;w_ implica

nmm =g (M-G)A, ¥ mH-nuxw 4 A

para tode X = §. De este mode en (9) se definen dos semi-espa
cios soporte de € cuyas fronteras en (3] ¥ [7) séle contienen
de ®a v . vV, respectivamente, k = 1,.,.,n. Esto signifi-
ca que & es =1 conjunto de todos los puntos expuestos de B,

i
ETAPA 2. B oy = COBY (Vs vene Vg by (a8 < 0,107,

SON caras expuestas (Simples) (n-1)-dimensionales
de .

De

.m.n x 5
(183 ___q.m+a_w.__..__nv_..|: S nhﬁ__a__:. Y

obtenemos. que

i

irng ;8 rm_

3 Sk
I (=17 %4

(v ;
Lga

1R - et g

3. &
= (=0)E §oas(-1)

- N, o Ry K
¥ que
= Conv{¥

.I.
.._.__.z..ri‘__._. _. _"ﬁ._.n....mz._ ﬂﬁn_.._u

_: .__ ﬂ_”m__..n.."_n:._u .-.va_m._.._

estd contenido en el hiperplanc
] By

(12) (X-8) § (1) %A, = a.
k=1

Ademds, 51

m:cqu,wiﬁ:#n;:_
nu - .L -n“-. .
oy R Rendy " lendy! TR L e b J

al multiplicar ambos miembros por 4,
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s. los vec s | .
s, los vectores J+:oﬂt..u<:+:a;

en (11) es un simplex (n-1)-dimen-

son puntualmente inde-
ntes vy 2,5 5
: ,rvpv...u(ﬁu

R ekl % Ar

de B estd contenido en el semi-espacio cerrado

+ A v )

‘nvh Tarhk’
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I3 n
D ) I =
£ ﬁww+saw<w+=or* >w+:mﬂ-avu<w+:ﬁg|anv I nm_ yw+:nw<w+‘

t _ ’\A . . .
\x+:axﬁ no estia contenido en el interior ¢

semiespacio (13); de lo contrario X no satisface (12). &

Y mca+;qwn..<‘

Ces

T = {41 €4 gn, <h+=om satisface (12)}

es un conjunto no-vacio y P = {{+no; li= I} g {1+nd,,

atnd,;. De lo contrario, para algin < = T,

ttngy & {(I+n(1-61), ... ,n4n(1-8, )} y v no estaria ¢

7T+t g
el hiperplano (12) ya que
n 5 n 5
. T % . - h
Vo, 1.2 4-6G) I (-1) A, = (26-V -G) (N CA =
frn(1-6y) he k krndy, R k
Si
P =
N =
entonces
{14n8,,...,n*né,} = P cﬁnm+;agh q ¢

donde la unidén es disjunta, y X toma la nueva forma

> 'k . Ay

m e~

) L+ M A v ~
ﬁw+:anr he(To s i ew*:ﬁqnmnwu xw+:ma

= M A

kel Prt"ep

k

= 2 ) A

p . G+ X v
rel1, . a1 E(1-8g DOy PR™Sp,  PRMSpy

R

A 4 ‘
amﬁw,.: =W3H>mw+:mﬁlmavv \gw*zmaw
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En otra direccidn

({2],pp.6-7)

existen escalares &

T+né 7

m;+:ax. hgfxawf...+m:+:m= = 1, tales que
1
X = M F .V = M Z Qr + M Pl . Qw N
R T I SR TR S T
= Mhd+& v +nd * M m,n+m v +1d
Rel PRMOp, PR™Cpy Re(1, it g, T
Comparando resulta
2a6 = § (&, ..o - A N
hel ;W+3oﬁr ﬁﬁ+:mtﬁ Uﬁ*iabw
+ ) (2, LR )V s
Re{1, . nlnd xnfz&nr R :ﬁ«-aafv Ar*:omr
donde
2= i e ;
Re{T, . .., nind a+xfay0&rw
Si a# 0 entonces
1 ,
o1 | o 21
= a4 - . ) i +
2 ,_;:M‘; Qun:ag “pytns ) +,,k.m: L Tfu,éé
"n RE(T, v yn} 2 b
{
=1 1T ) ¢ - L
=_ a N + L Lo N L A Lo
z HE PRfp  ne(1,. a0 per Pptidy,
k k k
+ D Aoy
Rel1, o vy Gptnl1-S
= uﬂ,ﬂ\ 1+2 M X P S - ¥ A f1a
“ L Rel1, o, adn Gl T Rl 1, ntnd -0y

lo que significa q

lo cual es falso.

-1, .
a (1+2a-7)

o] —

ue G esta

De manera que
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en el hiperplano

y (14) se reduce

=<
[

‘Concluimos que %

dimensional de %

no soporte no tr

ETAPA 3. dim(S, [

m»m& =

Aplicando (6} pa
R=1,...,n, v

por consiguiente
la norma ¢ enton

n
cerrada sobre R

Fr(

([2], pp.58-59,

>,u.v.+§jlmnrw =0

definitivamente a

, para todo k= {1,..,n}nl

oy

)

kel

iV =
oL+nd
k Py

A
P p, (8,,..,8,)

5.y en (11) es una cara expuesta (n-1

(81....68,)
, POT ser la interseccidén de § y el hiperpla

ivial (12}.

6]) = n, Fr(s, [6]) = { g,

. (©1s0n,8,0€00,1)" Broeestn)
g.
ra X= 8, se verifica ﬁx<mu>n = A ),
n n )
M_?x.@;w” = n @Mi;f‘::t . (lema2);
=1 =

8& 5,06]. si d es la métrica inducida por

S
ces d(+,G) es una funcidn real

» Y

convexa propia

¢

~ 1
pLG1) =

—_—
=
f
=]

=
=%
—
>
W
It

S

Theorem 7.6, Corollary 7.6.

comabinacidn convexa

n
X = 72
=1

implican

n
d(X,6) = #(X-G) = }

T N = G *W
L5 AL+nd Fil




maz:_{ = Fa(8,[6]), para todo (5,,...,8,) = (0,1}

iprocamente, si X = Fa(S,[G]), por definicidén de valor ab-
uto existe nm_.....w=u e (0,11" tal que

5
L(X-6)A, ] = (-1) B (X-G)A,, k=1,...,n,
i, = a-_mmx.ou>w_ entonces
08y, < A-_amx‘ov =1, A

iresiones que junto con las propiedades que hemos venido
indo de los cofactores en los determinantes arrojan

n
WMd pfbw = he ., = 1,0 Y

m a
A,V = G + .=
P f W+§&W A

IR 8p |
g LN | (x-6)A,la,
=G+ - m {(X-G)A, }a
& L2 'R
nm*w. m“mmx-m;& ;Q
& 2yt jE T T TRITTR :
uo+w m mx.-m.vmn .
L R A A
MO..._l mbmx‘om,u&‘.nx
&2yt ’
sultando w
P lehs 1 % .,

(65,80, 11" (6,,..,8,)

Hemos probado entonces que Fi(S,[G]) es la unién de las " ca-
ras expuestas (n-1)-dimensionales de € listadas en (11) y asi

(15) Fa(s, [6]) = Fa(®),
([2], p.164, Corollary 18.1.3).

Por lo demds S,[G] es acotado por la equivalencia de todas las
normas sobre R". Si X «S,[G] ~ B entonces por (15)

X ¢ Fa(s, (6]}, es decir, X = int(S,[6]). Existen E, F en
Fr(S,[G]) tales que X « EF ([2],p.166, Theorem 18.4). De (15)
y la convexidad de %, EF = € v por lo tanto X = B, lo cual es
una contradiccién. Asi que S,{6] = . Concluimos que

s, [6] = Convu.

ETAPA 4. Se demuestran las dos igualdades en (5).
Si

= I .
T Mcmﬂ+:aﬂ.‘. .~<An+_+=mn+_*. ,a....~bw+_w < [, ),
[ {« (oot o= R+l (8 §,..) = {0 gwk+d entonces
' %a.....hkf_~ H R PRl »
ConvT es una cara {simplex) k-dimensional de mﬁaﬂ o Y
por lo tanto una cara de §,[G], donde
o 0 , s fell, . ,n v ﬁud..:,hm+_v.
I 5 , 51§ =4 para algin p = 1,.., k+1

P P’

Se sigue que los elementos de la familia ﬁn definida en (5)

son caras (simplex) k-dimensionales de maﬁou.

Reciprocamente, si C es una cara no vacia y diferente de
mamm_ entonces existe J = {j1,...,j,41} = {t,...,2n},
[J] = &+1 tal que C = Conv{V;y,...,Vj, 4} ([2],p.165, Theorem

18.3). Si 1 ¢ <y :+Ks = ], entonces

-
1 X 1
6 =5 Vip*y cxlsﬂ C = ?CLQS R
lo cual no es posible puesto que G = wsnﬁmaﬁeuv. Por consi-
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A
Va

um es la clase de los octaedros sélidos centralmente simétricos.

ny

Frgura 1

30n el Teorema 1. Por la definicidn 1, ¥4 0, vy asi A

1ree
~>: son vectores linealmente independientes en R", pues

9" '. Hacia el final de la etapa 3 de la demostracidn. del
yrema 1 establecimos la relacién (aqui para X = Vil
1 n
V., = G + A~ ¥ o{qv, -G ‘
g = G+ ,w v, qu>h¥uh ,
=1
yien
oy .
Vp =G+ T ¥ {(V-G)Y.l a. =G +A g
k3 b 3 L 7
£=1
ar (17),
Q:*w =G -4d g=1,...,n.
L no= 1 concluimos del Teorema 1 que Convi = mgﬁmg respec-
a la norma ¢. A
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A continuacién se demuestra que n vectores forman una bas

noo . . . "
togonal de R (n > 3), si y sélo si, cada uno es un milt
del producto vectorial de los restantes n-1 vectores.

LEMA 3. Los vectores z#\...~a: son una base ortogonal de

n > 3, si vy solo si,

f1e(-1Y"M /21 - uy 42
Z.. = ms:,.:.m : L\N._M 7 N :. Y
Tt1er-11""Ms210
v, = (plrtnDlzg
(19) m
(-1 /2 (-
Nyq = (nlrEDD/2keg
R T
z; _ ﬁ-muﬁfg+ﬁ-«; V/2]n d,gm

donde V = det(N,,...,N ) # 0, = (Ypqreer¥p) ¥7Y

cofactor del (k,«{)-elemento del determinante V.

©J

Demostracién. Haciendo A, = N, en la observacién
k

tales que

Al multiplicar ambos miembros por zﬂu

T(A\:r ’

i

lo que implica A . # k; y por (20),

zw&w =

de donde

y W p S reduce a
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Un politopo cruzado 83 de centro G = Hi(\Hy(1Hy y ¢l reunradio R.

Pigea 3
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