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Grupos pasantes y manecillas del reloj

CARLOS H. LEZAMA §.*

1.0 INTRODUCCION

En 4lgebra a nivel de bachillerato, al estudiar ecuaciones polinémicas de primer grado
con coeficientes racionales, algunos textos incluyen problemas relacionados con las
manecillas del reloj. Veamos un ejemplo:

1.1 PROBLEMA

4A qué hora exacta, entre 1a una y las dos, coinciden las manecillas del reloj?

En problemas como el anterior, la expresién “manecillas del reloj” se refiere al
minutero y al horario. Ademds, el enunciado puede darse en términos de “4ngulo

determinado por las manecillas”. Podemos enunciar también el problema 1.1. asf:

$Aqué hora exacta, entre la unaylas dos, las manecillas del relojdeterminan un4ngulo
de 0°?

1.2 SOLUCION ELEMENTAL DEL PROBLEMA 1.1 Y CONVENCIONES:

En el bachillerato se acostumbra hacer una figura al resolver este tipo de problemas,
tal como 1a que se muestra en la Figura 1.
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Figura

Puesto que x representa el “recorrido” del minutero, (1/12)x representa el “recorrido”
del horario. Planteamos entonces la ecuacion x = 5 + (1/12)x, cuya soluci6én es x =
= 60/11. Por tanto, a las 01:05 5/11 (o, lo que es lo mismo, a las 01:05:27 3/11) las
manecillas del reloj determinan un dngulo de 0°.

En lo sucesivo, las respuestas a este tipo de problemas las daremos como ternas
ordenadas. Por ejemplo, la respuesta del problema 1.1 como terna ordenada es (1,5,5),
dondela tercera componente corresponde al numerador de 1a fraccién 5/11. Si el lector
lo desea, puede dar respuestas como 4-adas ordenadas. En tal caso, debe escribir la
respuesta del problema 1.1 asf: (1.5.27,3), donde 1a cuarta componente corresponde al
numerador de la fraccién 3/11.

Recuérdese entonces que:

1. (a,b,c) significard a:b¢/11, con 02511, 05b <59, 0<c g 10.
Convenimos, ademds, lo siguiente:

2.H-8-M significard que el ngulo determinado por las manecillas del reloj es@, con
0*< o 5180

3.Unaterna (a,b,c) paralacualsetengaque H-0-M, lallamaremos “posicion referida
a0 “ y la representaremos por p( 9 ).

Asf, P(9) = {(abc) |0<ag1]l, 0Sbs59 0<cg10, abc)=p(©)}
4. P(kQ) significard JP(i6), con i€ 2+ talque 0°<i6 < 180"
Por ejemplo, P(k30°) =UP(i30), con i=0,1,2,.,6.

‘5. A cada elemento de  P(k30°) lo llamaremos “posicién notable” y al conjunto
P(k30°), “conjunto de posiciones notables”.

1.3 GENERALIZACION DEL PROBLEMA 1.1

Pretendemos ahora hallar todas las horas exactas para las cuales 1as manecillas del reloj
determinan un dngulo de 0°.

En términos de lo convenido en 1.2, pretendemos determinar por extensién P(0°),
Vamos por partes:

Sien el enunciado del problema 1.1 cambiamos “una” y “dos” por “cuatro” y “cinco”,
respectivamente, la ecuacion resultante es x = 4(5) + (1/12)x, la cual, tiene como
solucién x = 21 9/11.

Por tanto, a las 4:21 9/11 coinciden las manecillas del reloj, es decir, (4,21,9) €P(0°).
Si hacemos g = 1:5 5/11, podemos observar que 4g = 4:21 9/11.

En general, se puede comprobarquesi k esunentero, 0 <k g 11, kg esunahora
exacta para la cual coinciden las manecillas del reloj. Por tanto, segin 1.2, tenemos:

P(0") = {g2g..,11g} , con g=(15,5) (23.1)
Obsérvese que P(0°) tiene 11 elementos.

Elestudio de generalizaciones de problemas similares al 1.1 hace sospechar que tales
problemas se pueden tratar por Teorfa de Grupos, en particular, por grupos ciclicos.

En lo quesigue, Z = {612,..m-1} representa el grupo aditivo de los enteros
médulo m,siendo m un entero mayor que 1. A veces, por simplicidad, escribiremos
x envezde X. Ademds, al sumaren Z_, du'emos que se hizo reduccién modular si:
a + b 2 m, y, escribimos a+bd=a+

Por ejemplo,en Z,;:

6+8=3 (se hizo reduccién modular)
E+8=13 (no se hizo reduccion modular)
3+3=3 (1o se hizo reduccién modular)

2.0 DEFINICIONES Y RESULTADOS

2.1 DEFINICION

Sean m,m,,.,m, r enteros mayores que 1. En 'IT 2, deﬁmmos una operacién
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binaria llamada adicién pasantc, simbolizada por 4o , asf:

L]
Para cualesquier clementos (X, ,X; X)), (7,1 ¥; e Y,) de oz,
: j=l

o,
(XX wen X) 4 (V)2 Vs 0 ¥ = (), 2y 5.0 2,), doOnde:
1) Los 2’s sc hallan cn forma consecutiva, comenzando por z,.
)z, =x +y,
3)Paratodok, 1sk<r!

X +Y,, si no hubo reduccién modular al hallar z +1

X, + ¥, + 1, sihubo reduccién modular al hallar 7,41
Adcmds, en (2) y (3), debe hacerse reduccién modular sicmpre que cllo sea posible.

2.2 EJEMPLOS

En Z,xZ,xZ,, tcnemos:

L (5479 $(836,7) = (2,24,5), donde (2,24,5) se obtuvo asf:
9+7=5,en Z,, y“pasal”
4T+36+1=24,cn Z,,y“pasa

5+8+1=2,enZ,

2. (4,40,1) $(525,7) = (10,5,3) dondc (10,5,8) sc obtuvo asf:
+7=8,¢n Z,,.
0+25=5,enZ, ¥y "“pasal™,

+5+1=10,en Z,,.

A 2(,10,10) = (1,10,10) 4e(1,10,10) = (2,21,9).
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La adici6n pasante es, por definicién, clausurativa y, evidentemente, es conmutativa.
(También es asociativa, aunque no lo demostraremos aquf).

Adem4s, se tiene que (X, , X, ., X} 42(0,0,...,0) =
= (X % ra X)) ¥ (K X e X) A2 (M -X - 1M, X - 1y m oK - 1M, -X) =

4
= (0,0,..,0), paracada (x,,X,,.,Xx) € ;l'_l'; z,

23 TEOREMA

<2_.x2_‘x.«x2_’, 4+ > es grupo abeliano.

2.4 DEFINICION

Al grupo abeliano del teorema 2.3 lo llamamos grupo pasante y lo simbolizamos por
Z_xZ_x..xZ, . Enparticul id 1 te Z,x,, x2,, Est

o, X Zy, X--XZ, . En particular, consideraremos el grupo pasante 2,x2,xZ,.Este
grupo pasante es de orden 12x60x 11 = 7920.

Nos preguntamos ahora por et orden de elementos er grupos pasantes. Por ejmplo, es
facil verificar queen 2,xZ_ x iu , tenemos:

Orden de (1,5,5) = 11

Ordende (1,21,9) = 44

Orden de (0,0,1) = 7920
Se invita al lector a comparar los elementos de < (1,5,5) > y P(0°).
Elsiguiente teorema aclarard cuestiones relacionada conorden de elementos. Ademds,
permite concluir que “grupo pasante” es otro nombre para un grupo “muy conocido”.
2.5 TEOREMA FUNDAMENTAL:
El grupo pasante 3_ b4 -i"x wX i_' es ciclico. Ademds, el orden de

r

O S

i=1
esigualalordende x m,m, . m +x,mym,..m +.+X _ m +Xx,

1
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Obsérvese q  (10,43,7) = 7080(0,0,1)
El propésito ahora es presentar la solucién general de problemas sobre manecillas del

reloj, utilizando los grupos pasantes. Para tal efecto se incluyen un corolario y una
definicion mas.

2.7 COROLARIO

- - 2 - - pund -
Z,xZ,xZ, = 2,,;Z,XZ,xZ, = <(001) >
Obsérvese que el orden de (0,01) como elemento del producto directo externo

Z,xZ,x Z, es 11, mientras que, como clemento del grupo pasante
2,x2,x2, ies7920!

2.8 DEFINICION

1. Al subgrupo < (1,10,10) > del grupo pasante inx -Z.wx—z.“
lo denominamos grupo del reloj y lo representamos por G, .

2. Al subgrupo <,1,5,5) > dcl grupo pasante 312x 2@ X -Z’n lo denominamos grupo
coincidente y lo representamos por G, .

No6tese que <(1,55)» s <(1,10,10)>

3.0 APLICACIONES

La Tabla 3.1 muestra los 132 elementos del grupo del reloj G, . Cada fila contiene la
primera componente de 11 midltiplos del generador (1,10,10). Los dos nimeros que
encabezan cada columna corresponden a las dos dltimas componentes de cada mdltiplo
del generador.

La casilla marcada con un punto en la Tabla 3.1 corresponde al elemento (8,54,6).
Obsérvese que (,54,6) = 38(1,10,10) .
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3.1 TABLA DE ELEMENTOS DEL GRUPO DEL RELOJ G,

10-10{ 21-9 | 328/ 43-7| 546 | 55 | 164 | 273 | 382 |49-1 | 00
1 {2 |3 |a |5 8 |9 {10|nul1
2 |3 |la |s |6 9 lwo|njo |2
s {e 18 1617 ‘0]l fo |1 |3
4 |5 16 |7 Jselwol1ntfo {1 T2 |4
516 |7 |8 |9 nio {1 2 |3 {5
6 |7 |8 f9 10 0o |3 12 13 |4 |6
7. 18 |9 [w|u [1 [2 ]3[4 517
8 9 10 | 1110 2 3 4 [ 6 8
9 |10 |11 (0o |1 3 14 15 {6.17 |9
10111 |0 (1 2 |4 185 16 7 |8 |10
wio |1t (2 {3 |5 6 {718 [9.}in
o [r 12 |3 14 To 7|8 |9 [10}e

iRecuerda el lector 1o que significa P(k30°)?

Los 132 elementos de ia Tabla 3.1 ison los 132 elementos del conjunto P(k30°)! Por
tanto, como conjuntos, P(k30°) y G, son iguales.

32 |G, =P@30)

Debido a la igualdad 3.2, en la Tabla 3.1 pueden leerse las 132 horas exactas para las
cuales las manecillas del reloj determinan un 4ngulo cuya medida es un misltiplode 30°,
comprendido entre 0°y 180°. M4s adn, siendo g = (1,10,10), tenemos:
tg | t = 0(mod.12) } = P(0")
2 {tg|t= +1(mod12) } =P(30°
3 tg | t = +2(mod.12) } = P(60%)

4. {tg =+3(modI2)} = P(m0"

15




tg| t = £ 4 (mod.12) } = P(120°)
6. {ig| t = £ 5 (mod.12) } = P(150")
7. {tg]|t=s 6(mod.12)} = P(180°).
Obsérvese que de la lista anterior €l dnico conjunto que es subgrupo de G, , es el
nimero 1. (Precisamente el grupo coincidente G ).
3.3 GRUPO GENERALIZADO DEL RELOJ

Elsubgrupo <(0,1,1)> del grupo pasante _Z'ux‘iwx-z'“ es el grupo gencralizado del
rcloj y lo representamos por G, . Como conjunto, es igual a P(k6%) .

Gy = P(k6%) |. Ademds,siendo g = (0,1,1), tenemos:

L 1g | t = 0(mod.60) } = P(0®).
2 {yg]t=s t1(mod.60)} =P(6%)

3. g]ts +2(mod.60)} =P(12%)

31 tg = 30mod.60) } = P(180%)
Obsérvese que el orden de <(0,1,1)> s 660.

3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar todas las horas exactas para las cuales las manecillas del reloj determinan un
dngulo de 150°.

Solucifn

Segiin lo explicado en 1.2, basta determinar por extensi6n el conjunto P(150%) y,
segdn lo explicado en 3.2,

16

P(150%) = { ¢(1,10,10) | t = 12k + 5,12k + k€EZ*}
Recurriendo a 1a Tabla 3.1, se tiene la solucién del problema.

2. Hallar todas las horas exactas para las cuales las manecillas del reloj determinan un
dngulo de 54°.

Solucién:

Considerando .1 grupo generalizado del reloj (3.3), se tiene que
P(54°) = {t(0,1,1) | t = 60k + 9,60k + 51, k€ Z *}.

A manera de ejemplo,
111(0,1,1) = (2,1,1) = 2:01 1/11 , y,

129(0,1,1) = (2,20,8) = 2:20 8/11, son las dos horas exactas, entre las 2 y las 3, para
las cuales las manecillas del reloj determinan un 4ngulo de 54°.

3. 6A qué hora, entre las 9y las 10, las manecillas del reloj determinan un 4ngulo de
144°?

Solucién:

Considerando el conjunto P(144°) en el grupo generalizado del reloj, hallamos
(60 x 8 + 24) (0,1.1) y (60 x 8 + 36) (0,1,1), obteniendo (9,9,9) y (9,22,10),
respectivamente. Por tanto, a las 9:09 9/11 y a las 9:22 10/11 las manecillas del reloj
determinan un 4ngulo de 144°.

3.5 UN COMENTARIO FINAL

Sienel grupo pasante Zm‘ X -Z.mi XX -Z:.. , hacemos m, =m, =..=m_=m, setiene
que (2_) ‘=2
Por tanto, segin el teorema 2.5,

}’((xl KX =X M+ X, Mk M+ = (XX, X))
Porejemplo, en (i) J9((1,0,,1)) = 127 + 0(2)* + 1(2) + 1 =11 = (1011),. Ademis,
para cada entero x, 1< x < 15, x(0,0,0,1) permite representar x en base m. Por
ejemplo, 14(0,0,0,1) = (1,1,1,0). Asf, 14 = (1110),.

Lo anterior sugiere que los grupos pasantes pueden utilizarse en la representacién de
€nteros positivos.
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