Continuidad uniforme em espagos métricos

ELON LAGES LIMA®

Sejam M,N espagos métricos. Uma apiimq‘ﬁo f: M— N diz-se uniformemente continua
quando, paratodo &€ >0 dado,€possfvelachar & > 0 talque d(f(x),f(y)) < £ quaisquer
que sejam x,y €M com d(xy) < & .

E bem conhecido (v., por exemplo, [1], pag. 233) que se M ¢ compacto entio toda
aplicacio contfnua f: M +N € uniformemente contfnua. Por outro lado,se 2 €o
1) = |m-n| , entdo
2 ndo seja compacto.

espagos métricos M
contfnua?
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-alentes:




A. Toda aplicagio continua f: M+N (com valorcs num espago métrico qualquer) €
uniformemente contfnua.

B. Para todo par de subconjuntos fechados, disjuntos ¢ ndo-vazios F,GcM, afunGo
dc Urysohn p: M [0,1}, definida por

¢ (x) = d&F)[A(F) +d(xG)], xeM,

¢ uniformcmente contfnua.

C. Paratodo par de subconjuntos fechados, disjuntos c ndo-vazios F,GEM, adistancia
d(F,G) = inf{d(x,y) ; x€F, y€G}
¢ um nimero positivo.

D. Existe um subconjunto compacto KC M «tal que toda vizinhanga V 2K tem
compicmentar uniformemente discreto M-V, '

Demonstragao:
Evidentemente, A=¥B.

Paramostrarque B¥C, sejam F,GEM subconjuntos fechados, disjuntos e no-vazios.
A fung@ode Urysohn®: M+{0,1] dopar F,G sendouniformemente contfnua, podemos

achar 6 >0 talque |@(x)-9(y)|<1 sempreque xy€M 3o taisque d(xy) <4.

Ora,se x€F ¢ y€G entdo ¢(x) =0 ef(y) =1, logo |¢(X)-@(y) | = 1. Isto
quer dizer que x€F, y € G#d(xy) >§. Noutras palavras, d(F,G) 26 > 0.

Em seguida, provaremos que C3#D. Seja K o conjunto dos pontos de acumula¢@o
de M. Sabe-seque K € um subconjunto fechado de M. (Istoé um exercicio, proposto
napédgina 88de 1]). Afirmamosque K écompacto. Com efeito, se nido fosse compacto,
K conteria um subconjunto infinito enumerével F = {x,,.., X, ...} sem pontosde
acumulag@o em - K e(como K ¢é fechado) consegilentemente sem pontos de
acumulagio em M. Logo FeM é fechado. Como F<K, paracada n&N existe y, €M
talque 0<d(x,,y,) < I/n. Oconjunto G = {y, ...y, ...} também rido pode ter ponto
de acumulagio em M logo € fechado. Mas FNG = # ¢ d(F,G) = 0. Isto contradiz
C emostraque K ¢ compacto. Por definigdo de K, seu complemento M-K ¢é discreto.
Seja V umavizinhangade K em M. Afirmamosque M-V é uniformemente discreto.
Observemos que todo subconjunto de M-V éfechadoem M pois niio tem pontos de
acumulago. (Isto nio & verdade para subconjuntos de M-K). Supondo, por absurdo,
que M-V ndofosse uniformemente discreto acharfamos, paracada n €N, pontos
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X,,¥, EM-V tisque 0 <d(x,,y,) < I/n. Escolhendo sucessivamente cada par x,_,
y, no compiemento de {x,, ¥, ».. X,,¥,} como ¢é possivel fazer, obtemos fechados
disjuntos F={x, ,.,x}e G={y, ...y} em M, com d(F,G) = 0, o que contradiz
C.

Finalmente, para provar que D = A saponhamos que f: M+N n@oseja uniformemente
continua. Ent3o, paraalgum € > 0, existem seqiéncias depontos x_ ,y, em M com
limd(x ,y,) =0 e d(f(x), f(y,)) 2 € paratodo n €N.

Paratodo 4 > 0 oconjunto B(K;6) = {x€éM;d(x,K) <6} € uma vizinhanca de K.
Mostraremos que limd(x ,K) = limd(y,,K) =0. Ora, emvirtude de D, dado
6>0, existe c, o qual podemos escolherde modo que 0 <c<4/2, tal que
d(x,K) >4/2 ¢ d(y,K) > §/2 impliquem d(xy) xc. Como lim d(x ,y) =0, existe
n€N tal que n>n  implica d(x ,y) <c. Por tanto, n>n_ implicaque
ou d(x,,K) < §2 ouentdo d(y,,K) <5/2. Em qualquer caso, como sabemos que
d(x,,y,)<c,teremos d(x,,K) < e d(y,,K) < éparatodo n>n_. Isto provaque
limd(x ,K) = limd(y,,K) = 0. Agora,como K é compacto, existe, para cada neWN,
um ponto a €K talque d(x,,K) = d(x ,a). Passando a uma subsequéncia, se
necessdrio, podemos supor (ainda devido & compacidade de K) que lima = a€K.
Endlo limx =limy =a. Como d(f(x ), f(y,)) =€ paratodo n, segue-se que f tao
€ continua no ponto a. Portanto toda aplicagdo contfnua f:M+»N ¢ uniformemente
contfnua. '

Corolério 1:

Sc toda funGao real continua £: MsR ¢ uniformementce continua eatio toda aplicagio
continua f: M->N ¢ uniformementc continua.

Corolario 2:

Sc M ¢ conexo ¢ toda aplicagio continua £: M+N € uniformemente continua cntdo
M ¢ compacto.

Corolario 3:

Sc toda aplicagio continua {:M~N ¢ uniformemente continuacnt@o M 6 complcto.

O Coraldrio 1 resultadacondi¢ao B do Teoremaenquantooscoroldrios 2 e 3 decorrem
da condigao D.

A.A. Montciro ¢ M.M. Pcixoto [2] provaram a cquivalCncia cnire as condigdes AeC.
Tomando complcmentarcs, vé-se que C ¢ cquivalenic 3 afirmagiio de que toda
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coberturade M por meio de dois abertos possui um nimero de Lebesgue. (Diz-se que

§ >0 ¢ mimerode Lebesgue de uma cobertura M =UC,, quando todo subconjunto
SCM de didmetro menor do que & estd contido em algum C, da cobertura). Na
realidade, esses autores demonstraram que C (e portanto A,B e D) € equivalente A
seguinte codi¢fo, formalmente mais restritiva;

E. Toda cobertura aberta de M possui um némero de Lebesgue.

Peloque vimos, basta provarque D E. Suponhamos, por absurdo, que M =| A, seja
uma cobertura aberta sem nimero de Lebesgue. Ent3o, paracada né€N, existe um
conjunto S,C M, com didmetro menordo que 1/n, para o qual ndo existe A com
S, C A, . Escolhamos, paracada n€N, umponto x_ € S_.Paraumcerto r >0,
ponhamos V = B(K;r). Afirmamosque r pode ser escothido de tal modo que
x €M-V paracada n€ N. Do contrério, paracada i€W, existiriam y, €K ¢ x
tais que d(x, N ) < I/i. Passando a subsequéncias, se necessdrio, terfamos dlmx = lim
y,=a€k

O ponto a pertenece a algum aberto A, da cobertura. Seja € >0 tal que
B(a;2€ )< A, . Tomando i t3o grande que x_ €.B(a €)ediam S, <&, teremos
§ cB(a 2 € )cA, , uma contradigdo. Logo existe >0 tal que x_ eM-v para todo
n e N, com V = B(K;r). Como, em virtude de D, M-V ¢ uniformemente discreto,
se tomarmos n tao grande que I/n seja menor do que o § da definig3o, resultard que
S, = {x.} masent3o € claro que S_ estd contido em algum A, . Esta contradidho
final prova E.

Estanota j4 estava redigida quando tomei conhecimento de 3], onde hd umareferéncia

a M. Atsuji [4], 0 qual demosntrou a equivaléncia entre as condigBes A ¢ D do teorema
acima.
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