Induccién sobre variable continua®

ZHANG JINGZHON®*

En la enseitanza del cdlculo elemental, es muy importante la teorfa concerniente al
sistema de los niimeros reales y su continuidad. Infortunadamente, esto se convierte en
dificultad para aquellos estudiantes que no quieren llegar a ser matemdticos, pero que
tienen que leer matemdticas por otras razones. Para superar este escollo, se presenta
una proposicién interesante, la llamada induccidn continua.

Para mostrar qué cosa es la induccién continua hagamos una comparacién entre ésta
y la bien conocida induccién matem4tica.

Induccién continua:

Asume P(x) como una proposicion sobre
el real x.

Si:
(1) Existe un real x_  tal que P(x) es
verdadera para cada x < X,

(2) Si P(x) esverdadera para cada
x <y, entonces existe d > 0 talque
P(x) esverdadera para cualquier
x <y+d -
entonces P(x) es verdadera para
todo real x.

iVemos que las dos son muy parecidas!
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Induccién matemdtica:

Asume P(n) como una proposicién
sobre el naturaf n.

Si:
(1) existe un natural n_ talque P(n) es
verdadera paracada n<n,.

(2) Si P(n) es verdadera para cada
n < m, entonces P(n) es verdadera
paracada n < m+1,

entonces P(n) es verdadera para
todo natural n.
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Surgen enseguida algunas preguntas. {La induccién continuaes realmente verdadera?
£Como probarla? {Cudl es su posicion en la teorfa de los nimeros reales? (Cudl es su
utilidad?

Las tres primeras se contestan con ¢l siguiente teorema.
Teorema 1.- La induccién continua (CI) es equivalente al axioma dde Dedekind (DA).
Antes que todo repasemos el axioma de Dedekind

DA. Sielconjunto R de los reales se divide en dos subconjuntos no vacfos Ly H tales
que x <y paracada xeL ¢ yeH,entonces 6 L tiene mdximo 6 H tiene minimo.

Prueba del teorema 1.- Por reduccion al absurdo. Supongamos Cl verdaderay DA
falso y supongamos que R ha sido dividido comoen DA pero ni L tiene méximo ni
H tiene minimo.

Hagamos P(x) <=> “x€L”, verificamos ahora las dos condiciones en CI:

(1) Como L es no vacfo, existe x €L. Asf xeL paracada x < x_ por definicién de
LyH. .

(2)Si xel. paracada x <y, entonces y¢H - porque H no tiene mfnimo. Asf que
yeL yexiste porlo tanto y,€L con y, >y porque L no tiene maximo. Entonces
x€L paracada x <y, =y+ d.Porlotanto x€L para todo x real por CL Lo cual
es contradictorio porque H es no vacfo.

Probemos que DA = > CI

Nuevamente por reduccién al absurdo. Supongamos DA verdaderoy CI falso,y
asumamos que existe una proposicién P(x) tal que las condiciones (1) y (2)en Cl se
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reales para reemplazar el conocido DA.
Como aplicaciones de CI, damos enseguida una serie de ejemplos.

Ejemplo 1. Si M es un conjunto de nimeros reales no vacfo y superiormente acotado,
entonces M tiene extremao superior. - -,

Prueba: Por reduccion al absurdo. Supongamos que M no tiene extremo superior y sea

U el conjunto de todas las cotas superiores de M. Consideremos la proposicion,

P(x) <=>"x¢ U’ Entonces

(1) Como M es no vacfo, existe x, en My P(x) es verdadera para todo x <x,

(2) Si P(x) es verdadera para cada x <y, entonces y no puede ser cota superior de M
(de otro modo y serfa la minima cota superior) e.d. existe y €M talque y, >y
y de aquf que P(x) es verdadera para cada x <y, = y+d.

Tenemos que P(x) es verdadera para todo real por CI. Esto contradice el que M sea
superiormente acotado.

Ejemplo 2. Supongamos que la sucesién numérica {a} es creciente y acotada.
Entonces existe un nimero real a tal que lima_=a.

Prueba: Por contradiccién. Supongamos que no existe limite de {a } y hagamos la
proposicién P(x) <=> “{a_}n(x ,e0) # #entonces.

(1) P(x) es verdadera para x <x, <X, =a,.

(2) Si P(x) es verdadera para cada x <y, entonces

(s8}a@y,onp,

(Delocontrario lima =wed. existealgin término a >v talque P(x) esverdadera

ce la acotacién de {a }
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Jagamos la proposicién P(x) <=> (-, x)n {b} = > entonces

(1) P(x) esverdadera paracada x <X =C,
(2) Si P(x) es verdadera paracada x <y, entonces

(y.on{a} &p
(Deotromodo, a, <y ¢ y<b, paratodo 5, = [a,,b]

Por 1o tanto P(x) es verdadera para cada y < y+d = a_, aquf a_ es un término
perteneciente a (y 9.

Por CI, P(x) es verdadera para todo nimero real x. Esto es imposible.

Ejemplo 4. Si un intervalo cerrado {a,b] es recubierto por un conjunto de intervalos
abiertos U = {A, }, entonces existe un conjunto finito de intervalos

4,<U k=12,.n querecubre el intervalo a,b]

Prucba: Construimos la proposicién P(x) <=> (-&,x)n[a,b] es recubierto por un
conjunto finito de intervalos en U.

Tenemos:
(1) P(x) es verdadera paracada x <x =2

(2) Si P(x) es verdadera paracada x <y ¢ wfa,bj (Si y > b, la conclusion esperada
e nhuia) entonces existe un intervalo A = &/.@¢U talaue vei.a). Tomando
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Ejcmplo 6. Supongamos que f(x) ¢s una funcion continua sobre [a, b}.
Si f(a) <0 y f(b) >0, entonces existe ¢ en (a,b) talque f(c) = 0.

Prucba: Por reduccién al absurdo. Supongamos f(x) # 0 para cada x€[a, b].
Sea f(x) = f(a) para x<a y f(x) = f(b) para x> b. Sea P(x) la proposicién
“f(t) < 0 paracada t <x” tenemos. .

(1) P(x) es verdadera paracada x < x =4

(2) Si P(x) es verdadera paracada x < y, entonces f(y) <0 puestoque f(x) es continua.
Por lo supuesto en la reducci6n al absurdo f(y) < 0. Asf que existe d > 0 tal que
f(x) < Oparacadax (y-d ,y + d) por cotinuidad. Entonces P(x) es verdadera para
cadax <y + d. Por CI, P(x) es verdadera para todo niimero real x. Esto es contrario
a la suposicién f(b) > O cuandox > b.

Ejemplo 7. Supongamos f(x) una funcién continua sobre [a, b] entonces existe M > 0
tal queff(x)l< M para cada xe[a, b).

Prucba. Seaf(x) = f(a) cuandox < a yf(x) = f(b) cuandox > b. tomemos 1a proposicién
P(x) <=> fes acotada en el intervalo (-, x). Tenemos

(1) P(x) es verdadera para cadax <x, = Q.

(2) Supoengamos que P(x) es verdadera para cada x < y. Existe d > Otal que
JE(x)<M(y\+ 1 paracadax€(y-d ,y + d)por continuidad. Asi P(x)es verdadera para
cadax < y + d. Por CI P(x) es verdadera para cada nimero real x. Esto es lo que
queremos.

aen[a,b)]
x€(a, b].

f no tiene mdximo en [a, b},
f(x,)- Sea f(x) = f(a) cuando
yposicion P(rf <=> Existe

lasuposicion enla reduccién
xiste d > O tal que f(x) < f(y,)

f(x) < f(c,) para cada
2, 1(3)} entonces f(x) < f(c)




paracadax<y+d ed,P(x)es
verdadera

para cada paracadax <

ndimero real x . Pero esto es imposible si x >yl: d.PorCI P(x)esverdadera

Ejemplo 9. Si f(x) ¢s una fun X
continua sobre [a , b]. n continua sobre [a , b), entonces f es uniformemente

Pracba. Sea f(x) = f(a) cuando

. x<ayf(x)=f

que existe d > 0 tal y (b) parax > b. Dado€ > 0,

Haciendo la proposiaq"’gnl fx) - fx)| <€ cuando x, -x,| <d. > G, vamosaprobar

P(x) <=> “Existed_> 0
tz<x".Tenemos * mqu"(“)'f(t7)|<€“|tt"zl<d paracadat <x
. T 1 y

(1) P(x) es verdadera paracadax < x = a
, =4,
(2) Asumamos que P(x
)es verdadera
y.existed, > paracadax <y.Como f ‘ .
Pﬂfamd:];“&;ﬁiu;f(‘?';@)l <€/2cuandot€(y_d(x;z?f'}_“l‘melnelpum9
e.d. existed, > Otal iue Itl()' Ornwmmpomisind“ctlmp(y ..:1;._;.1“;.. ‘ 1[.1_.] |<E
Sead = min {42, d,} E‘tg/c.i:(tz)' <€ cuando |t, - t}< d, para H -‘..t.l :r‘_.tulnm'
cadat,, Le(-wy +d). Enton ver que |£(t,) - f(,)| <€ cuando |1 AT 42
Gvadadcnmmd'anﬁm:r:?(!)ﬁverdadempm@da y <y L ﬁl “}ll para
y+d.PorCl

>b. realx. Tenemos laconclusion que queremos ;_l.l.:’[-*n: ﬁ :

Ejempio 10. supon
- gamos f(x) funcién conti "
y £(x) = 0 para cada x€(a, b) entonces f(a)ln:;(?) [a,b]. Sifesdiferenciable en (a, b)

Pmefn. Es suficiente probar que f(x) es constante en (a, b) por continuidad
Elegimos dos puntosx, ,x,,8< X, <X, < b,ysea :
) si x€lx,,x]
fx) = f(x) six<x
f(x,) si x>x,

entonces, F(x) = Oparatodox (-w, o).
Por reducci6n al absurdo. Supongamos

If(x) - f(x)| =M >0.
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= |1(x) ,T[:\'l) Mix-x ‘)/(z‘xl’x'z')

Hagamos P(X} =

Seticne

(1) P(x) es verdadera para cada x <X

dadera paracadax <Y. Como (x) = 0, existed >0

(2) Supongamos que P(x) es ver

tal que
‘;, ) 'TU‘ = Mix -y 1 /2)5, - X, |y paraxely - d,y+d
Por nucstra hipotesis inductiva tenemos

x, - X, | para cadax’ <Y

o) - Top! < M -x4/ 3
y asi que

Vi) - Tex! s My - %120 %
Entonces parax€[y, ¥ + d) tenemos
K21x,-x,1) s Mix- x,121x, - %,

{0 - Tl < MQlx-y |+ 1y -%D
cada x <y +d.Por CIP(X) es verdadera para cada real
ndo x = X,

Asf que P(x) s verdadera para
cioncn la reduccion al absurdo cuai

. o cuat —oatradics a SUDOSH

e uno puede probar und seric de proposiciones importantes usando
dcmanera muy scmejante. Esto csintercsantey fscil de captar para

o con induccion matcmatica.

Hemos visto q
induccién continua
{os cstudiantes que han trabajad
Podcmos construir una induccion més gencral que incluye la inducci6n matematica, ia

induccion continua y Ja induccién transfinita.

Definicién. Supongamos que { = {Mj€D}.Si UM, E {1 (Paracada D,€D)

ieD
d 1

entonces podemos {lamar a Huna (amilia inductiva de conjuntos.

Veamos algunos ejemplos de familias inductivas de conjuntos como sigue:

(1Y H, = (M, : M, = {123 np.n=12 ¥
(Y H, = i{\‘l“‘:r\‘l‘ = {-o2, v}, Y&l
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3) Sea M un conjunto cualquiera. Tenemos la familia inductiva de conjuntos
Hy= {M:M = {B:B<d LeM
(4) Sea S un conjunto simpiemente ordenado. Un subconjunto P de S se denomina un
pasaje de S, si para cada tres elementos de S,x < y < z, tenemos que y€P cuando
x, z&P. Entonces para c€S fijado
H,= { P:Pecsunpasajede Syc€P

s también una familia inductiva de conjuntos. El siguiente teorema ¢s obvio.

Teorcma 2. Suponga H = {M}} una familia inductiva de conjuntos, y M el conjunto
mdximo en H. '

Si P(4) es una proposicién sobre EM, tal que
(1) Existe M, €H talque P() es verdadera para todos LM, ;

(2) Si P) es verdadera para cadage M # M, entonces existe Mg,€H, Mg @M, 1al
que F () es verdadera para cadad€Mg, ,

entonces P(«) es verdadera para cadadeM.
En el teorema anterior tendremos la induccion matemdtica cuando H = H, , la
inducci6n continua cuando H = H,, y la induccitn transfinita cuando H = H,. Porlo

tanto hay tres inducciones que estdn integradas bajo una misma forma.

(NOTA: no conocemos otro uso del principio general inductivo distinto a los tres
anteriores).
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