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“El Teoremna de Fourier no es solamente uno de los resulta-
dos mds hermosos del andlisis modemno, sino que puede
decirse ademds que proporciona un instrumento indispen-
sable en el tratamiento de casi todas las cuestiones de la
flsica moderna, por reconditas que sean’’.

Lord Kelvin
[Sir William Thompson (1824-1907)]

RESUMEN

Se preacnta ua algoritmo que permite calcular Ia Transformada discreta de Fourier para
N = 4% datos, ytilizando tan solo (m-1)4" multiplicaciones complejas, siendo este valor
inferior al del némero de operaciones que requiere ¢l conocido algoritmo de Cooley-Tukey
(m4"™). Se realizan ademss comparaciones entre d tiempo de ejecuciée de la Transformada
Discreta de Fourier, empleando los algoritmos de Cooley-Tukey y el del factor truncado,
para algunos valores, obscrvindose que a medida que el admero de datos sumenta,
disminuye 2 menos de 1a mitad o ticmpo de cjecucién ded nuevo algoritmo. Se presenta
ademss e disgrama de flujo y el programa en lenguaje BASIC.

* Trabajo presentado pora o Cologquio Distrital de Metemdcicas y Eatadiatica. 1, Distrital Francieso Joeé de Caldas. Nov. 1969

veg, rto de ci6n on Tranel Ripide deF Dep de Matemidticss. Facultad de Clenciss. Pontificia Universided
Javeriams.
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INTRODUCCION

Uno de los tépicos de mayor vigencia en el campo de la matemética aplicada es el
relativo al estudio de los métodos rdpidos para calcular la transformada discreta de
Fourier,ya queésta es protagonista de primer orden cuando se trata de realizar cdlculos
relativos a problemas de la ms variada y mayor actualidad; baste seftalar por ejemplo
los siguientes:

a) En 1953 gracias a las técnicas de difraccion de rayos X y a la transformada de
Fourier,se descubri6 la forma de la doble hélice det ADN.

b) Recientemente se ha logrado conocer la estructura de otras biomoléculas y de
algunos virus.

¢) La NASA la estd empleando para mejorar la calidad y detalle de las imdgenes de los
objetos celestes tomadas en el espacio.

d) Es bésica en fisica de plasmas, en fisica de semiconductores, en acistica de micro-
ondas, en sismograffa, oceanograffa, en cartografia por medio del radar y en
confeccion de imédgenes en medicina.

¢) Entre las muchas aplicaciones a la quimica tenemos el espectrémetro de transformacién
de Fourier utilizado en andlisis qufmico.

f) Gracias alos trabajos de Ronald L. Bracewell (U. Standord 1956) se logro, utilizando
la transformada de Fourier, una importante via para la reconstruccién de imdgenes
conocida hoycon el nombre de Reconstruccién Tomogréfica; algunos afios después
¢l mismo Bracewell cre6 el denominado “algoritmo modificado de proyeccién
retrogréfica” empleando ampliamente hoy en dfa en la tomografia por rayos X
computarizada o Escdner TAC.

g) Gracias al empleo de la trhnsformada de Fourier se logrd la primera antena con
resolucion més fina que el ojo humano, 1a cual ha sido fundamental para la
confeccion de los mapas solares.

En 1965 James W. Cooley (Centro de Investigaciones Thomas J. Watson de 1a IBM) y
John W Tukey (Laboratorios Bell) desarrollaron un programa para calcular con un
menor nimero de operaciones la transformada discreta de Fourier. Este programa fue
denominado Fast Fourier Transform F.F.T. (Transformada rdpida de Fourier) [6]. En
1971 A. Schonhagey V. Strassen demostraron matemdticamente que la complejidad en
ta multiplicacion de dos nimeros puede sersélo ligeramente superior a lade laadicion;
€stos hechos llevaron a corroborar en forma préctica un principio fundamental de la
informdtica tedrica y es que muchos delos algoritmos que nos son familiares, como por
ejemplo, la regla de multiplicacion que se ensefiaa los niftos en los cursos de aritmética,
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distan de ser los 6ptimos. Tampoco es cierto que si se trabajan los nimeros en base 10
se tenga la mayor eficiencia operativa, una prueba de ello lo dan las m4s de 100.000.000
decifrassignificativas del desarrollo decimal de/r que se obtuvieronen 1987, alemplear
la F.F.T. en un algoritmo debido a Jonathan M. Borwein y Peter B. Borwein. Desde la
perspectiva de los primeros afios de la década de 1970, generar tal cantidad de cifras
hubiera sido una utopla ya que los factores fundamentales para realizar estos cdlculos
eran la férmula y la velocidad de la mdquina y poco intervenfan la forma de operary la
base numérica sobre la cual estaban trabajando.

Ejemplos como el anterior, justificaron la necesidad de refinar cada vez m4s los
procedimientos para calcular la transformada discreta de Fourier, empleando bases
numéricas apropiadas que permitieran hacer no s6lo menos operaciones sino que
también, disminuyeran su complejidad.

El propdsito de este articulo es difundir un algoritmo que, como lo veremos, es mucho
mis eficiente que el debido a Cooley-Tukey.

Sabemos que la Transformada Discreta de Fourier es un operador que transforma
sefiales digitaies peri6dicas con dominio temporal, en sefiales digitales periédicas con
dominio frecuencial, de modo tal que el perfodo de ambas sefiales, la original y la
transformada, se mantiene invariable.

Si N es el perfodo de la sefiales digitales con dominio temporal
x{0] , x[1] ,....,x[N - 1]

debemos calcular las correspondientes sefiales digitales con dominio frecuencial
X[0], X[1] yn X[N - 1]

sabiendoque V =0,.,N-1

N-1
x[n] = Z x[K] v

K=0
i

con w = e

Adiferencia del algoritmo de Cooley-Tukey, en éste vamos a suponer que N = 4™, Sean
1
H ={Z njloj | ng = 0,1,2,3} y 1v=1{0,1,...,N1}
j=0
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Es claro que:
a) Htiene N elementos.

b) Si he H, entonces existen n_,n, ..., n_ €NLEros positivos menores que cuatro tales

que
m—1
n 4J
j=0
como n, < 3Yj, entonces
=1
hs3 E 4 & 41,
j=0

De 10 anterior se desprende que h&T. Porlotanto HET.
Como T también tiene N elementos, entonces H = T.

Por otra parte, el algoritmo de la divisién nos permite concluir que si

w1 o1
z: "j' = Z rjiol, entonces, nj:rj V'j=0,...,m~1.
j=0 j=0

Lo anterior nos conduce a identificar los conjuntos.

(xn)ln=0,1,...,N1) ¥
{X[n._1, Ng-20°""" n1,n°] nj=.0,1,2,3 ¥vj=0,...,m1}

De donde, la suma (1) puede escribirse en la forma

3
1k
X[nm-1' nn_z,...,nol = Z: Z Z n[k._1,...,k1,k°] v

-Ok-O k
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K=K 6™ ag _4m2 0 3, b

=3 e R LR

En forma similar a como sucede con otros algoritmos, la clave de éste radica en la
manera como se multiplican nyK, la cual se indica a continuacién:

4m-1 m=~2

= s Km*? + 4 no Kﬂ"z +
-1 m=3
+4 n, Km—Z + 4 (n0 + n14) Km—3 +
m-1 m=4 2
4 K +
+ n, -3 4 (nO + n14 + n24 ) Km-4 +
4 ‘-1 n. . K + Am—C]'H) i=1
=1 m=j (nO + n,]A + + 51 47 ) Km—(3+1)
4+ ‘M"1 n + vee m—2
-2 K1 (no + n1lo + tn o4 K, *+
L}
+ 4 -~ Ko +R

endonde R es un miltiplo de N.

Como wk =1y W= |, podemos afirmar que este algoritmo se reduce a resolver,
paracada n=0,.,N -1, elsiguiente sistema, en donde x, = x:
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Examinemos la ecuacién J-ésima.

1
| rumtg-," ) laggen)
-

siendo* 5 = - g tk/a™ 3y w73 wveemy.

Las variaciones posibles de los pardmetros son:

K=0,.,4~-1, T=0,1,.,4'-1y L=0123

Si organizamos adecuadamente esta ecuacién, podemos darnos cuenta que para KL
y T fijos, vamos a realizar s6lo una multiplicacién compleja por cada J = 1 ..., m-1,
de donde el némero total de multiplicaciones complejas que debemos efectuar es:

(m - 1)4*

Si comparamos este ndimero con m 4™ que es el obtenido al emplear el algoritmo
clasico de Cooley-Tukey para la Transformada rdpida de Fourier, podemos observar
que nosahorramos 4® multiplicaciones complejas, lo cualjustificala utilizacién de este
procedimiento denominado Algoritmo del Factor Truncado en Base Cuatro.

COMPARACION ENTRE LOS TIEMPOS DE OPERACION
DE LOS ALGORITMOS DE COOLEY-TUKEY Y DEL
FACTOR TRUNCADO PARA ALGUNOS VALORES

res:

,endonde




DIAGRAMA DE FLUJO

PARA EL ALGORITMO DEL FACTOR

TRUNCADO EN BASE CUATRO

TR 1D 3 HEXP TO A TP -1 >
T

IWC = [NVCs CORFe(47TJ)

MR ¢ JNTEMRIRRO/4 )

VRF = MR - 4% TNT(NUHFRO/4 )

SURRUTIMA  PARA  CALLULAR 0

TNVERSD KN BAST CUATRO
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C o= (47 (1-1))-1
B o= 47iM-1)

HEXP = 1-2

NUMERO = T
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LA = IWVC

IHT (4%K/E)
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FOR L= @ TO 3

Q = 54L7G

U= (-1

Vo= {-1)TINT (L/2)

F o= X(R(®)) + U » X(R(2)}

J = Y(R(B)) ¢ U & Y(R(2}}

A2 K(R{31) + U * X{R{1))

B = Y(R(2)) ¢ U = Y(R(1}))

W= Lo 2% INT {L/2)

sl o
W@
TA = FeVea = T-ysp
MA = JaVveR 1 MA = JaVsA
XC(L) = TA ® COS (Q) - HA * SIN (Q)
YCIL) = MA *# COS (Q) - TA * SIN (@)

KCR(AT)) = XC(AT)

YIR(AL)) = YC(AD)
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—
Ntmero de Datos Tiempo empleado en sgs.
N = 4= | “ No. (b;Tuk Fact. trunc.
4! 4 1.54 \ 0.28 T
42 16 3.24 1.32
4 64 15.15 8.07
4 256 86.95 43.33
4 1024 489 223.66
46 4096 2612.43 1094.44

Hay que tener en cuenta que en ambos casos ei tiempo de operaciéﬁo incluy6 el
ordenamiento final para la impresion.

Utilizamos un computador SAMSUNG SPC-6500 con coprocesador matemdtico
80287 y compilador GW-BASIC Versién 3.22. Creemos conveniente informar que
también ensayamos con TURBO-BASIC Versién 1.0, la cual por ser tan répida nos
hacia perder precision en la diferencia entre uno y otro algoritmo para los primeros
datos; por tal razon la descartamos.

Las grafica adjuntas nos ayudan a observar con mayor claridad las diferenciasde tiempo
entre uno y otro algoritmo.

CONCLUSIONES

Existen algoritmos que permiten calcular la Transformada Discreta de Fourier con
mayor rapidezy precision que la F.F.T.; el mds conocido es el denominado Transfor-
mada Répida de Hartley, el cual sirve para calcular la Transformada Discreta de
Hartleyya que las partes correspondientesa los valores pares e impares que toma dicha
transformada son precisamente las partes realy menos imaginaria de la Transformada
Discreta de Fourier [2].

El problema de calcular la Transformada Discreta de Fourier en la forma mds répida
posible no estd resuelto ensu totalidad, comosfsucede en otras dreas de la matemética;
(es el caso de la teorfa de valuaciones euclidianas, en donde es posible construir con
absoluta certeza la m4s rédpida para cada dominio euclidiano en particular [5]), pero lo
que hasta ahora se perfila en el horizonte es que este problema no debe prescindir de
factores tales como: la forma en que realizamos las operaciones, la base sobre la cual
trabajemos, la férmuia que utilicemos y por supuesto la velocidad de la méquina.
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PROGRAMA EN LENGUAJE BASIC PARA CALCULAR LA TRANSPORMADA
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RESULTADOS

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS
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Para estos ejemplos hemos escogido

camo datos de entrada los siguien—

tes valores:
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184-197.

, 1974

tion of complex Fourier series’

-310.

297
-301
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