Revista INTEGRACION
Departamento de Mateméticas UIS
Vol. 8 No. 2, julio-diciembre 1990

TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS
EN RN EN PUNTOS CONDICIONADOS

Luis Ennique Rulz Henndndez*

Resumen. Dados a > 0, B > 0, a+8 = 1, si 5:12"*: es
un campo escalar diferenciable tal que

§(b)-§(a) = (b-a)V§(oa +B8b)

para todo @&,b = R", a; < by, se demuestra que § es un poli-
nomio en N variables de grado dos si @ = %. De lo contrario
§ es una forma lineal en n variables.

INTRODUCCION, En [1] (pp-121-131) resolvi el anilogo genera-
lizado en el Teorema del Valor Medio para Integrales Mdlti-
ples del siguiente problema propuesto y resuelto por el Doc-
tor Yu Takeuchi (Universidad Nacional de Colombia) en wuna

conferencia [2] que dicté en esta Universidad (septiembre -
1877):

Dados @ > 0, B > 0, a+B8 = 1, si §:R +R es derivable y § sa-
tisface la condicién

() $(0)-8(8) - g1 (aasgh),

b-a

* Profesor Titular, Departamento de Matemiticas, Universidad Pedagé-
ca y Teenoldgica de Colombia, Duitama. Boyacd.
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para todo a,b =R, a<b, ;cémo es {?

Usando propiedades de las funciones aditivas el profe-
sor Takeuchi demostrS que § es de la forma

L (0) e 24 (0)x+£(0) , si o =k,
(2) §(x) =
§' (0)x+4(0) , si adly

para todo x = R, donde {(0), §'(0) y §"(0) son constantes rea-
" les arbitrarias.

Ahora mi propdsito aqui es generalizar y resolver es-
te problema para derivadas en R": si {:R" » R tiene una di-
ferencial en cada punto de R" y si § satisface la propiedad

(3) §(b)-4(a) = (b-a)V{(aa +8b),
para todo a = (a],...,an), b = (b1""’bn) en RF, a, < b{,
L= 1,...,n. jcbmo -es §7

En adelante o y B denotardn reales positivos tales que
a+B = 1; e, = | L ECPR ) 1 e, = EQsMs0ice 50 poss sl = E5a
..,0,1) son los vectores coordenados unitarios en R", los de-
mds vectores serdn denotados en negrilla mindscula y su {-6si-
ma componente por la misma no en negrilla con subindice <,
asi x = (11,4_.,x

eraty), &= (“1""’“L""’“n3 son vecto-

res en R™. Hacemos I = {0,1,2}, In =i (il s ok

LEMA 1. si 5:1‘rt + R tiene una diferenciable en cada punto de
n
R

cada h > 1, { tiene sus n° derivadas parciales de orden k con-

(r > 2) y si § satisface la propiedad (3) entonces para
tinuas en todo R".
Demostracién. De -3 <a y la propiedad (3) obtenemos
X+ )= b & .
§( MJ) 5(‘ 811)

[(x*uzjl-tx-ﬂzj}]-V&[u(x-ﬂej)*e(x*utj)].
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o bien
4) Diﬁ(x) = ({x+a¢j)vﬁ(xvsaj), £ =0 50 5

para todo x = R". De (4) y la diferenciabilidad de § encon-
tramos que { tiene sus n! derivadas parciales de orden 1 con-
tinuas en todo R™. Supongamos que § tiene sus nt derivadas
parciales de orden 4 continuas en R" para todo 1 ¢ £ < &, y
sea (i,,....ih) cualquier R-pla de 1,. De este modo de (4) y
por hipdtesis de induccién

Dipf(x) = f(xrae;,)-4(x-Begy)
Di, iy ip-1Pipf(x)) = D, g SQrree )00, gy L 4(x-Beg,)

asi DL],u.,LkK(l] existe y es continua en todo R" para toda
k-pla (ily.qih) de I,. Concluimos que § tiene sus nh deriva-
das parciales de orden k continuas en R", para cada k > 1.

LEMA 2. Si {:R" ~ R tiene una diferencial en cada punto de
Rt
cada Xy = P y cada (zz,...,x“) =R las funciones
§10xq5 ):’R"['l >Ry §5 (X0 e JER + R

(n > 2) y si { satisface la propiedad (3) entonces para
n=1

§1(xqiCdgr sy d) = $0x0.05,-008,) o ¥
(5)
§0xg, e oix 5yq) = 6001, %, 000 0x )

son diferenciales en Rn'l v R, respectivamente, y satisfacen

la propiedad (3).
Demostracidén. Por el Lema 1 y las relaciones

(6] DJ;£|(11:[92,---.5'”)) = U!+16(11.b‘2.--~,yn) PR S O L

8
1
§20x0, o aX38y) = Peflyq,%0,.00,%,),
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las derivadas U;‘“I[zﬁ ) i R S S I 62(12,...,14; 3

=} y R, por tanto 5‘(x.l; ) vy
n-1

existen y son continuas en R
62(12,,..,xn; ) son diferenciables en R
(3) de § y (6) nos da

y R. La propiedad

b B Dhgasics s b)Y~ 08 0 0o 52D
= 6(11,b2,...,bn) -5[11,a2...,,a)

n

= [(x15655 000 - (xq5 250 ,2, )] T4 [alxy 05, 2 B (Xq, by, - 5]

(o, bz-az, s ,bn—an) -Vﬁ(x! ,m2+ﬂb2, iew ,mzn*abn)

n-1
i J-Z:cbf+1-a{+1]uj+1“l1"mzﬂgbZ"“ 'mn+8ﬁn)

e
(P10 7a )P 6 (xyinleg, o020 08 0y, 00,0)

= [(by,ems8)-(g,0- 2, ) IV (xq500a, - 2, 1B by, o800,

para todo a; ¢ b&.., £=2,...,n. Es sencillo mostrar que
62(12,...,:1"; ) también satisface (3)}.

*

OBSERVACION 1, Si 5:R" + R tiene sus vth (k > 1) derivadas par-
ciales de orden k continuasen todo R" entonces

DL],.A.,.(',EES(’*) =0 Jﬁ(x).

‘Ep(i)"""{'p(k

para todo x eR", toda k-pla (4;,...,4,) de In y toda permuta
cisén p de I,. De aqui la siguiente

DEFINICION 1. Si para cada (&;,...,4,) < I", S s
{k = I" t‘.k. # 0% ¥y §:R" + R tiene sus n° derivadas parciales
de orden k continuas en R para k > 1, entonces

(G) SsisS=HL,...,4p =1, ¥ |s| = k se define
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Dog(x) = D, §(x).

Lyjeee,dp

(ii) Si 8 = ¢ se definen

D,4(x) = §(x),

I €3 =0, TTx, =0

i€9 i<
(iii)
el §(x) , st . .=
3&‘ ...u_nls(x) B = ) R T
= = = A ~tL
I I | et T R
i Ly 2= = piyi
ax, ! athH-P SRR
1 n-p
OBSERVACION 2. Si (Lqy,...,4,) = I" y 0 ¢ 4;+...+(, € 2 enton-
ces ISI_],...,L’!'\ € 22 S‘LT"""'n = {p} implica .L'P =1 4§
i'p L T Sii.---.&'n = {p,q}, p # q implica Lp = Lq =1, y si
L= Al ot e 1" i g Lyt aiy < 2]
entonces
I, = s f)) = 2 [ Sgy, iy =0) = L (0,..,0)),
Ty = Ll edy) €L IS4, 0,0, =RY, 4, = 1}
= F005 0] 05 150500590 pames w103
3 ! »
fz = {{&1,.,.,4’:) =z |SL-1'.‘“_,J:".={P}. i'p = 2}
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{0250, om0 00g (052500 ooimo )y ncninia 0 pionis 502203

~
w
[

=g, ) = T ]54;1,..,4,,‘ {p,e}, p# q, azp-:;qxn

= {4, -04) =1 | (44, = ,4,) tiene exactamente dos compo-

nentes = 1 y las demds = 0}

= {(1,1,0,..-,0),01,0,1,0,...,0) ;4.5 (0,...,0,1,1) }

3
£ U 2y Ty, =0 sia #2
2=

7

" a o= {(Ly,00,4,) = 17|38 4beiind, € 20,

n

y la definicidén 1,(iii), se reduce en este caso a

:
LI (ST Ciqre-sd) €2, , £=0,1,2

L1, +L T *
ey A M) ) ax,
xS, e 2
1 n A%4(x) : F :
axpalq » SE (41,..,Ln)213

LEMA 3. Sin3» 2y

i Ay
(9) 3 e Sl T gl
(dyae- i) €12 S

para todo Xxp > 0, donde los a; son constantes reales,

1e-Ln
entonces

Aiq,..,4y =0 para todo (4q,..,4,) = -2
Demostracién. Asumiendo [';) = 0 para £ < f si (£q,...,4,) #
(ys--54,) estan en I 0y Lybogetily B JyFooFi, = W oen-
tonces & < j, para algln k oy
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(-G (2)-o
\i1 fk) 2t
Notando que

d—df(x‘:J = J"("T')xi'"J , para todo x > 0, § » 0,
x .

m. L L ; . 0. A
2 (x];i}= v it ] SE “n 1‘-1 i1 xl.n T
Jpzeendye Fod ceex ;
3)'ll
para todo %, > 0, calculando e £ ambos miembros
- 1
de (9) obtenemos dxql. A%y
e : ‘:1\’ <n Ly=f1 I:Vl-jri.
na‘:ln' Lty dy !1}" J:u 1 --.Zﬂ
[ PR 4 [

£ __4,(_’1 =m

E e o < A n\ 4y-fy <o in
+ a; FOCT CLORRE PN S (P v
G et g VR n Ny I 4

1 yeers Ay

Gyretd, #m

gl I

<1 in\ Ai-§ i
+ E &7 _&-..f'!..-j‘.(,\---(.)HIjl...x"“:o
Clypom 4 €T 05170\ Gy ) i n

S
Aypeatd Fom

dqteeedyt (10)

para todo x = R", x, >0, R=1,...,n y toda (1'1,...,_{")51"'\'1’
tal que j1+...+jn = m. En particular si m = 2n y (421,...,42“)
=1", 3 ¢ 43%...+4, < 2n-1 entonces £, < j, para algin

ke 1,y [j";] = 0 y toda™sumatoria es cero en (10) quedando

a

- . n - .
11"'jn = 0 ,- para toda (11,...,_[“)-‘ Toy foreaati, = .
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Para 0 < k < 2n-3 supongamos que o S 0 para todo
0 € h < ky toda (Lyyeeeydy) = 1" tal que .('..|+._.+-Cn = 2n-h.
Se sigue de (10)
e
@ ]

f i Ty By e sody

= 4y AN vty dpEdy
o a; e TR R s ko I o
(zl,i- FET O L <j1‘ 2 n

364, +om 420 (RH1)

k=1

. 3 4 {0\ 4,5 L=
* E ; E M L e P ) (S (i x"‘ ekt
].HJ(-L“.-,.L,[)QI n !1 4y L

(q# { =2n-
Lit.atd =2n-h

4 4 L= L =if
+ a; foisif bl o il face e B nin
¢ i i )EI" Lok 11 Ip <j1 F II x,
e yly

3L+t dys2n- (k1)

Para todo x e R", X, >0, L= 1,00 y toda (f,...,0)< i
tal que j,+...+j, = 2Znr-k. Pero entonces (dgseeopdy) & LT
3¢ L1r... %4, € 2n-(k+1) implican £y <jp para algin p = 1",

¥ [;‘;’] = 0 y toda'’sumatoria es cero en (11) quedando

(12) a—ﬁ"'jn =0 para toda (j1,...,jnJ =1 j1+...+jn = 2n-k,

cincluyendo por induccién que (12) se cumple para todo
R = 05 550,23

TEOREMA 1. si ﬁ:R" + R tiene una diferencial en cada punto
de R" (n » 1) y si § satisface la propiedad (3) entonces,
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Y PO 2 . ] g e, w a-h
ke1 3% Sely ieS
§eo = Isls2
n
hZT aa:(::) X, + §00) , si ofk

Ademds § satisface (3) para todo a,b = R".

Demostracién. Seglin (1) y (2) el Teorema 1 se cumple para

n = 1. Para n arbitrario pero fijo >2 supongamos Z:R" - R
satisfaciendo las hipétesis del Teorema 1 y, bajo las mismas
hipétesis, que todc campo escalar F:Rl + R, 15 & < n satis-
face las relaciones

Ly Fratd 2 :
- L _3'_1'.___._,)~£F(a x:‘...xq‘, sia=Y
(0 s 0T BB | it £
F(x) =
aFD)zk+F(0) , Si aél
k=1 X

para todo x = Rz. Por el Lema 2 para cada Xy = R y cada
(X3,000,%,) = R 1ag campos escalares f,(x; ):Rﬂ_‘I e 25 )
§2(x5,...,%,;5 J:R + R definidos en (5) satisfacen las hips-

tesis del Teorema 1.

I. Sea o = %

Por (1) y (2)

2 > =
§X) = §y(kgneeeitgity) = ) 2o fo ) Ctgenerst 00K
dis 17

. 1oy

L= Gt axd

L1
(0,%5,... ,xﬂ):c1 , para todo x; <R,

de donde
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L2 o ¥d, 2 Liteatd, .
n n
3 x) 2 1 3 © <1
g = e Xy yoate oy KLY E
L2 An g Ayl Ly Vot i Al e T
sz X £,=0 "1 ax1 ...an

para todo x « R". En particular
Lyt e+l 2 Lyt st d

g(xvo,...,o) 5l Mﬂxf‘
n -

ax’gz axﬁ £1=0

para todo x; = R. De esta expresidn y la hipétesis de induc-
cidén

§(x) = §,0xq5 (20,0002

n
2 2 Lat . L, X ;
w s ) 1T M ga0) 42 4y
) ) e 2 7 e
;=0 4,70 -(.2. mdpe 31(;2‘. .Bx:“ n
2 2 P . )
- 5 e .3 1 05,0, -, 0) X2 “h
. L L2 Ay &
£2=0 axz ECE

2 LiFoa+d 2 5 .
} ! 5 ' i (0) £y 2 ‘n
— L SR xxptex

=0 4= 2 £320°1" ax';‘l n.ax:" e
PR A .
~ 1 ot 1CARN
A 2 N R S £
(£y 5024, )€l <1 “n sxpl.. 3!
Lyt et : £,
- 1 ! "5(0) x‘—=...xn"

5 " POy L £ A

(Ll,...,x_njsz = “n Bxf...ax;‘
1 Lyt ek g A

= T "§(0) x':‘...x&“ . (13)
€8, s s JE L 9K TN n

Para todo x = R" y (13) se cumple para todo n > 1. Entonces

2 2 i Lo+t L Ly
) 2dp 2t T Mgge) XXy
Slphlu) = sl et e e
44=0 Ly=0 "177T7m’ 'ﬁx.t ca X &R
[ (PRRR 8
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(x-0)94(% 0+% x)
Pt

ujn

204y +. - ¥hy) 8

Do gymo ZOTTp gt axta
¥, por la propiedad (3) impuesta a {

§(x)-4(0)-(x-0)V§(% 0 +} %)

xn
n

6(0) X:d .o .X.L

n
n ?

Y, Lytatd . .
- Y ST Romrer) 3T gy A e
. & , & Exteaetiy ; s <y Ly 3 kA
Ao L0 2% PPN | oL
Ly F el { C . 1
L S G O el 1C) WU S
x 4 Liteatin - o : < An T ===
(4ps o ,»{.HJCI 2 At ! At A
P i 1O R
¥ g . . % AN
Bl pr o JEIE BT G E e, g
2 g vt ai“'"“"ﬁ(ﬂ) R 0
= - G T 3 sesX =
(4,,2.,%&1“»1 e WO T

para todo x = R , X, > 0,

a
"

- s gl

ja

L1#eue L,
n (0

y, dado que 2™ = om
sGlo se cumple param =1 & m = Z. Por tanto el Lema 3 arro-

L,._.__J_)=u , para todo (£1,._.,.CA)EI"'\-I,

& iy
3x11 ...axn

que junte con (7) y (8) reduce (13) a
3

Lyt e FL 7 n
§(x) = 7 |‘l F 1 <2 i— L"d(o)x¢;...xtn
20 (el Dok, o i g TR
§ 240 T 4.2k 2
34(0 3 0
= §(0) + X, + S x
e T
2
¥ 2 {0y T K
{p,q)el, 3%,3%, P 4
pta

(14)




- 2 ——fg—l § 580 TTx
1) ] * v 0
- sgzr,; s ]hD;x" szu At )J;!'th
Is]=1 Isl=2

o PE (0) 22+ ] 05600) Tx,
k=1 axh = keS
|s|<z2

para todo x = 1.

Sean a y b arbitrarios en 3 g ¥
4:((h§a)cr1h<k} F=is|lss1 vy ls| =2},

w _j(L(bb~aa)

Pq
axpaxq

Entonces las relacicnes

n
AUATY = U fRIx(I ~ (RD), W, = W (Lema 1),
he1

Pq qp
oo | (Po) = A3 = (W, | {p,e} = F},

implican
n

L1 W =1 W, seens W
p=1 qelipr P4 {QEI"’\-{‘I} e qel niny ™Y

=

W1 H o rerait w
(1, Qe(x(T,p01)) 74 (n,)elnlx(T nin}) ™9

E ! o
(pa)e [ (x(Tti) P8
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=l E w * 2 w =1 w + w
{(P.QJEA P2 (p,0eh” P"’} {(p?qm i (pgcuex‘ ‘?'P}

=y E w + 2 w = { w oo+ 2 W (1s)
{(p,q)EA PR frples BP } (der P p,qe? P

Derivando en ambos miembros de (14),

Mo, 2o, . ) ke,
vﬁ(x) ax; P qelnm{p)axpalq 2

. _340) , 3%4(0) %pth
0,40’ (asb)) —g-ﬁp—*—air—f’?’?—

by ) 24O (o,
qel,nip} %%

U e g s o S o
(60,0 (@b = 3 (o0 v THE (-
2]

3 _a%(0)
+ 5 (a +b J(b -a
QEIH’Z{P} 3x qu P)

vy asi de acuerdo a (15).
(b-a)V§Ce (arb)) = 2 —ﬁﬂ—(a pap) E L (b2-al)
P

n

2%4(0) ]
T ea qel,nipd XpP%q {(agbpmapby) + Bpbgragey)d

n n 2
34(0) ¥ 37400 Z 2
pL ax.p (bF aP) * kpZ; _a%l (bP aP)

n
+ %) -
35 pzl - 'Z{p} 3%, (f: b aa )
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n n
e I 34(0) (p - . a%4(0) g2

T p ap) + pz}—‘iz—axp ( P
—‘Tl (byby-aa,) = §(b)-§(a)

{P q}cI
P fa

II. Sea a # %

Por (1) y (2)
1
§(x) = 52[12,._, x,3%q) = f2(%5my n,O)x *52(12'“" x,:0)

_ 3
= _BJJ-S(T (0,12,--,)(”}11 +£(0’12""'an’ para tedo X< R.

Consecuentemente
afq(o
§0x1,0,00,0) = W 2 v g0y, y ‘

ag) _ a%4(o, X35+ +s%n) 3
Jﬁ:— X +§E-l;(0,x

3xy3x, 2seeeaX),

para todo x = R", k = 2,...,n y, en particular

L0 = (a) L 3400 x‘

3 =
o, (x4,0,... x9%, Xy 3%, 1 ER, B=2,...,n

De aqui y por hipdtesis de induccién sobre 81

n
B0 = 610ty (xgrer)) = EZL(:}L;—O)-X&HS,(I};H]
n

L
szZ {E._ﬁﬂl ¥ .EﬁL‘D_} xk,.gs&;@_ x, +4(0)

ox axh 1 ax&

axh (11,0,..‘,0)xk+5(:{.1,0,...,0)

n
% 2 ax]azh % L HE g0, (18)

para todo x sRn, y (16) se cumple para tode n > 2., Asi

n
2

_ (0 0 =
0,4(c0 + Bx) = Bx 1375‘31' —gg-h-l, k=2,....n

n
= ﬁ(OJ 34(0)
(x-0)7§(cl +8x) = 28x, kz W%, R b.zﬂ 3, kR

y por la propiedad (3) impuesta a §

§(x) -§(0) - (x- O)Vé(ﬁﬂ +8x)

8 ZE:”‘1 2 ax ax *p T 0 .
para todo x<= R", x, >0, k=1T,...,n; y dado que 8 # % enton-
ces
3740 = =
2 T::J'gx_)xk 0 , para todoxk>0, Bim Tyt
R=2 S
2

y calculando '3_3?5 en ambos miembros aparece g—x-%%% =0,
k =2,...,n, reduciendo (16) a

n
§0) = h; F 0,

para todo x = R™. En este caso es sencillo ver que § satis-
face la propiedad (3) para todo a,b=R".
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