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Un modelo topolégico
para la reaccién quimica*

ANDRES VILLAVECES N **

1. EL PROBLEMA QUIMICO

1.1 Introduccién

node los mayores logros en la historia de 1a fisica se considera la postulacién

por Newton de sus llamadas “leyes fundamentales”, que rigen el compor-

tamiento de la naturaleza en cierto marco bien establecido. Similarmente,
hace 200 afios, en 1789, el qufmico francés Lavoisier realiz6 una inmensa tarea:
compacto en ciertas leyes bésicas fundamentales la multitud de datos experimentales
recogidos por los “qufmicos” que lo precedieron, logrando para esa disciplina el paso,
deserunaciencia completamente natural (s extraian compuestos de los minerales, las
rocas.... y se clasificaban segin sus diferentes propiedades) a ser una ciencia en el
sentido pleno de la palabra, con poder predictivo, y con estructura tal que suscitara y
resolviera problemas especificos intrinsecos y extrinsecos a ésta. Torpe redundancia es
mencionarlainfluencia sobre nuestra viday sobre el mundo, de los trabajosque iniciara
Lavoisier, al abrirnos los ojos amecanismos tan importantes como una oxidacién de los
compuestos elementales, una reduccién de éstos, o el apareamiento de los opuestos
4cido-base en el compuesto llamado “sal”,

A pesar dela fuerza de tales construcciones, y de los logros que siguen ain generando,
existe desde los albores de su concepcién un problema, el fundamental, adn par-
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cialmente abierto: el quimico habla de reactivos que a lo largo de cierto proceso (la
reaccién) se transforman en ciertos productos de éste, hechos todos en cierta medida
entendidos por experiencia, mds adn no ensu aspecto més fundamental. A lalarga, todo
estudio quimico se remite al entendimiento de la estroctura (*) de los compuestos
(reactivos o productos, por ejemplo) y de! fenémeno que ocurre al tener lugar la
reaccion (**). De hecho, para ciertos problemas de cardcter prictico en la qufmica, se
ha hecho evideate en los dltimos afios que, sin la posesién de un modelo que explique
en la forma ma4s general posible los hechos que subyacen las reacciones, o las estructu-
ras quimicas, su solucion es exageradamente local y dificil de encontrar.

Un ejemplo de estos hechos, de recurrente aparicin en los ditimos afios, es €l uso de
métodos de 1a qufmica tedrica con matematizaciones heredadas de la fisica cudntica, en
la construccién de medicamentos con determinadas propiedades por parte de los
farmacdlogos (farmacologfa cudntica). Bisquedas que con matematizaciones clasicas
(elementales) hubieran tardado bastante y requerido el uso prolongado (muy costoso)
de equipos de laboratorio, fueron realizadas con éxito usando métodos de la fisica y
quimica cudntica, y por medio de cdlculo con computadores, con la consiguiente
disminucién de costos y tiempo de trabajo. Y sobre todo, con la obtenci6n de patrones
mucho més generales, razén suficiente para motivar nuestro gusto matem4tico por las
investigaciones y generalizaciones tedricas.

Resulta, sin embargo, que el uso de los métodos desarrollados en la qufmica cudntica
es cada vez mds complicado, dada la creciente complejidad de los cdlculos y la carencia
parcial de modelos que respondan mds fielmente a esos dos hechos qufmicos funda-
mentales: estructura y mecanismo de reaccién. Los conceptos de vecindad, aumento
continuo de energfa, equivalencia entre caminos, son bésicos en la interpretacion del
problema quimico, y tienen todos sus correspondientes en la topologfa, razén por la
cual es natural que al intentar explicar fenémenos (*) y (**) (dotar de modelo
matemdtico), nos remitamos a ésta en particular. La comparacién (muy importante en
la préctica) entre los resultados que se tienen para diversos niveles de energfa se
simplifica por medio de la introduccién de estructura algebraica en el conjuato de los
mecanismos de reacci6n (grupos fundamentales) asociados a espacios topolégicos), y
es el objetivo final de este trabajo.

1.2 Las bases tedricas

Considere el caso de 1a siguiente reaccién quimica:

H,+Br,»2HBr (6}

(obtenci6n de bromuro de hidrégeno a partir de bromo e hidrégeno). Los simbolos
“H,”, “Br,” y “2HBr” hacen referencia directa a ciertos compuestos, 0 m4s bien, a
estructuras quimicas en particular: molécula diatémica de hidrégeno (o bromo)”, o
bien, “molécula de bromuro de hidrégeno™. Las flechas hacen alusién muy clara a la
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presencia de cierto mecanismo de reaccién, que permite el paso de una configuracién
aotra. Como he indicado antes, el propésito del trabajo es ante todo lograr construir
un modelo (topoldgico) que explique en la forma mds general posible estos hechos.

En lugar de considerar las moléculas (o 4tomos) como entes aislados que de pronto
interactdan, enfocaremos el caso (1) como ladescripcion de dos configuraciones (entre
todas las posibles) de un sistema conformado por todos los nicleos y electrones en los
dos 4tomos presentes de bromo y los dos de hidrégeno, junto con la indicacién de la
presencia de una posibilidad de paso (es decir, de una reaccién) entre las dos configu-
raciones. Si existen N ndcleos y n electrones en el sistema, entonces es natural mirar
cada configuracién como un punto del espacio R*™*%, que registra informaci6n acerca
de las posiciones de las N+n particulas. La configuracién “H, + Br,” corresponde a
puntos en los cuales hay cercanfa entre particulas de 4tomos iguales, y no la hay entre
las de 4tomos diferentes. En el caso “2HBr”, la configuracién corresponde a puntos que
demarcan cercanfa entre particulas de dos pares hidrégeno-bromo. Sin embargo,
R3¥N+0) tiene muchas otras configuraciones, como son los casos de cercanfa entre los
cuatro 4tomos, o cercanfa de trfos, y un 4dtomo aislado. Es evidente desde ya la
generalidad de base en este modelo, mucho mayor que en la descripcién intuitiva dada
mds arriba. El hecho fisico del cual dependen las configuraciones en cada caso es la
energia existente entre las particulas del sistema. Este observable halla su represen-
tacion, en el caso de la mec4nica cudntica, en un operador sobre un espacio de Hilbert
(de funciones cuadrado-integrables sobre R3®™*®); el operador Hamiltoniano H:

P S WS b wlns Visix)
M(X)_(—Tm— 1 fm‘: 2 Ty 1Y ix).

donde @ es un elemento del espacio de Hilbert, x€ R*™*%, V es el operador de energia
potencial de Coulomb, y cada, 2, ,k=1...3(N+n) es el operador laplaciano de la

N 2 2 1
k-sima particula, Ve = .—al + -a—- + '3_ .

xa 3 Ix a ty
Por lo tanto, la via para obtener una expresion de la funcién de energfa es resolver la
ecuacién (diferencial, de valores propios) de Schrodinger

HY =FEY ?)

donde Y esuna expresién de la funcién de estado (en el espacio de Hilbert L2 (RN +))
del sistema, y E’ es el funcional solucién. Agrupando términos, se puede expresar el
operador H como

H=T,+h, +V_+V_
donde T, es el operador cinético nuclear, V,, (V,) es el operador potencial niicleo-

ndcleo (electrén-electrén), y h, (llamado también el “hamiltoniano electrénico”)
agrupa los términos restantes de H. La funcién de estado Y depende tanto de las
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variables nucleares (R) como de las electr6nicas (r); es decir, podemos escribir la
ecuacion (2) de esta forma:

HY(R,1) = EY(R,Y).

La separacion de la ecuacién anterior en la forma

HMRYa(r) = EMARVa(r)

no es posible desde un punto de vista matematico riguroso. Sin embargo, existen serias
razones de cardcter fisico que inducen a aceptar la plausibilidad de tal manejo. Estas
razones se conocen como la aproximacién de Born-Oppenheimery serdn adoptadasen
loque sigue. Supongamos, pues, ya realizada tal separacion. Siempre bajo la aproxima-
cién de Born-Oppenheimer, es posible extraer tan solo los factores que dependen de
r, las coordenadas electrénicas, obteniéndose la ecuacién

(he + Van + Vae)o(r = Wa(r).

llamada también “ecuacién electrénica”. Supongamos ahora resuelta esta ecuacién (es
decir, conocemos sus valores propios W). Partiendo de nuevo de la ecuacién general de
Schrodinger (2), se tiene ahora

Tve(r + Wa(r! YAR) = Ea(rMR)
Y de nuevo bajo la aproximacion de Born-Oppenheimer, se obtiene que
Ta + WMR' = EMR'

Esdecir, hemos logrado bajo tal aproximacién “independizar” la ecuacién original de
toda variable electrénica, obteniendo ia llamada “ecuacién nuclear”, dependiente tan
solo de las 3N coordenadas nucleares (R). Una observacién inmediata es la enorme
simplificacién de los clculos de resolucion de esta ecuacién con respecto a la ecuacién
original de Schrodinger (2): por ejemplo en la reaccién (1) ireducimos €l nimero
original de variables 76, (pues hay 35 electrones en cada 4tomo de bromo y 1 en cada
4tomo de hidrégeno) a cuatro (los nicleos)!

De modo que nos hemos de concentrar en el funcional E:R™--->R, llamado “fun-
cional de energia potencial”. ‘

1.3 El funcional de energia potencial E

Este funcional, solucién de la ecuacion nuclear, s 1a herramienta de trabajo bdsica de
la quimica cudntica. Describe la energfa potencial global del sistema, para cada
configuracién de éste. Nuestro punto central de interés es su gradiente, g = YE, y sus
puntos criticos. Al renormalizar R*™ por la rafz cuadrada de la masa del nicleo
correspondiente a cada coordenada, g(x) representa precisamente la fuerza global
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que actda sobre el sistema en la configuracién x. (Bajo la renormalizacién de masa, el
punto x = (X,...x,)es talque x, = m&AgJ, of=1,.,N;j=123;i =3(X -1) +],
m K es la masa del 0-simo ndcleo,y A« essu j-sima coordenada tridimensional).
La funci6n g, allf donde est4 definida, representa la direcci6n, en el espacio de configu-
raciones, hacia la cual tiende naturalmente el sistema. Si se supone que g es continua
enx, entonces se la puede considerar como vector tangente a unacierta curva Pren R¥,
con locualsedefine localmente un “camino de mdxima pendiente asociadoax” (en una
vecindad de x). En general, 1a existencia del extremo de cada uno de estos caminos estd
garantizada, pues ¢l funcional E de energfa est4 inferiormente acotado. Este extremo
debe ser algin punto critico ¢, puesto que en éstos g vale 0, y por lo tanto no define
direcci6n alguna con la cual se pueda continuar la definicién de Bx. El estudio de estos
caminos (llamados “de relajaci6n” o “de reaccién”) desde €l punto de vista de la
geometrfa diferencial, constituyé la primera construccién de un modelo para la
reaccién quimica, y fue llevado a cabo por Tachibana y Fukui. En aquella fase inicial se
hallaron algunos resultados, muchos de ellos de cardcter técnico: sin embargo, la
complejidad en el tratamiento motivé la exploracién de nuevos caminos que simplifi-
caron los elementos basicos de los modelos de reaccion quimica. Por otro lado, este
modelo adn no tenfa la caracteristica de consistencia 16gica con el principio de
incertidumbre de Heisenberg, y por lo tanto aportaba demasiados resultados, no s6io
superfluos para el problema quimico, sino posiblemente contradictorios con 1a reali-
dad de ciertos hechos cudnticos. De este modelo son importantes ante todo, la
consideracién del gradiente de E como punto de partida parael estudio de la reaccion,
y también el realce de los puntos criticos como los puntos finales de los caminos de
reaccién. El modelo topolégico se apoya también en estos dos hechos, aunque man-
teniendo de ellos solamente sus aspectos ligados de manera mds profunda con el
problema original de definir lo m4s generalmente posible 1a reacci6n quimica.

2. MODELO TOPOLOGICO DE UNA REACCION QUIMICA

2.1 ¢Por qué un modelo topoldgico?

El modelo geométrico, anteriormente esbozado, adolece de dos tipos de falla seria:
aquellas de cardcter prictico, debidas a la complicacién que supone el cdlculo de la
hipersuperficie de un sistema dado, y otras fallas, m4s tajantes desde un punto de vista
matematico, debidas a la inconsistencia entre la reaccién vista como un “camino”
geométrico, y el principio de incertidumbre de Heisenberg. En efecto, si aceptamos
como modelo de reaccién quimico el geométrico, entonces tendemos a creeren fuertes
analogfas (falsas) con los sistemas vibracionales macroscopicos, tipicos de la mecdnica
cl4sica. Para introducir en caso de tal aceptacion la interpretacién cudntica de incer-
tidumbre, es necesario agregar muchos términos de correccién, que complican de
manera brutal los cdlculos. En el modelo de la mecénica cudntica, la representacion de
los paquetes de ondas para los nicleos y la interpretacién probabilistica de radio y
4ngulo internucleares es muy diferente a la de los conceptos andlogos en mec4nica
cldsicay en el modelo geométrico. De hecho, muchas figuras indicadoras de resuitados
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de estudios por difraccién de rayos X de estructuras moleculares, muestran elipsoides
(labiertos!) en lugar de posiciones nucleares precisas, de acuerdo con el resultado
natural a partir del principio de incertidumbre de Heisenberg. Una interpretacién
topol6gica de estos resultados es entonces mucho m4s apropiada que una interpre-
tacién geométrica. Ademds, el modelo topoldgico tiene el poder de simplificar estruc-
turas mateméticas complejas, y sobre todo, en este caso, separar lo esencial referente al
problema quimico, de la cantidad de datos y resultados superfluos ajenos al problema.

2.2 Clases de equivalencia bésicas

La construccién del modeloestd basada en el funcional E:R* ---> R, yensu gradiente
g Lainformaci6n central referente al problema qufmico se halla en los puntos criticos
de E, es decir, aquellos para los cuales g se anula. Es necesario ante todo excluir los
puntos querepresentan configuraciones del sistema con coincidencia de posicién: ésta
¢s una situacién imposible desde el punto de vista de la quimica. (Por ejemplo, sienel
sistema hay dos nicleos, sus masas son respectivamente 1y 4, el punto (1,0,1,2,0,2)
representauna configuracién con los dos niicleos en la posicién tridimensional (1,0,1),
caso imposible). Excluya con cada xp de éstos una bola abierta en R de un radio
pequefio ¢, Be (*s). Haga lo mismo con los puntos en los cuales E no es dos veces

diferenciable con continuidad (por ejemplo, para los casos en que no es vélida la

aproximaciénde Born-Oppenheimer). Silos son puntosde cualquiera de las dos clases
consideradas, llame D = (dominio excluido) la unién de todas las bolas abiertas de

radio o alrededor de los x
Dprer=Jy B, (%)

EnR*\D__, tiene sentido ahora sf considerar los puntos criticos de la hipersuperficie.
Estos pueden ser de diversas indoles: su caracterizacién se logra por la matriz hessiana
H(c)deEenx=c.

Hig(c) = ig@‘gq
)"‘}lg

El fndice de ¢ es €l nimero de valores propios negativos de H(c). Los valores de los
fadices 3 = 0,1,...,3N para una funci6n corresponden a los mfnimos, puntadesillade
estructura de transicion, ... mdximos, respectivamente. Ningin punto critico ¢ es
aislado; siempre debe pertenecer a un conjunto conexo de dimensién mayor oigual que
6, K, de puntos criticos de mismo fndice, debido a los tres grados de libertad
translacionalesy a los tres grados de libertad rotacionales para el sistema considerado
como un todo, que no afectan la energia de Born-Oppenheimer. Cuando K es de
dimension 6, puede ser generado por cualquiera de sus puntos por medio de las
translaciones y rotaciones rigidas de la configuracién. De cada conjunto K podemos
escoger um punto crftico ¢, y llamar K (t) correspondientemente. Claramente, el
conjunto C de todos los puntos criticos se puede partir en clases de equivalencia por la

férmul
muia CBUII_(’(:(‘)’
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donde los K ’(1) son uniones de las K (t), escogidas apropiadamente (ver MEZ1).
Aunque D_, no sea conexo, en general se puede partir en sus componentes conexas
maximales,

D= U Pu®

Elgradiente g estd bien definidoy no se anula en el conjunto D = R™(CUD_). Como
en 1.3., podemos asignar a cada punto x de D un camino tnico de bajada de mdxima
pendiente P, correspondiente a la fuerza global que actda sobre la configuracién x.
Como el funcional estd inferiormente acotado, cada camino tiene su extremo e(P)en
C U D,y en particular en alguna de las clases K (t) 6 D__,(k), claramente Gnica. Es
natural la extensién de la particién de C (J D, a todo el espacio R™, dada por

Clet)= {r: e(P)EK® ] UKe ()
y C@®)={r: e(P)€Dorct ()} U Dexci (k).

De cada punto x en C(c%) hay un-tinico camino de bajada de mdxima pendiente P_con
extremo en K (t), 0 bien x mismo estd en K (1). La clase C(c*) es entonces la cuenca de
la regi6n K (1).

Tenemos ya los elementos necesarios para atar los dos cabos sueltos de los modelos

geométricos anteriores: el principio de incertidumbre de Heisenberg y el modelo de

reaccion como camino de descenso de méxima pendiente en la hipersuperficie. En

efecto,dado un punto xen la cuenca C(c*), su relajacién loconduce a un punto en K(c*),

y esto es una propiedad comin a todos los puntos de la misma cuenca. El camino es-
inverso al cl4sico: en lugar de fijar un punto yseguir el camino definido por el gradien-

te g, hasta encontrar singularidades o puntos criticos, s¢ parte de estos puntos, que

contienenla informacion esencialsobre elsistema, y se les asocian los puntos que aellos

conducen via la relajacién de manera natural, identificando por medio de la particién

del espacio aquellos que son equivalentes. La definicién

estructura molecular: cuenca C(pS}. (p€ = ¢¥ o d*)

es ahora del todo clara, y generaliza la definicién geométrica antigua, sorteando la
incompatibilidad con el principio de incertidumbre. Es importante el hecho de que esta
defincién deestructura molecular depende de una hipersuperficie de energia especifica
E, es decir, de un estado electrénico dado W (ver 1.2.), y que para un cambio de éste,
los objetos que produce la definicién anterior cambian.

Se puede ahora construir la topologfa de reaccién sobre R™, basdndose ensu particion
en cuencas, y en la topologfa usual (implicita en R™) . La familia € * = {C(p® )} e

de todas las cuencas es una particion de R™ y por lo tanto es base de una topologfa
Tco={Ua: ac @'} sobreR™.Enestatopologia,todoslosabiertosson uniones
de cuencas, y los abiertos bdsicos son precisamente las estructuras moleculares, Otra
topologia importante es la generada por B " = {C(p® )} s, donde Cp® )es la
clausura (en topologfa usual) de la cuenca C(p# ). Como &" no es cerrada bajo
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intersecciones finitas, la construccién de T¢* es algo mds complicada: hay que clausu-
rar ©"* bajo intersecciones finitas, y luego repetir el proceso de construccién deTc'
Si ahora considera €= B'J £” puededefinir T, la topologia generada por &, como
en el caso anterior.

Esta es tal vez la topologia mds general asociada al problema, por cuanto es la que
describe con mayor profusion de detalle los diferentes casos como abiertos.

El problema quimico de buscar interrelaciones entre estructuras quimicas diferentes
halla ahora expresiones precisas y concretas, en términos de vecindades de cardcter
topolégico. Antes de abordarlo, haremos algunas consideraciones de clasificacion de
las estructuras quimicas. Las estructuras estables son las cuencas C(cf), donde c'es un
punto critico con fndice 0. Las estructuras de transicién son las cuencas C(c), con
A(c9) = 1. Descartamos de éstas las cuencas definidas por puntos criticos de orden
2,3,... debido a su menor importancia desde el punto de vista qufmico, puesta en relieve
por el teorema de Mc Iver, Tachibana y Fukui (demostrado para el modelo geomé-
trico).

Teorema: dados ¢, ¢!, puntos criticos de fndices 0y 1 respectivamente, si existe un
camino Pe1a partir de ¢! con extremo en c°, entonces existe un camino P'eacon extremo
¢® que no pasa por ninguna cuenca de punto critico de indice mayor o igual a 2.

Un problema atn parcialmente abierto de la topologfa es el de la enumeracion de los
puntos criticos, que es la via de solucién al problema del nimero de estructuras
quimicas diferentes, con respecto a un conjunto fijo de electrones y ndcleos, y una
solucién conocida W a la ecuacién de onda electrénica.

23 De vecindad topol6gica a reaccién quimica

Nuestro primer objetivo ya fue alcanzado: lograr la definicién de estructura quimica,
en el marco de un modelo matematico que refleje de la manera més fiel y mds general
posible los hechos quimicos. Construiremos ahora la parte del modelo para el meca-
nismo de reacci6n en sf, basdndonos en el modelo geométrico, cuyas ventajas y fallas ya
fueron discutidas. Utilizaremos la estructura topolégica recién construida, y los
conceptos de vecindad asociados a ésta para el refinamiento del modelo geométrico. Es
importante recalcar que esta “reaccién”, desde ahora, tiene lugar... entre abiertos de Te
y no entre puntos de R* o entre “reactantes” que generen un “producto”.

H,+Br,=2HBr

Modelo geométrico conf.nuclear=conf.nuclear
delosreactantes delproducto

topolégico abierto de‘rc,-'abie-fto de Ty

140

Observemos el siguiente ejemplo de reaccién, que los qufmicos llaman “autooxidacién
de sulfitos en solucién acuosa, con participacién esencial de las moléculas de agua,
trazas de cobre, y trazas de alcohol”:

HSO; + Cu**.., Cu* + HSO,

0, + H,0 + Cu*.5Cu** + OH" + HO,
0O, + H,0 + HSO;--+ H,;SO, + HO,
HO, + HSO; —+HSO, + OH

OH + HSO, .+HSO, + OH'
2HSO,--»S,0H,

2HO,.-»H,0 + 0,+ O

HO, + ROH--»ROH + H,0

La lista completa de los reactantes es: HSO," (i6n sulfito), Cu** (cobre), O, (oxigeno),
H,O, ROH (alcohol); y 1a de los productos, C*+, H,80, (4cido sulfdrico), HSO,,
$,0H,, HO, O,, O. Entre dos configuraciones extremas (reactantes-productos)
existen varias configuraciones de caracterfsticas intermedias, que segin los quimicos
parecen estar indicadas por la lista anterior. Ciertas cuencas intermedias corresponden
a configuraciones intermedias tales como Cu* + HSO, + O, + H,0 + ROH (com-
puestos dominantes después del “primer paso™), configuracién ésta obviamente difer-
ente de la configuracion de reactantes o de la de productos. Nos preguntamos: ,c6mo
responde la topologfa de reaccidn a esta concatenacién de pasos de reacciones
elementales? {Los pasos intuitivamente “vecinos” en el orden de reaccién, también 1o
son en el sentido topolégico? La respuesta es afirmativa, y constituye el meollo de la
modelizacién de la reaccién quimica, puesto que, ademds de ser una generalizacion y
adecuaci6n de interpretaciones de modelos anteriores, genera respuestas de cardcter
operacional: puede dar al quimico vfas de trabajo que no se hubieran logrado con los
modelos anteriores, y permite construir un grupo (libre) con elementos generadores
correspondientes a las reacciones, y analizar topol6gicamente los efectos de cambios
de energfa realizados sobre el sistema en cuestion.

En la topologfa de reaccién X ¢, dado un puntox en una cuenca  C(p® ), todos los
puntos de esta cuenca son igualmente vecinos a x, y son los mds vecinos posible, como
es natural. En un segundo rango de vecidad se hallan algunos puntos de la frontera de
la cuenca: aquellos que no pertenecen a ésta. Continuando asi, encontramos regiones
eneltercer rangode vecindad (e.g. cuencas aledafiasa C(p$)),aunque aqui desaparece
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la totalidad del orden de jerarquia de vecindad. Para formalizar ésto, defina las
siguientes relaciones de cercania:

dadas dos estructuras quimicas C(p$ ), C(p®~), & %6,

1si Cpe)NCips”) » 9

0 en otros casos

N(Cpe).Cps ")) = {

Para simplificar, escribiremos N en términos de los indices

{1 s Cp® )N Cps’) # 9
N(s,6") =

0 en otros casos

1 si N'(6,6") +N{(a,6')> 0

0 en otros casos

Ni(s ,6) = {

Diremos que C(p® ), C(p%”)son vecinas, fuertemente vecinas, y fuertemente simé-
tricamente vecinas (s-vecinas) si N(s,s), N(6,6), N'(5,6, valen 1, respectivamente.
Observe quesi C(pé) es fuertemente vecina de C(p4’), entonces las dos estructuras
son s-vecinas y vecinas, ya que

Nt s Nf 4N

Ninguna de las implicaciones recfprocas vale: en general,
N -~ Nt-1» N¢

Las relaciones N y Nt son simétricas: N'no lo es.

Considere el caso de dos estructuras estables C(c*), C(c?), separadas por una estruc-
tura de transicién C(c'”). En general, todas estas estructuras son dos a dos vecinas:
N(t,") = N(t,t”) = N(t’,t") = 1, pero solamente la estructura de transicion es s-vecina
delas otrasdos: N'(t",t) = N'(t", ) = 1, N'(t,’) 0 = Lafuerza deesta caracterizacién
por vecindades de estructuras estables y estructuras de transicién va m4s all4: la Gnica
que tiene vecinos fucrtes cs la estructurade transicidn, pues es 1a Gnica cerrada (médulo
fa topologfa usual), por lo menos en la regién fronteriza usual con las otras dos
estructuras. Asf, N(t,t”) = N(t’,t”) = 1, N(1”,t) = N'(t”,0’) = N/(1,") = Nf(t’,t) = 0. De
modo que la topologia nos ha permitido caracterizar de manera efectiva las dos clases
quimicas de estructura mds importantes, y nos permite de paso concentrarnos en el
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ndcleo de la reaccién: el paso de estructura de transicién a estructura estable.

Considere el conjunto Q(a,b) de todos los caminos en R* que interconectan los puntos
ayb. Suponga quea&C(p?,y beC(p*). Escoja en Q(a,b) dos caminos Q (a,b.), Q,(a,b),
tales que ambos pasen por la misma sucesion de cuencas

), ") s CPY:

ysean homGtopos con respecto a esa sucesién (i.e., exista una homotopfa (en general,
no vnica) H:IxI ---> R™, con H(t,0) = Q_(t), H(t,1) = Q,(t), y 1a sucesién de cuencas
que recorre cada camino H(t,v) (v¢], fijo) sea la misma anterior). En la sucesién de
cuencas, cada una es s-vecina de la precedente y de la siguiente. Todos los caminos ho-
motépicamente equivalentes (¢l conjunto {Q,(a,b)},) representan la misma sucesién
de estructuras quimicas. Cada elemento de ese conjunto s una representacién del
mismo mecanismo de reaccion, que consiste en k pasos elementales de reaccion.
Liberando el par de puntos a y b, aunque permaneciendo en las mismas cuencas, se
obtiene el conjunto Q(C(p°®), C(p*)) =Y {Q} de todos los caminos Q que cumplen fa
condicién de Q y Q,.

Q(CE*), C@Y)) =U U U {Q(ab)}

ab Q, H
Es claro que Q’(0,1) =U {Q:QEQ(CH*),C(p*))}, 1a uni6n del conjunto de caminos en
cuesti6n, es.un abierto en el espacio topoldgico (R™, Tcly por lo tanto, del espacio

topolégico (R¥™, T ¢’). En particular, puede verse como una unién de estructuras
quimicas

c
Q@O = U Cp)
°
Conesto, podemos definir los mecanismos de reacci6n, basdndonos en las propiedades
topolégicas que tiene la clasificacién de los caminos anteriores.
Mecanismo de Reacci6n: 1a unién de una sucesion de abiertos usuales de 1a sub-base

£ de 1a topologia Tc es un mecanismo de reaccién (con respecto al espacio
(R™, Tc) ssi todo par de abiertos usuales adyacentes en la sucesi6n son s-vecinos.

3. ESTRUCTURA ALGEBRAICA EN LOS ESPACIOS
DE REACCION

3.1 Tipos de homotopfa, clases de homotopfa y caminos de reaccion

Suponemos conocidas 1a nocién de homotopfa general en espacios topoldgicos, y
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también, de la topologfa general, el siguiente:

Lema:si el espacio (E,?) esuniéndelosdos T cerrados V, y V,, ysilasdos
funciones 7 ,7'-continuas .

£V, - MT)
g:vz -+ (M, ')

coincidenen V,(1V,,entonces h:E --»M, dadapor h |V, =fh | V,= g también
es 7,7 continua

Si la homotopfa H:SxI ---» U fija, para todo tel, los puntos de S, €S, decimos que es
una homotopfa relativa al subconjunto S, (de lo cual es claro el concepto de dos
funciones fy g, hom6topas relativamentea S (fvg rel S)). La relacién de homotopfa
relativa a S_ permite definir clases de equivalencia P, , en ¢l punto P de todas las

funciones continuas de S en U, que coinciden en S, con una funci6n especifica Po
definidaen S .

Pp = {Pe P:P~Py relS}
P = Ush

Sila identidad de S,1s, eshométopa a alguna funcién constante, entonces decimos que
S es contréctil a un punto. Si para dos espacios topolégicos  (S,T), (U, T')
existen dos funciones continuas

£:(5. 1) -+ (U, TH
g‘:(Us T) ----’(Sa?)

tales que la compuesta gof: S-»S sea hométopa a 1s: (S, )--»(S, ), y la compuesta
fog: U§U sea hométopa a 1u:(U,T‘)--»(U,T*), entonces decimos que (S, ¥y (U,T9)
son df.l mismo tipo de homotopfa. El homeomorfismo de los espacios es condicién
suficiente mis no necesaria para que sean del mismo tipo de homotopfa. Al igual que
la hgmeomorﬁa, la coincidencia de tipo de homotopfa es una relacion de equivalencia:
estrictamente menos fina con respecto a la anterior.

En todo el tratamiento anterior, habfamos considerado el espacio R®™ de manera
gl?bal. De hecho, después de ciertas cotas, la diversidad de especies quimicas dis-
minuye. Fijar (de antemano) una cota superior de energfa, y estudiar el espacio
ra§ultante es una opcidn que, ademds de corresponder en forma mds realista a las
orientaciones mds generales de experimentacion, enriquece el universo de posibili-
dades de reacciSn, y permite refinar el andlisis de éstas. Definimos los conjuntos de
nivel (asociados a un nivel critico de energfa A) como

F(A) = {xeR™:E(x) < A} = E'(-w,A)
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Asociamos a cada uno de estos conjuntos de nivel la topologfa -, inducida por la
topologia T, sobre F(A). ‘

T o= (G FQA): GET)

Observe que F(A) puede tornarse disconexo, y sus COmponentes conexas maximales,
ser miltiplemente conexas, como resultado del “corte” de las zonas con energfa mayor
oigual a A. En la definici6n de mecanismo de reacci6n fue fundamental la considera-
ci6n de los “caminos de reaccién”. Es de estas funciones que nos ocuparemos en loque
sigue. Como antes, €s necesario sortear el obsticulo de inconsistencia de los caminos
de reaccion y el principio de incertidumbre, por medio de la topologizacién de los
primeros. Sea P:I -—-> F(A) un camino de reaccién (funcién continua segtn las
topologfas usuales de los dos espacios). P(0) es su origen,y P(1) su extremo. Elcamino
inverso de P,P-}, est4 definido por la férmula

P(uv) = P(1-u), paratodo uel

Si P, Q son dos caminos de reaccion, y P(1) = Q(0), el producto PQ es el camino de
reaccién definido por

PQ(u) = P(2u), si O<ug,
PQ(u) = Q(2u-1), si Y, <u<l

El lema anterior establece la continuidad de PQ. Un camino P es cerrado sisu origen
y su extremo coinciden: P(0) = P(1). Diremos que P y Q son c-hométopos si son
hométopos relativamentea {0,1}. En ese caso, sus orfgenesy extremos deben coincidir.

32 FEl Grupo Fundamentai

En lo enterior, ya comienza el esbozo de estructura algebraica (producto) en el
conjunto de los caminos. En el contexto cudntico es conveniente transladar la defini-
ci6n de producto entre caminos a producto entre clases de homotopia. Fije un punto
arbitrario de F(A), k, y considere todos los caminos de reaccién con origen y extremo
en k. Para un camino de éstos P, la clase [P ] es {P : P~P,, P(0) = P(1)}. [P ] es una
representacién de un mecanismo de reaccion cerrado. Lo llamamos mecanismo funda-
mental de reaccién. Al considerar los caminos de reaccién cerrados, no perdemos ge-
neralidad, ya que todo camino de reaccién en F(A) debe ser un segmento de algin
camino cerrado. Transladamos el producto original en la manera natural

(PI[Q] = (PQ).

No es dificil verificar que esta definicion es buena. Pero ademds, genera estructura de
grupo en el conjunto de clases de homotopfa de caminos dereacci6n que pasan pork.
Llamemos [1] la clase del mecanismo de reaccién constante P, , con P (I) = k. Estees
el elemento unidad del grupo. El inverso de {P] es claramente [P'], pues [P] [P]=
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= [PP"'] = [1]. El grupo recién definido es el grupo fundamental de mecanismos de
reacci6s, que notamos IT | (F(A),k), 0 m4s brevemente 1 .

El dnico rezago de cardcter geométrico en este grupo fundamental viene dado por la
puntualidad de k. Su eliminacion no es dificil, pues basta observar que, cuando F(A)
©s arco-conexo, los grupos 1 (F(A)k) y IT (F(A)X") sonisomorfos, para cualquier
par de puntos k y k' de F(A): si R es un camino de reaccién de k a k', y P tiene origen
y extremo en k, entonces ei camino Q = R-'PR es un camino de reaccién con origeny
extremo en k', con lo cual no es dificil verificarque V: 1y (F(A)k) —>TT(F(A)k)
dado por V[P] = [R'PR] es un isomorfismo de grupos. Con esto, hemos logrado la
estructuraalgebraica del conjunto delos mecanismos de reaccién, librede wodo rezago
geométrico, como consecuencia de las dltimas consideraciones.

La comparaci6n entre los diversos conjuntos de nivel adquiere sentido en términos de
funciones continuas (segtin sus topologfas), homeomorfismos, y relaciones de ho-
momorfismo ¢ isomorfismo entre los grupos fundamentales asociados. Escoja dos
valores de energfa criticos A y B, y considere los conjuntos de nivel F(A), F(B), dota-
dos de topologfas 7, y T, respectivamente.

Toerema:si {:F(A)- >F(B) esT,,T,-continua, entonces existe un homomorfis-
mo f®:T1(F(A)k) > 11 (F(B),f(k)), paratodo k.

Demostracion: defina f® por medio de

(*[P) = [£oP)

Que ésta es una buena definicién es claro: si P~Q esténen T (F(A),k), existe una
homotopfa H,:F ---> F(A) con H,(u,0) = P(u), H,(u,1) = Q(u), relativa a {k}. La
funcién H.* —> F(B), dada por H, = foH, es una homotopfa entre foP y foQ.

Setiene que f2[PJ(®[Q] = [foP][foQ)] = [foPQ] = *[PQ], pues foPQ(u) = f(P(2u)),
$i0<usl, y foPQ(o) = (Q(2u-1)), si < u < 1, es decir, foPQ = (foP) (foQ).
Asf, f® es un homomorfismo de 1 (F(A)D en TY (F(B),f(k)). QED

El resultado anterior tiene una variante m4s fuerte, que nos viene de la topologia
algebraica: el isomorfismode los dos grupos proviene del hecho de que los dos espacios
pertenezcan al mismo tipo de homotopfa. En particular, si f en el teorema hubiera sido
un homeomorfismo, se hubiera tenido el isomorfismo entre los grupos fundamentales de
reaccion.

Todo esto nos provee aplicaciones interesantes a la quimica: suponga que A<B,yque
los conjuntos de nivel asociados son ambos conexos. Las propiedades de conexidad
permanecen durante un cambio de energfa de A a Bsi no se encuentra en el intervalo
{A,B) ningtn nivel critico de energia (imagen de punto critico). En ese caso los dos
conjuntos de nivel son homeomorfos, y por lo tanto sus grupos fundamentales son
isomorfos. Si, por el contrario, al aumentar la energia de A a B se obtiene un cambio
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homeomorfismo entre los conjuntos de nivel F(A) y F(B). Es posible que existan a
pesar de todo funciones continuas de F(A) en F(B), con lo cual tansolo se garantizarfa
¢l homomorfismo eatre los dos grupos fundamentales. La aparicion de niveles criticos
durante el cambio de energfa s condicion necesaria, mds no suficiente para la no
isomorfia entre los grupos fundamentales. Asf, la relacion entre los grupos genera
informacion acerca de los posibles cambios quimicos esenciales que suceden a lo largo
del cambio energético: si no son isomorfos, ha habido carnibio neto de las propiedades
de conexidad del conjunto de nivel, y el conjunto de especies quimicas que se pueden
formar bajo la cota de energfa ha cambiado. Si la conexidad neta cambia, en general los
grupos son tan solo homomorfos. Sila conexidad cambia de manera mon6tona durante
el aumento de energia en el intervalo [A,B], entonces el grupo fundamental asociado
al conjunto de nivel de menor conexidad es un subgrupo del otro grupo. La existencia
de homomorfismo entre los diferentes conjuntos de nivel, para una superficie de
energfa dada, indica al qumico que en muchos casos, el resultado global que obtiene
excitando con alta energfa ¢l sistema es obtenible con menor energfa, con estructura
similar a la original (homomorfa). Es el caso, por ejemplo, de los resultados fotoquimi-
cos (absorcién de fotones por parte del sistema, con alta energizacion del mismo), y los
resultados termoquimicos, en general diferentes. Los resultados anteriores garantizan
la posibilidad de transladar los resultados de composicién en un grupo a los del otro,
via el homomorfismo. '

33 El Grupo Fundamental como ua grupo libre

{Cudndo es abeliano el grupo fundamental? En general, no tiene por qué serlo, pues
si por ejempio el conjunto de reaccién no es simplemente conexo, y tiene dos “huecos”,
losdos caminos que a partir de un punto k rodean unosolo de cada uno de estos huecos
noconmutan entre sf. Sin embargo, varios subgrupos de 10s grupos fundamentalesson
de hecho abelianos. De la topologfa algebraica se tiene un resultado general que
garantiza la conmutatividad de los grupos fundamentales:

Teorema: el grupo fundamental unidimensional (para caminos) asociado a un espacio
topoldgico es  abeliano ssi el espacio es 1-simple, condicién que en nuestros térmi-
nos es conveniente expresar de la siguiente manera: si se llama V, el isomorfismo
definido en 3.2, para el camino de reaccién R entre k y k', entonces V, como funcién
depende de la escogencia de R. El grupo fundamental es abeliano justamente cuando
se presenta indepedencia del camino de reaccién.

Demostracion: escoja dos clases de homotopfa de Y (F(A) k), definidas por los cami-
nos de reaccion Py Q, R es otro camino de reaccion, con origen en k y extremo.en k.
Defina R’ = Q'PR, y R" = PR. R’y R” tienen ambos origen en k y extremo en X', Si
aplica la condicién del teorema a R, R’, R”, obtiene

Vi[P]Vo[Q] = [R'PR][R'QR] = [R'PQR] =
= [R™PQR] = [R*P'QPQQPR] = [R"P'QPPR] = [R*'QPR"]
= [R™QR"JR™PR’] = V. [Q[V [P] = V,[Q]V,[P],
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con 1o cual, dado que V_ es un isomorfismo, se tiene [P}[Q] = [Q][P), i.e. el grupo
fundamental T¥ es abeliano. Como tanto R’ como R” fueron definidos en términos de
Py Q, y estos fueron representantes arbitrarios de clases de homotopfa arbitrarias, la
conmutatividad del producto en v implica la independencia para el isomorfismo V,
con respecto al camino de reaccién escogido R. QED

Las propiedades de conmutatividad de los grupos fundamentales dependen de la
diversidad de posibilidades de camino de reaccién con origen y extremo en un punto fijo
k,y éstas dependen de las propiedades de conexidad del conjunto de nivel en cuestién.
En el caso més general, F(A) es mdltiplemente conexo. Suponemos que tiene un
mimero finito, m, de huecos (cada uno de éstos causado por el corte de un pico de nivel
mayor oiguala A). Las clases de homotopia dependen entonces de los bucles alrededor
de cada uno de los m huecos, y de la posibilidad de dar diferente ndmero de vueltas
alrededor de cada uno de éstos, en todos los sentidos posibles. Considere lasclases [P ],

[P,), ..., [P,] de los bucles m4s sencillos posibies: a partir de k, [P,] es la clase de los
caminos de reaccién con unasola vuelta alrededor del hueco i-simo, Cualquier clasede
homotopfa de bucles puede ser expresada como un producto de estas m clases, con
repeticiones, y potencias 16 -1 permitidas. El conjunto {[P]:i = 1,..., m} es entonces
un conjunto de generadores para el grupo fundamental de F(A). Asf, este grupo es un
grupo libre con un niémero finito de generadores. Es claro que solamente serd abeliano
cuando m = 1 (o en el caso trivial m = 0), pues si m>1, los generadores [P ], [P,] no
conmutan. Por otro lado, son de importancia los subgrupos abelianos, que en este caso
adquieren, salvo el subgrupo trivial, la forma de grupos ciclicos infinitos. En efecto,
para que un subgrupo G de Tr sea abeliano, es necesario y suficiente que contenga
potencias (no nulas) de un solo gencrador. Pero en ese caso, dado que todas las potencias
de los generadores son ndmeros enteros, s tiene que los grupos abelianos de ¥ son
todosisomorfos asubgruposde (Z,+), es decir, todos ellos son grupos ciclicos infinitos.

Esde singularimportancia que, de la cantidad inmensa de “posibilidades” de reaccion
que se tenfan para el modelo geométrico clésico, se haya refinado la informacion
esencial para el problema quimico, y se haya encontrado un conjunto finito de genera-
dores de todo mecanismo de reaccion.

La conclusion de este trabajo es, ante todo, la constatacién de la profundidad matemstica
necesaria a toda investigacion seria en sus aplicaciones. El alcance del modelo cuya
construccién explicamos es ain un problema abierto en la quimica. Sin embargo, da
respuestas fuertes logrando generalizaciones antes inalcanzables sin cdlculos muy
dificiles, y por ésto, crea caminos promisorios de investigaci6n, tanto para quimicos
como para matematicos, en los proximos aiios. Es, porotrolado, un trabajo importante
el estudio de las implicaciones profundas a ia quimica que puedan tener las profundi-
zaciones de cardcter matemdtico de los temas aquif esbozados: topologfa general,
topologia algebraica, teoria de grupos, sin olvidar la geometrfa diferencial subyacente
a toda la construccion del modelo. El grupo de Paul Mezey, con ramificaciones en
diversos pafses, incluido Colombia, hasido unode los pilares de este nuevo enfoque en
quimica, y exige una participacion cada vez mds seria desde el punto de vista matematico.
Mis de una vez ha sido claro que el entendimiento serio de un concepto fundamental
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ha sido piedra miliar de avances de cardcter més aplicativo que puro, por la generali-
zacion que esta via ha abierto. Es por lo tanto de suma importancia que, como
matematicos de buena formaci6n pura, abramos los ojos a 1os problemas suscitados por
lo que entre nieblas hemos llamado “matemética aplicada”.
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