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La Teoria de Grupos
en los Sistemas Matrimoniales
Restringidos

ARTURO MARTINEZC. *

n su articulo titulado “Matrices, Grupos y Matrimonios. Una aplicacién del

E Célculo Matricial y 1a Teorfa de Grupos a la Antropologia”, [6], el doctor

Carlos Vasco presentd el caso de como determinar la posibilidad de matri-

monio entre una pareja perteneciente a una sociedad dividida en 3 clanes y sometida

a ciertas reglas especiales, tal como la de no poderse casar una pareja que pertenezca

a un mismo clan. El problema, que se inicia desde el momento en que debe asignérsele
clan a cada recién nacido, se complica luego al establecer otras normas:

N1. Eltipo matrimonial del hombrees elclan aque pertenezca yel delamujeres e clan
(dnico) al que pertenecen sus posibles esposos.

N2. Un hombre y una mujer s6lo se pueden casar sisus tipos matrimoniales coinciden.

N3. Todo hijo (var6n) tiene el mismo tipo matrimonial de su padre, mientras que el de
1a hija deberd asignarse siguiendo ciertas reglas prefijadas.

Con estas normasiniciales y unas condiciones adicionales para limitar la posibilidad de
matrimonio, se cOnstruyen vectores y matrices que lnego permiten resoiver el problema.
Luego se plantea el caso para “Reglas Matrimoniales Estrictas” de lo cual surge la
necesidad de trabajar con permutaciones completas (las que mueven todos Ios elemen-
tos del conjunto sobre el cual se han definido: p(x) # x para todo x) y grupos de
permutaciones completos (conformados por permutaciones completas y la identidad).
M4sadelantesurge la necesidad deagregar al grupo la propiedad de ser transitivo (para
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cada i,j, en el grupo hay al menos una permutacién que lleva ax enxj)y sellega entonces
ala exigencia de trabajar con grupos regulares (completos y transitivos), de los cuales
ya se sabfa que si hay n clanes (tipos matrimoniales) los grupos regulares que pueden
serutilizados “tienen nelementos y no n! como parecfa ser el caso de las permutaciones

en S,” [6, p-36].

El artfculo del Dr. Vasco concluye con los ejemplos para n=4 (dos casos) y comenta-
rios sobre los casos n=5,6,7y 8.

En el presente articulo se busca no s6lo la presentacion del tema en una forma
completamente general sino ademds la justificacion de algunas de las afirmaciones
hechas en aquel articulo, asf como 1a presentacién de un criterio para ladeterminacién
del grupo regular que sea necesario para cada valor de n.

Con el nombre de Sistema Matrimonial Restringido (SMR) se identifican aquellas
sociedades en las cuales no en todos los casos estd permitido el matrimonio de un
hombre y una mujer. Més exactamente, en un SMR definido para una sociedad A se
tiene:

(1) Una particién finita P de A, construida segin N1, N2 y N3, cuyas clases de
equivalencia fa) son llamadas clanes o tipos matrimoniales,

(2) Una biyeccién E:P—>P que asigna a cada hombre w del clan [w] un dnico clan
Efw] en ¢l cual debe seleccionar su esposa.

(3) Una biyeccion H:P—>P que asigna a cada hijo (var6n) de un hombre wen el clan
[W] un tGnico tipo matrimonial H[w}.

Tantoen (2) como en (3)obsérvese que el clan asignado Efw]y H[w),depende delclan
[w] al cual pertenece el hombre w y no del hombre mismo. Se tiene asf que cada SMR
puede representarse mediante una tripla ordenada (P,EH) en Ia cual E y H son
permutaciones de P (de sus elementos, m4s exactamente).

En el caso del SMR de aquellas sociedades divididas en clanes dentro de cada uno de
los cuales no estd permitido el matrimonio, que en adelante se llamar4dn Sistemas
Matrimoniales Restringidos Estrictos (SMRE), los axiomas adicionales que se toman

son los siguientes:

(4) Un hombre no puede casarse con una mujer de su propio clan.

(5) Cada persona tiene algiin pariente, por matrimonio o descendencia, en cadaunode
los otros clanes, de manera que lasociedad nose dividird en clanes no relacionados.

(6) El hecho de que dos personas estén o no en un mismo clan depende dnicamente de

1a relaci6n que por matrimonio o descendencia exista entre ellos y no del clan al
cual pertenezcan.
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Dé4ndole una interpretacién en términos mateméticos a estos axiomas puede decirse
que:

(4) exige que E[a] # [a] para toda [a] en P, lo cual se conoce como el axioma de
exogamia.

(5) garantiza que alguna corapuesta de las funciones E y H relaciona cada [a] con cada
{b] en P. Es el axioma de regularidad.

(6) establece una hip6tesis <.1e l}omogeneidad. la cual g_s_mntim que si';‘r' es lun?1 ef:xl:;l:;
generada por Ey H, y si existe a en A tal que T[a]=[a] entonces T es lai X

Para ilustrar las bases concretas de las condiciones impuestas por los nuevos axiomas
y el tipo de problema que se genera, es usual anal{zar los cuatro posibles casos de
parentesco entre primos-hermanos para establecer si dos de ellos pueden o0 no casarse
y, en caso afirmativo, bajo qué condiciones pueden hacerlo. Estos cuatro casos son los

siguientes:

Relacién entre Tipo de relaciéa entre
los padres los primos-hermancs
()] Los pspds son Pratilateral paraleio
hermanos
an Las mamés son Matrilateral paralelo
hermanas
(1 El papd de él s Patrilateral cruzado
hermano de la mam4
deella
) La mam4 de él es Matrilateral cruzado
hermana del papd
deella

Adoptando la simbolizacién del andlisis de parentesco que se utiliza en laantropologfa
las gréficas de los cuatro casos son las que aparecen en la Figura 1.

i io del Principio de
Las relaciones entre personas y entre clanes se hace por medio P
Abstracciény Geneml?;u(in, esdecir, dado que el conjunto Ase ha pamgnongdq, dos
elementos a,b en A estdn relacionados si y s6lo si sus clases de equivalencia coinciden.
aes hermano de bsiysélosiaes hombre y [a]=[b]

aeshermanadebsiysélosiaes mujer y [a]=[b] (1.1)

i i6n E asigna el clan al cual
Antes de continuar, téngase presente que como la funcién ¢ '
pertenece laesposa de cada hombre en un clan dado, entoncessu inversa E 1determina
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A0
OF/N——AT0O

(I) Patrilateral Paralelo

A0
ATFO——0=A

(II) Matrilateral Paralelo

A O
O =/ -O=A
A=
N=O0——~—-—-A=0

(IV) Matrilateral Cruzado

Figura
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el clan al cual pertenece el esposo de una mujer en un clan dado. Andlogamente, H!
determina el clan al cual pertenece el pap4 de una persona en un clan dado.

Siaeselhombreybeslamujer qﬁe piensan casarse, de acuerdocon (2)y (4)s6lo podrén
hacerlo si

Efa]=Db] y [a]#]b] 12

Ahora bien, puesto que en el caso (T), H'{a] corresponde al clan del papdde ay talclan
(por N3) es el mismo del papd de b, entonces el clan de b estd dado por

b} = HEH* [a]) = 2]

y por tanto esta pareja de primos no puede casarse. En términos de 1.1 puede decirse
que esta pareja no puede casarse porqueson “hermanoy hermana” enelsentidode clan
de estos dos conceptos de parentesco. Obsérvese ademds que el axioma (6) garantiza
que esta conclusién no depende del clan [a] escogido, sino que es la misma para todo
par de primos-hermanos en relacin patrilateral paralela.

Parael caso (II),de nuevo partiendo del hombre ase establece el clan H'[a] desu pa-
p4 y luego el clan EH' {a] de su mam4. Como éste es el mismo clan de 1a mam4 de. b,
entonces B (EH [a]) es el clan al cual pertenece el papd de by, finalmente, el clan al
cual pertenece b es

[b] = HE'EH [a] estoes [b] =fa]

y una vez mds la pareja no puede casarse.

En el caso (IIT) se obtiene un resultado diferente, ya que ahora elclande b estd dado
por HE'H![a), de . nera que para poder casarse este clan debe ser igual la clan en el
cual a debe buscar su esposa, es decir, Efa}, luego el casamiento puede darse bajo la
condicién

HE'H! =E estoes HE'=EH
En el tltimo caso, (IV), ¢l clan de b estd dado por

HEH' [a] = [b] = Efa]

y asi el casamiento puede darse si HEH"‘ =E, es decir, si HE = EIL
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El problema que se propone a partir de este punto consiste en el desarrolio de un
método algebraico para determinar y clasificar los casos -tanto favorables como
desfavorables- que pueden darse segin sea el némero n de clases en la particién P.

Tal método puede establecerse mediante Teorfa de Grupos, aplicindola para obtener
una enumeraci6n de los distintos sistemas matrimoniales restringidos estrictos. Antes
deentrar en tal aplicacion, obsérvese quesi el problema fuera a ser resuelto porcdiculo
directo y anilisis de cada caso, bajo la sola idea de que Ey Hson permutaciones de P,
para el caso n=2, con P = {XY}, se tendria lo siguiente: Puesto que en S, hay dos
permutaciones que son la identidad Iy una transposicion, y (4) elimina la posibilidad
E=l, junto con las dos posibilidades para H podrian darse los casos:

[a] H[a]  Efa] fa) Hja]  Efa)

X X Y X Y Y

Y Y X Y X X
() H=L E*=I (i) H=E#I

Puestoqueencada uno delos dos casosseestablece que Efa] #[a],ambossatisfacen (4).
Encuantoa (6),enlatabla (j) las funciones generadas por Hy Eson H=1I, E*=L E* <E,
de las cuales H y E? satisfacen la condicin, mientras que a E no le es aplicable la
exigencia (dado que E{a]#[a] para toda [a] en P). Asf, (i) corresponde a un SMRE. En
el caso de la tabla (i) la exigencia tampoco es aplicable a E y las demds funciones
generadas, E>=Iy H=Esatisfacen la condici6n, luego aquf se tiene también un SMRE.
Puestoque evidentemente las tablas noson isomorfas, se concluye que hay exactamente
dos estructuras estrictas para n=2.

Para n=3, la existencia de 3!=6 permutaciones implica la existencia de 6.6=36 tablas
para SMR, de las cuales deben eliminarse primero las que no correspondan a SMRE
yluego las que resulten isomérficas, con lo cual el ndmero se reduce a 3 casos. Para n=4
hay 24.24=576 SMR pero s6lo hay 6 estrictos.

Como puede deducirse de todo lo anterior, atin para valores pequeiios de n tal método
de andlisis es demasiado engorroso y es aquf donde toma valor el aporte de los tedricos
del Algebra al problema. EL punto de partida es el siguiente:

Como ya se dijo, los primos-hermanos cuyo tipo de relacion sea patrilateral o matri-
lateral paralelo no pueden casarse, pero bajo ciertas condiciones si pueden hacerlo
aquelios cuyo tipo de relacion sea cruzada. El caso que reune en uno solo a éstos dos
tipos se denomina bilateral y es aquel en el cual la mam4 de ella es hermana del papé
deélyal mismo tiempo el pap4 de ella es hermano de Ia mam4 de é1. Este tipo bilateral
de casamiento podr4 darse si las dos igualdades

EH=HE' y EH=HE 13)
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se verifican simultdneamente, de lo cual se sigue que HE = HE, es decir, E = B, As{
EH = HE y E* = [ son las condiciones para que tal casamiento pueda realizarse,
condicion esta Gltima que implica que los hombres del clan [a] deben casarse con las
mujeres del clan [b] y los hombres del clan [b] deben hacerlo con las del clan [a),
institucionalizdndose asf un untercambio. Los casos de casamiento ahora posibles son
entonces:

# ] matrilateral
EH = HE
=] bilateral

_<:‘ » [ patrilateral
EH = HE!
=] clanes pareados

Un quinto caso corresponde a las condiciones E?%L EH'#«HE y EH'»HE",ysele
conoce como &l caso “Residual.

Como parte dela teorfaa emplear en lasolucién del problema, recuérdese que un grupo
G de permutaciones de un conjunto X es regular si y solo si:

(3 P E€ G,p#identidad, —> Yxg X, px) #x
) wxeX ->3peG, pw=x

Ahora puede observarse que (6) corresponde a la condicién (a), m4s exactamente a su
contrareciproca:  3x ¢ X, p(x)=x -> p= identidad, y que (5) corresponde a la
condici6n (b), de manera que los axiomas (5) y (6) exigen que el grupo generado por E
y Hisea regular, mientras que por (4) debe tenerse E#L Resumiendo, si (P,E,H) esun
SMRE entonces el grupo G=<E,H> es regular y E+L Recfprocamente s6lo se tiene
quesi (P,E,H) es un SMR en el cual G = <EH> es regulary E#I entonces el sistema
satisface (4)y (5). Ahora bien, si en tal sistema existe [a] en P tal que Efa]=[a] entonces
por (6) se tiene la contradiccién E=I, de manera que debe tenerse queE[a]+#[a] para
toda [a] en Py as{ E+I implica (4). Con este resultado queda demostrado el siguiente
teorema, conocido como el teorema de Kemeny-Snell-Thompson por haber aparecido
su primera demostracion en el libro de estos tres autores [5].

Teorema (de KST): Un SMR (P,E,H) es escricto si y s6lo si E+#1y el grupo de
permutaciones generado por Ey H es regular.

Otro aspecto de 1a Teorfa de los Grupos que va a utilizarse es el siguiente: suyéngase
quelatabla 1 correspondea un grupo G (en este caso el grupo 4de Klein) y considérense
las permutaciones en S(G) queasignan a cada elementode la primera fila los elementos
en cada una de las siguientes filas:
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e a b C
e e a b c
| a € c b
b b [ e |
c c b 3 €
TABLA 1
e a e a8 b
e’- .'-
\¢ & b ¢ a b
e a b ¢ e a b ¢
b= =
b ¢ e a c b a e

Una rdpida verificaci6n muestraque G’ = {&’,a’,b’, ¢’} es un sub grupo regular de S(G),
isomérfico con G, lo cual es apenas una aplicacién del teorema de Cayley, cuya
generalizacion se toma sin demostracién:

Teorema (de Representacion Regular):  Dado un grupo finito G, el conjunto de
permutaciones en $(G) determinado por las filas de la tabla de G es un subgrupo
regular de S(G), isomérfico con G.

Como puede observarse, el enunciado del teorema se constituye en un algoritmo para
12 obtenci6én de grupos regulares. Ms agn, si el grupo G estd generado por dos
elementos diferentes de la identidad, entonces el grupo regular G’ obtenido a partirde
la tabla de G va a satisfacer lo exigido por el teorema de KST, de manera que llamando
Pal grupo G*, Ey Halos dos generadores de G’, se obtendrd en (P.E,H) un SMRE. Si
el mismo procedimiento se aplica para cada par de generadores de G se obtendrd una
familia de SMRE la cual deber4 clasificarse via isomorfismo, que en este caso se define
asf:

Dos SMRE, (P,E,H) y (P*E",H), son isom6rficos si existe una biyeccion £P—>P* tal
que

1) Efa] = ] <—> EXffal) = o]
2) Hfa] = b} <—> H(ffa)) = fIb]

(14)
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Como en el caso que sc analiza se tiene P=P”, f es una permutacion de P.
En cuanto alarelacién entre Ey E’, Hy I, considérese primero el siguiente resultado:

Si los SMR (P,EH) y (P",E’JT’) son isomérficos las condiciones de 1a definicién 1.4
pueden plantearse en la forma

I’) E? [b] = [a] <—> E'(fla]) = f[b]
) H'[b] = [a] <—> H'(fla]) = f[b]
y entonces para 1’ se tienen las equivalencias
Elb] = [a] <—>E(f[a]) = b}
<—>E(F(E" b)) = fv]
<—> EEB!' =f

<—> B = Bf!

Anilogamente para 2’ se obtiene H’ = fHf!, con lo cual queda demostrado el siguiente
resultado:

Teorema (de Isomorfismo): Los SMR (P.EH) y (P",E',i¥) son isomdrficos si y s6lo si
existe una permutacion fen S(P) tal que

E=\r y H=H!

Como se recordard, si w,xson elementos en un grupo G tales que x=gwg' paraalgiin
gen G, se dice que xes ¢l conjugado de w (por g) 0, m4s concisamente, que Wy xson
conjugados. Esta definicion se puede ampliar a parejas ordenadas de permutaciones
asf:

Si wx,y,zson permutaciones en S(X) las parejas (w,x), (¥,%) son conjugadas si existe p
en S(X) tal que
y=pwp' y z=pmp’. (15)
i G,la
Regresando al caso del grupo regular G* obtenido a partir de la tabla del grupo G,
per%rnutacién pdelasigualdadesen 1.5 puede noestaren G’sinoen S(G)que eselgrupo
de todas las permutaciones de G.

Dos conceptos m4s para recordar:
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- Dos permutaciones, py p’son conjugadas si y s6lo si su expresion como producto de
ciclos (descomposicién ciclica) es la misma (1.6)

La relacién R definida en G x G por
WRx <-—->w=gxg! paraalgin g enG
¢s una relacién de equivalencia que particiona al grupo G, asf que en particular la
relacion “ser parejas conjugadas™ particiona cualquier conjunto de parejas ordenadas
de permutaciones, mediante io cual pueden clasificarse los pares de generadores del
grupo G’ para identificar los que generan SMRE no isomérficos. (1.7)

Una limitacién al procedimiento planteado en (1.7) se hard evidente una vezanalizados
los ejemplos para n=2y n=3.

Ejempio 1: n=2. El Gnico grupo de orden 2 es G, (¢l grupo ciclico de orden 2) cuya
tabla estd dada por la tabla 2, de manera que las permutaciones para el grupo G’ son

_Le ¢ e c e ¢
e | e 8'-( ) c‘-( = (e ©)
clc e e ¢ c ¢

TABLA 2

©

y entonces las parejas de permutaciones que generan el grupo regular corresponden a
las parejas de elementos que incluyen un generador de C,, 0 sea

©£), €©£), (©£)

Si se acuerda identificar la funcién H con la primera componente de estas parejas, la
restriccién impuesta por (4) elimina la pareja (',e"). De las dos parejas restantes se sabe
que &’y C'tienen descomposici6n ciclica diferente, luego no pueden ser conjugadas y asf
los SMRE obtenidos a partir de ellas no son isomérficos, obteniéndose:

[a] H[a] Efa] [a] H[a] E[a]
X X Y Y
Y Y X Y X X

® (i)
con H = =E?en (I)y H* = I = EZen (ii). Mds agn, dado que C,es conmutativo,
tambi€n lo es su representacion regular y entonces tanto en el caso (f) como en el (i)
se verifica la igualdad EH = HE, significando que estos dos casos corresponden a
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sistemas de casamiento bilateral.

Ejemplo 2:n=3. El dnico grupodeorden 3 es C, cuya tabla estd dadaen la tabla3, luego
1a representacion regular la constituyen:

[ c ¢
e e c ¢t
c c c c
c ¢ e c

c e

e c ¢
c’ta - (e ¢ C),
(c‘ ¢ c)

e ¢ &Y ccd
e’-( / Cm = (6 c &)

con los cuales pueden conformarse 9 parejas ordenadas.

Una vez m4s ¢l axioma (4) elimina algunas parejas, en estecaso (€,¢), (C.£)y (c",c.:').
Puesto que se ha supuesto que c s un generador de C,, cada una de las seis parejas
remanentes genera un grupo regulary puestoque ¢! = ¢*también generaa C,, entonces
tanto ¢ como c” generan al grupo buscado.

Para particionar al conjunto

A= (€L ONCEMWEN}

con respecto a la conjugaci6n, en primer lugar se tiene que, por (1.6), ninguna‘pareja
que contenga a € puede ser conjugada con otra que no la contenga, y C es conjugado
con €%, entonces una primera clase de equivalencia es

{©£), (€D}
Porotra parte, yaque €’y ¢son conjugados, las parejas (C'.€) y (c?c?),asi como (g
y (¢*€) son conjugadas, y la clase de equivalencia de las dos primeras es diferente de
1a de las dos segundas, de manera que la particién P del conjunto A es en este caso
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P = {(c)(¢D}, {(€0), (2D}, {(€D)(c?)}}

Considerando un elemento de cada clase de equivalencia, por ejemplo (€’,C’), ©e)y
(c’,c®), se obtienen los casos siguientes:

| Hpa] Efs) (4] Ha] Epj [a] Hj] Efa)
X X Y Y X Y Zz
Y Y y A Y VA A Y Z X
y A ¥ A X z X X z X Y
H=IL, B*=I] BE=I=BF H=], E=H1
(i) @) ®

Tambi€nahora la representacién regular es conmutativa (G, loes),delocualseobtiene
que EH = HE en cada caso, asf como E *#], resultando los tres casos del tipo de
casamiento matrilateral.

La limitacién mencionada previamente debe ahora ser evidente: atin es necesaria la
comparacién de las parejas para la determinacion de las clases de equivalencia.

Asf, por ejemplo, para n=4 deben considerarse los dos grupos de orden 4 que existen,
el grupo ciclico de orden 4y el grupo cuatro de Klein. Este Gltimo permite la formacién
de seis parejas de generadores y afin a sabiendas de que la relacién de parejas
conjugadas es una equivalencia, no puede evitarse la comparacion de un buen nimero
de parejas antes de poder construir 1as clases de eqivalencia. A continuacion habria que
considerar el grupo ciclico de orden 4, sus parejas y sus clases de equivalencia y, final-
mente, se necesitarfa considerar las posibles parejas conjugadas tomadas de cada
construccion, ya que todas se han definido como permutaciones de cuatro elementos.

Asf el método del enfoque por conjugacién al problema de enumeracién parece que
deja de ser facilmente aplicable muy rdpido. No obstante ya hay demostraciones de
algoritmos que abrevian los cdlculos de 1a enumeracion (ver por ejemplo [71), tema
sobre el cual se espera presentar un articulo en un préximo ndmero de esta revista.
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