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SINTESIS:

Se utiliza el conocido concepto de micleo topolégico de un
punto para definir la nocién de “"funcién de nficleo sobre un
conjunto” y analizar sus propiedades bdsicas. Para un con-
junto X se encuentra la adjuncién entre la coleccién de sus
funciones de micleo y la de sus topologias. Las topologias
puntos fijos de esta adjuncién son aquellas en las que para
cada punto existe el menor abierto que lo contiene y son
denominadas aqui “topologias [Ma)", las cuales coinciden
con las “topologias discretas” que P. S. Alexandroff intro-
dujo en 1937, como agquellas en las que la interseccién de
cualquier coleccién de abiertos es un conjunto abierto.

(%)  Este articulo se fundasenta en el Trabajo de Brado presentado por 6TR,
dirigido por NSM, en el Prograsa de Especializacidn en Matesdticas de
la Universidad Naciona) de Colosbia, dentro del Convenio UN-UPTC.

(%) Departasento de Matesiticas. Universidad Pedagogica y Tecnolégica de
Coloebia (UPTC), Tunja. ‘
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8. NOCIONES PRELIMINARES

Una coleccién  de subconjuntos de un conjunto X se llama
una base topolégica sobre X, si cumple las propiedades:
[(Bl])] Todo punto de X estd en algin conjunto de PB.

[(B2] Si un punto x de X estd en dos conjuntos de 8, B v B~,

entonces existe un conjunto B” de B, que contiene a x
Y que estd contenido en los conjuntos B y B”.

Una coleccién F de subconjuntos de X se llama un filtro
(propio) sobre X, si cumple las aiguientes condiciones:
(F1] Kl conjunto vacio no es un elemento de F.

(F2] El conjunto X es un elemento de F.

[F3] La interseccién de dos elementos de F, es de F.

[F3]) Los hiperconjuntos de un elemento de F, son de F.

Una coleccién G de subconjuntos de X se llama un cofiltro
{propio) scbre X, si cumple las siguientes condiciones:
[C£1) El conjunto X no es elemento de G.

[C£2] El conjunto vacio es un elemento de G.

{C£3] La reunién de dos elementos de G, es de G.

[C£f4] Los subconjuntos de un elemento de G, son de G.

Sean f: X ---> Y una funcién, T una topologia sobre X
y T’ una topologia asobre Y.

Se dice que T es la topologia inicial, si los conjuntos T-
abiertos son las preimégenes por f de los T -abiertos.

Se dice que T" es la topologia final, si los conjuntos T -
;bigitoa son los subconjuntos de Y cuya preimagen por f ea
~-ablerta.

FUNCIONES ADJUNTAS
Sean : (X,<), (Y,<) conjuntoa ordenados,

f: X-—-—>Y, g: Y -—> X morfismos.
Se dice que <f,g> es un par adjunto, si para cada elemento
x de X y cada elemento y de Y, se cumple que:

g(y) S x, s1 v s6lo 81 y < f(x).

En tal caso, se dice que f tiene (o admite) adjunta, 1la
cual ea g. Y también, que g es adjunta de f. Si se requie-

re seflalar el dominio y el codominio de las funciones, se
escribe <X,f;g,¥Y>.

CARACTERIZACIONES
1. Para que el par <f,g> sea adjunto, es necesario y su-
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ficiente que se cumplan las dos condicionee siguientes:
[FA1] Para cada x de X, gf(x) <

{FA2) Para cada y de Y, y £ fg(Y)

Para que la funcién f admita adjunta, es condicién ne-
cesaria y suficiente que para cada punto y de Y, el
conjunto {x € X : y £ f(x)} tenga minimo.

3. Para que la funcién g sea adjunta de alguna funciénm,
es condicién necesaria y suficiente que para cada pun-
to x de X, el conjunto {y € Y : g(y) s x} tenga méximo.

4. Para que la funcién f admita adjunta es necesario y su-
ficiente que f conmute con extremos inferiores y que
para cada y de Y, el conjunto {x € X : y S f(x)} sea
no vacio y tenga extremo inferior.

5. Para que la funcién g sea adjunta de alguna funciénm,
es necesario y suficiente que g commute con extremos
superiores y que para cada punto x de X, el conjunto
{y €Y : g(y) £ x} sea no vacio y tenga extremo supe-
rior.

Isomorfismo de Galois: Los recorridos de las funciones £
y g son isomorfos: Re = Re.

NOTACIONES
Sea (X.T) un espacio topolégico y x un punto de X. Se
utilizardn las siguientes notaciones:

P(X) - La coleccién de los subconjuntos de un conjunto X.

c(A) : Bl complemento del conjunto A.

P> : La topologia generada por la base .

Top(X) : La coleccién de las topologiaa sobre un conjunto X

V(x,T) : la coleccién de T-vecindades del punto x.

(x] : la topologia formada con ¥ ¥ los subconjuntos de

: X que contienen a x.

(x) : la topologia formada con X y los subconjuntos de
X que no contienen a x.

T{x] - la topologia formada con & y los T—ab:lertoa que
contienen a x.

T(x) : la topologia formada con X y los T-abiertos que
no contienen a x.

T<x> la reunién de V(x,T) con la topologia (x).

Na La interseccifn de la coleccién a.

For . Bl filtro de los complementarios finitos.

Fe . El cofiltro de los complementarios del filtro F.

181




LA FUNCION DE NUCLEO

El concepto de nicleo topolégico de un panto est4d tratado,
entre otros, en los articulos (2] y (3). En esta seccién
se introduce la nocién de “funcién de nicleo sobre un
conjunto” y se obtiene la topologia asociada Yy algunas de
sus propiedades bésicas. También se encuentra la funcién
de nicleo asociada a una topologia y se presentan algunas
de sus propiedades. Adem&s, se halla la adjuncién entre la
coleccién de funciones de micleo sobre X, denotada Nuc(X),

y 1la coleccién de las topologias sobre el mismo conjunto,
denotada Top(X).

DEFINICION

Sea X un conjunto (no vacio). Una funcién N: X ---> P(X)
8e llama una funci6m de micleo sobre X, si cumple las
siguientes dos condiciones:

{N1] Cada punto de X eat& en su imagen por N.

[(N2] La imagen de cada punto de X contiene a las imégenes
de sus puntos.

En tal caso, la imagen por N de cada punto x de X se denota
N(x) vy se llama "el miicleo de x asociado a N".

La Proposicidén 1.6 permite encontrar ejemplos de funciones
de nicleo.

1.1 PROPOSICIOR

1. El nicleo de cada punto de X es no vacio.

2. El nicleo de cada punto de X es la reunién de los mi-
cleos de sus puntos.

3. Los micleos de dos puntos de X coinciden, tnicamente
81 cada punto estd en el micleo del otro punto.

4. El nicleo de cada punto de X es el menor conjunto del
recorrido de la funcién N que contiene al punto.

OBSERVACION : Todas las demostraciones que se suprimen en

este articulo son rutinarias y no tienen di-
ficultad especial alguna.

NOTACION

Se denota MNuc(X) a la coleccién de funciones de micleo
sobre X.
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DEFINICION

Sean N y N~ funciones de micleo sobre X. Se dicg que N
es fina que N° si para cada x en X, N (x) es
subconjunto de N(x). En tal caso se escribe N < N°.

1.2 PROPOSICION )
1. La relacién < es un orden en Nuc(X)..

2. La funcién Ne: X --> P(X), definida por Ne(x) = X para
cada x en X, es el minimo de (Nuc(X), <).
3. La funcién N°: X --> P(X), definida por N°(x) = {x} pa-

ra cada x en X, es el méximo de (Nuc(X), <).

1.3 PROPOSICION

Sea Q una subcoleccién no vacia de Nuc(X). La funcién Qe:
X --> P(X) que a cada x de X le asigna U {N(x): N € Q), es
una funcién de nicleo sobre X y es el infimo de Q. Ademés,
la funcién Q°: X —> P(X) que a cada x de X le asigna
n {N(x) : N € Q}, es una funcién de nicleo sobre X y es el

supremo de Q.

TOPOLOGIA ASOCIADA A UNA FUNCION DE NUCLEO

1.4 PROPOSICION
Sea N una funcién de ntcleo sobre X. Bl recorrido de la
funcién N es una base topoldgica sobre X.

NOTACION
Se denota Top(X) a la coleccién de topologias sobre X,

ordenada por la inclusién.

DEFINICION

Se define la funcién t: Nuc(X) --> Top(X) de manera que a
cada funcién de micleo N sobre X, le hace corresponder la
topologia t(N) generada por el recorrido de la funciém N.

PROPOSICION

i:s Todo abierto de la topologia t(N), que contiene a un
punto x de X, contiene a N(x).

2a. t(Ne) es la topologia, {X,%}.

*) es P(X).

gl.)- E.:N ;unciér(x )t es un morfismo de conJuntos'ordenadoa.
Bs decir, 81 N < N° entonces t(N) S t(N°), donde
t(N) € t(N°) significa que t(N) es subconjunto de t(N")
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4. La funcién t conmuta con extremos inferiores. Es decir,

si Q es una subcoleccidén no vacia de Nuc(X), entonces

t(InfQ) = Inf(t(Q)).
$. La funcién t admite adjunta.

Demostracién:

3. Sean N, N funciones de nicleo sobre X
, tales que N < N°.
Entonces para todo x de X, N°(x) es subcondu::o de N(x)
Zs::i, l: tgg:logia generada por la base {N(x) : x € X}
conten en la topologia
{ﬂ‘(x) A ' generada por la base
ego t es un morfismo de conjuntos ordenados
4. Sea Q una subcoleccién no vacia de funciones ée nicleo
sobre X. El infimo de Q es la funcién de micleo Qe
;obre X que a cada punto x de X le asigna la coleccién
be:f(xz 6 ?N? ?}. NKl recorrido de la funcién Qe es la
X) : € Q) : €
Poolosts crem) x € X}, la cual genera la
Como t es un morfismo de conjuntos ord
dos, la topo-
logia t(Q¢) es menos fina que el @)
coleceien N ((N) : N € 9). [RE@), que es 1
eciprocamente, sea A un conjunto t(N)-abi
, -abierto,
cada N en Q, y sea x un punto de A. Por la Propoaizigz
t&sél'Ael c:gdunto A contiene a N(x), para cada N de Q
ego A contiene a la colececién U {N(x): )
un conjunto bésico de t(Qe). U N2 N € Q) que e
5. Como consecuencia las Proposiciones 1.5.2b, 1.5.3 y
1.5.4, se tiene que t admite adjunta. (V. (8}))
. -

A continuaci6n se va a construir 1
t. (Proposicién 1.10.4). 4 sdjunta de la  funcién

FUNCION DE NUCLEO ASOCIADA A UNA TOPOLOGIA

DEFINICION ([2])

Dado un espacio topolégico (X T)

’ y un to
conoce con el nombre de micleo tapolbcl;: dexx :e li’ 1;1f
terseccién de los conjuntos T-abiertos que contienen a x

1.6 PROPOSICION

Sea (X,T) un espacio topolégico. La aplicacién N de X
en P(X), que a cada punto x de X le asigna su micleo
topolégico, es una funcién de nticleo sobre X.
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WOTACION
Se denota N(x,T) al nicleo de x asociado a la topologia T
y se le llama el T-micleo de x.

1.7 PROPOSICION

Sean (X.T) vy (X,T ) espacios topolégicos, X,z elementos

de X y A un subconjunto de X. -

1. El T-micleo de cada punto de X existe y es Unico.

2. Todo punto estd& en su T-micleo.

3. Todo conjunto T-abierto que contiene a x, contiene a su
T-micleo. .

4. Todo conjunto T-abierto es la reunién de los T-nicleos
de sus puntos.

5. S{ un conjunto es la reunién de los T-nicleos de sus
puntos, no necesariamente es T-abierto.

6. E1 T-micleo de un punto contiene a los T-micleos de
sus puntos.

7. El1 T-nicleo de un punto es la reunién de los T-niicleos
de sus puntoa.

8. Para que z sea del T-nicleo de x, es necesarioy
suficiente que la topologia T[x] sea menos fina que la
topologia T(z).

9. Para que z sea elemento del T-nicleo de un punto x, es
pecesario y suficiente que la topologia T{x] sea menos
fina que la topologia [z].

10. Que los T-nicleos de dos puntos coincidan, significa
que cada punto eatd en el T-nicleo del otro.

11. Los T-nicleos de dos puntos x,z coinciden, tnicamente
ai coinciden las topologias T(x] y T[z].

12. Sf un punto esté en la interseccién de todoe los
T-abiertos no vacios, entonces su T-nGcleo esté conte-
nido en tal interseccién. ’

13. La intersecci6én de una coleccién de T-abjiertos no
vacios, es la reunién de los T-micleos sus puntos.

14, Para que A sea la reunit6n de los T-miclecs de sus
puntos, es condicién . necesaria y suficiente que A
contenga al T-micleo de cada uno de sus puntos.

15. Si la topologia T es menos fina que la topologia T°,
entonces el T -micleo de cada punto es un subconjunto
de su T-nicleo.

Demostracién:

5. OCONTRAEJEMPIO. En la topologia usual sobre el conjunto
de los nimeros reales, el micleo de cada punto x es {x}.

188



14.
15.

16.

El T-exterior de A es la reunién de los T-micleos de
sus puntos. .

La T-adherencia de A no necesariamente contiene a los
T-nicleos de sus puntos.

. La T-frontera de A no necesariamente contiene a los

T-nmicleos de sus puntos.

. Todo punto est& en la T-adherencia de las partes no

vacias de su T-micleo.
La unica topologia cuya funcién de nicleo es la funcién
constante de valor X, es la topologia {X,®).

. La topologia P(X), la de los complementarios finitos y

la de los complementarios emumerables, tienen asociada
la misma funcién de nicleo: N°.

Una topologia es [T1], si y s6lo si su funcién de nma-
cleo asociada es N°. '

Una topologia T es [{T9], si y s6lo si su funcién de mi-
cleo asociada es inyectiva.

Sea C(x,T) el conjunto de puntos p de X tales que 1la
sucesién constante de valor p, converge a x. Entonces
C(x,T) = N(x,T).

Demostracion:

9.

10.

16.

CONTRAEJEMPIO. Sean R con la topologia generada por la
base {[x; -->): x € R}, renR y sea A = [r-1;r+1].
La adherencia de A es (<¢--; r+1}, N(r) = [r; -->), r
es punto de la adherencia de A y, sinembargo, el nicleo
de r no es subconjunto de la adherencia de A.
CONTRARJEMPLO. Sea R con la topologia generada por
la base {[x;-->): x € R}, r un punto de R y A = (r;—>).
La frontera de A es (<--;r], N(r)=[r;-->),r es punto de
frontera de A y, sin embargo,el nicleo de r no es sub-
conjunto de la frontera A.

Sea z un punto de X. Que 2z sea del T-nicleo de x
significa que todo conjunto T-abierto que contiene a x,
contiene a 2z, lo cual equivale a que la sucesién cons-
tante de valor z, converge a x. En consecuencia, N(x,T)
coincide con C(x,T). -

KL PAR ADJUNTO <Nuc(X),t;n,Top(X)>

NOTACION

La

funcién que a cada topologia le asigna su funcién de

micleo se denota n  Top(X) --> Muc(X).
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1.16 PROPOSICION
1. Para todo punto x de X, se cumple que n({X.3})(x) = X
y n(P(X))(x) = {x}.
2. Ia funcién n es un morfismo de conjuntos ordenados.
Es decir, 8i T, T son topologias sobre X y T es menos
fina que T°, entonces n(T) es menos fina que n(T").
3. Para cada funcién de nmicleo N sobre X y cada topologia
T sobre X, se cumplen las siguientes condiciones, donde
t es la funcién de Nuc(X) en Top(X):
(FA1l T < tn(T),
[FA2)} nt(N) < N.
La funcién n es la adjunta de la funcién t¢.
La funcién t no es sobreyectiva.
La funciém n es sobreyectiva. Es decir, toda funcién
de nicleo es generada por una topologia.
La funcién t es inyectiva.lLa funcién n es sobreyectiva.
La funcién n no es inyectiva. La funcién t no es
sobreyectiva.

Demostracién:

3. Sean O un conjunto T-abierto y x un punto de 0. Enton-

ces n(T)(x) es un subconjunto de O. Luego O es un abier-
to de la topologia tn(T) y asi, se cumple [FAl].
Sean x en X y z un punto de N(x). Supongamos que O es
un abierto de la topologia t(N) que contiene a x. En-
tonces N(x) estd contenido en O y as{, z esté en O.
Luego se verifica la condicién [FA2].

4. [Esta propiedad es una consecuencia de 1.10.2 y 1.10.3.

5. CONTRABJEMPIO. La topologia de 1los complementarios
finitos (sobre un conjunto infinito X), no es del re-
corrido de la funcién t porque su funcién de micleo ge-
nera a la topologia P(X).

6. Por 1.10.3, se garantiza que nt(N) es menos fina que N.
Reciprocamente, sea x un punto cualquiera de X y sea z
un punto de nt(N)(x). Como N(x) contiene a x y es
abierto en la topologia t(N), entonces por definicién
de la funcién n, se concluye que z esté en N(x).

7. Bstas condiciones se deducen de la Proposicién 1.10.6,
por la adjuncién de las funciones n y t.

8. Estas condiciones se deducen de la Proposicién 1.10.5,
por la adjuncién de las funciones n y t. a

En la Proposicién 3.8, se caracteriza el recorrido de la
funcién t como la coleccién de las topologias Ma(X).

o DO
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2. FUNCIONES DE NUCLEO EN TOPOLOBIAS
ASOCIADAS A FILTROS

AdemAs de los ejemplos de funciones de micleo en topologias
asociadas a filtroe, en esta seccién se caracteriza el ni-
cleo de un punto en un espacio topolégico (X,T), en térmi-
nos de ultratopologias que dominan a T.

TOPOLOGIAS FILTROSAS

A una topologia T sobre X se le llama filtrosa (resp.
ultrafiltrosa) ai es P(X) o si el conjunto T - {8} es un
filtro (resp. ultrafiltro) aobre X. (V. [9]).

Se denota Fil(X) a la coleccién de las topologias filtrosas
sobre X. Se tiene que Fil(X) es una subcoleccién de
Top(X).

2.1 PROPOSICION
Si T es una topologia filtrosa sobre X, entonces para todo
x de X, N(x,T)= N(T-{®}) U {x}.

Sean 7 un filtro sobre X, A un subconjunto de X, p,x ele-

mentos de X y [A] la topologia formada con & y los subcon-

juntos de X que contienen a A.

- 'S1 T = [A]), entonces N(x,T) = A U {x}.

- 81 T = [p), entonces N(x,T) = {x,p}.

- 835 T es una topologia mis fina que el filtro de los
complementarios finitos, entonces N(x,T) = {x}.

- Si F es méa fino que el filtro de los complementarios
finitos sobre Xy T = FN [pl, entonces N(x,T) = {x,p}.

- Si F ea menos fino que el filtro de los complementarios
finitos sobre X y T = Fn [p], entonces N(x,T) = (NAH U
x,p}.

- éi ; = Fn (p], entonces N(x,T) = (A U (x,p}.

- Sea T una topologia filtrosa sobre X. Si [A] es la in-
terseccién de los ultrafiltros triviales que dominan a T
y a1 Fe es la interseccitn de los ultrafiltros no tri-
viales que dominan a T, entonces T = [A) N Fe y N(x,T) =
Fe U AU {x}).

un

TOPOLOGIAS COFILTROSAS
A una topologia T sobre X se le llama cofiltrosa (resp.
ultracofiltrosa), si es P(X) o si la coleccién T - {X} es
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un cofiltro (reap. ultracofiltro) sobre X. (V. [9])

2.2 PROPOSICION

Sea T = P(A) U {X} una topologia cofiltrosa, donde A es un
subconjunto de X. Si x estd en A, N(x,T) = {x}, ¥ 81 x no
est& en A, N(x,T) = X.

Sean A un subconjunto de X, p,x puntos de X y (A) la topo-

logia de los subconjuntos de X, disyuntos con A.

- Sea T = (A). Si x estd en A, N(x,T) = X, v si X no est4 g
en A, N(x,T) = {x). :

- Sea T = (p). Entonces N(p,T) =X, y sif x es distinto de
p, N(x,T) = (x}.

TOPOLOGIAS METAFILTROSAS ([9])

A una topologia (sobre X) se le llama metafiltrosa si es la
reunién de un filtro (sobre X) con un cofiltro (sobre X).

2.3 PROPOSICION

Sean A un subconjunto de X, Fun filtro sobre X y la topo-
logia T = FU P(A). Si x estd en A, N(x,T) = {x}, y 81 x
no estd en A, N(x,T) = (NH U {x).

Qaan A N mhanmdiiwbna da V e — wVa o2 _ . a3 s -~ PO

i e 1

distinto de X y 3.

Toda topologia, distinta de {X,%}, domina al menos a una
infratopologia. '

Toda -topologia, distinta de {X,P), es el extremo
superior (la reunién) de las infratopologias que domina.

2.4 PROPOSICION g

Sea T = {X,2,A} una infratopologia sobre X, donde A es un
subconjunto de X. Si x estd en A, entonces N(x,T) = A, y 8i
x no estd en A, entonces N(x,T) = X.

2.5 PROPOSICION

La funcién de micleo asociada a una topologia T es el
supremo de la coleccién de las funciones de micleo asocia-
das a las infratopologias que T domina.

Demostracién:

Sea { {X,%,A1)} : 1 € .} la coleccién de infratopologias
dominadas por T. Para cada indice i, la funcién de nicleo
Ns asociada a 1la infratopologia {X,P,A1)} es tal que
Ni(x) = A1, 8i x eastd en A1. En caso contrario, Ni(x) = X.
En consecuencia, el extremo superior de la coleccién
{N1 :1 € I} ea la funcién de miclec N, tal que para cada x
de X, N(x) = N({A1 € T : x € A1} U {X}) = NT{x]). BEato es,
*3 funcién N coincide con la funcién de T-nacleo. -

LTRATOPOLOGIAS
na topologia T se llama ultratopologia si P(X) es la unica
spologia estrictamente més fina que T. (V. [8]).
las ultratopologias se les denomina triviales o no tri-
jales, dependiendo de que el ultrafiltro lo sea o né.
1 siguiente teorema es debido a O. Frdhlich:
Existen las ultratopologias sobre un conjunto X. Y son
de la forma (p) U V, donde V es un ultrafiltro distinto
de (p).
Toda topologia, distina de P(X), es dominada por alguna
ultratopologia.
Toda topologia, distinta de P(X), es el extremo inferior
(la interseccién) de las ultratopologias que la dominan.
e observa que las ultratopologias son topologias metafil-
rosas.
las ultratopologias de la forma (x) U [z], donde x,z son
lementos distintos de X, en (8], se les denomina "ultrato-
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pologias principales’

2.6 PROPOSICION

Sea T = (p) U Vuna ultratopologia sobre X, donde p es un
punto de X y Vun ultrafiltro sobre X, distinto de (p].
Para un punto x distinto de p, N(x,T) = {x}, vy N(p,T) =
(N U {p}.

Sean p,q puntos distintos, de X y sea Vun ultrafiltro no

trivial sobre X.

- 81T = (p) UV, entonces para todo x de X, N(x,T) = {x}.

- Sea T = (p) U (q). Para un punto x distinto de p,
N(x,T) = {x}, vy N(p,T) = {p.q}.

2.7 PROPOSICION

Sean (X,T) un espacio topolégico y X,z elementos distin-
tos, de X. \ ‘
1. Para que el punto z sea del T-nticleo de X, e8 necesario
3(1 :ultj'iﬁi;nte que T sea dominada por la ultratopologia
x z].
2. M(x,T) ={z€X :T=< (x)U[z)] }.

Demostracién:

1. Necesidad. S8i 2z esté en N(x,T), por la Proposicién

1.7.9, TI(x) es menos fina que [z]. Como T[(x] es menos
fina que (x) y T = T(x] U T(x), entonces T es menos fina
que (x) U [z].
Suficiencia. Sea T menos fina que (x) U (z]. Como T =
T(x) U T{x), entonces T(x] es menos fina que [z]. Luego,
por la Proposicién 1.7.9, z estd en N(x,T).

2. Es consecuencia de la Propoasicién 2.7.1.

2.8 PROPOSICION

Sea T una topologia distinta de P(X). La funcién de nicleo
asociada a T es el infimo de la coleccién de las funciones
de nucleo asociadas a las ultratopologias que dominan a T.

Demostracién:

Supéngase que toda topologia ultrafiltrosa que domina a T
e8 no trivial. Entonces la funcién de nficleo asociada a
cada ultratopologia que domina a T, coincide con la funcién
de T-nicleo, la cual asigna a cada punto x de X, {x}.

Supbngase que la coleccién {(p1) U [qa] : i € I} de topo-
logias ultrafiltrosas triviales que dominan a T, no ee
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vacia. Para cada indice i, la funcién de micleo Ni asocia-
da a la topologia (p1) U [q1] es tal que Ni(pi) = {p1,qQ1)}
y para x distinto de p1, Ni(x) = {x}.

Por la Proposicién 2.7.2, N(x,T) = {qs : 1 € I} U {x}, =i
x € {pr :1i€1I). En caso contrario N(x,T) = {x}. Se
observa que N = Inf{N1 : i € I} y como cada ultratopologia
no trivial que domina a T tiene asociada la mixima funcién
de nicleo N°, se cumple que N es el infimo de todas las
funciones de micleo asociadas a las ultratopologias - que
dominan a T. -

TOPOLOGIAS BOOLEANAS

Una topologia sobre un conjunto X se llama booleana, si es
una sub&lgebra booleana de < P(X), U, n, ¢ >. (V. [9]).
Son ejemplos de topologias booleanas sobre un conjunto no
vacio X, las topologias {X,®}, P(X) y [A) U (A), donde
A es un subconjunto de X.

Si F es el filtro [A], entonces FU Fe es una topologia

booleana.

2.9 PROPOSICION

Sea T una topologia booleana sobre X y sea R la relacién de
equivalencia asociada. Para un punto x de X, N(x,T) = Rx,
donde Rx denota la clase de equivalencia de x segin R.

Sea A un subconjunto de X y x un punto de X.

- 81 T = {X,%), entonces N(x,T) = X.

- 8i T = P(X), entonces N(x,T) = {x)}.

- Sea T = [AJ U (A). Si x estd en A, N(x,T) = A, vy 81 x
no est& en A, N(x,T) = {x}.

TOPOLOGIAS HIPERCONEXAS

Una topologia T sobre un conjunto X se llama hiperconexa si
cada vez que se tengan dos conjuntos T-abiertos no vacios,
gu interseccién es no vacia. (V. [7]).

Sea T una topologia menos fina que la topologia de los
complementarios finitos sobre X. Para cada x de X, N(x,T) =
N(T-{%}) U {x}.

Sea A un subconjunto infinito de X y T la topologia formada
con X, @ y loe subconjuntos de A cuyo complementario (en A)
es finito. S5i x estd en A, M(x,T) = {x}, v 8l x no estd en

A, N(x,T) = X.
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3. ESPACIOS TOPOLOGICOS [Mal

En esta seccifén se estudia el concepto de topologia [(Ma] y
se determinan algunas de sus propiedades. También se
caracteriza la coleccién de topologias [Ma] como la co-
leccién de topologias principales, presentadas en [8].
Ademéds se obtiene la adjuncién entre la coleccién de las
topologias [Ma] sobre un conjunto X y la coleccidn de las
topologias sobre el mismo conjunto, utilizando las funcio-
nes de nicleo asociadas.

DEFINICION

Sea (X,T) un espacio topolégico. Se dice que T cumple 1la
propiedad ([Ma), si para cada punto de X, existe el menor
T-abierto que lo contiene. En tal caso, se dice que (X,T)
e8 un espacio topolégico [Ma), o que T es uma topologia
[Ma] sobre X.

La nocién de topologia (Ma] fué introducida en 1937, por
P.S. Alexandroff, con el nombre de “topologia discreta”,
como aquella topologia en la que la interseccién arbitraria
de conjuntos abiertos es abierta.

NOTACION

Se denota Ma(X) a la coleccidén de las topologias [Ma] sobre
un conjunto X.

3.1 PROPOSICION
S1 T es una topologia [Ma] sobre X, entonces el menor
T-abierto que contiene a cada punto x, es el T-nacleo de x.

EJRMPLOS

A continuacién se presentan ejemplos vy contraejemplos de
topologias [Ma] sobre un conjunto X, no vacio.

Las topologias {X,8} y P(X).

Las infratopologias.

Las topologias con un nimero finito de abiertos.

Las topologias sobre un conjunto finito.

Las topologias booleanas.

Las ultratopologias triviales.

Las topologias ultrafiltrosas triviales.

Las topologias cofiltrosas.

No son topologias [Ma], la topologia de los complemen-
tarios finitos y la topologia de los complementarios

OO ~TO O WM -
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emumerables, sobre un conjunto no emmerable.

1. Tampoco son topologias [Ma], la topologia usual sobre
el conjunto de los nimeros reales Ry 1la topologia
{(x;-->) : x € R} U {R,8).

11. La topologia <{[x;-->) : x € R}> es wna topologia Ma]
asobre el conjunto de los mmeros reales R.

3.2 PROPOSICION

1. Para que T sea una topologia (Ma], es condicién necesa-
ria y suficiente que el T-micleo de cada punto de X sea
T-abierto.

2. Una topologia T es [Mal, si y s6lo si la interseccién
de cualquier coleccién de T-abiertos es T-abierta.

3. Que T sea una topologia [Ma], significa que para todo
punto existe la menor T-vecindad que lo contiene.

4. Que T. sea una topologia [Mal, significa que para cada
punto x de X, la topologia T{x} es [Ma]. B

5. Para que T sea una topologia [Ma], es condicién necesa-
ria y suficiente que para cada punto x de X, la topo-
logia T<x> sea [Ma].

6. 5Sea C(x,T) el conjunto de puntos p de X, tales que 1la
sucesién constante de valor p, converge a x. Para que
T sea una topologia [Ma], es condicién necesaria y su-
ficlente que para cada x de X, el conjunto C(x,T) sea
T-abierto.

Demoatracién:

2. Sean T una topologia de Ma(X), Q una coleccién no vacia
de conjuntos T-abiertos, O la interseccién de la colec-
cién Q y sea x un punto de O. Puesto que todo T-abierto
de Q contiene a x, también incluye al menor T-abierto
que contiene a x. Asi, x es un punto del T—interior del
conjunto O. ]

Reciprocamente, sea Qx 1la coleccién de conjuntos T-
abiertos que contiene a x. Como por hipbtesis, el
conjunto N{Qx) es T-abierto, se tiene que T es [Ma].

4. Necesidad. Sea x un punto cualquiera de X. Para todo
pnto z de X, por la Proposicién 1.8.1 y por ser T una
topologia (Ma], N(z,T(x]) = N(z,T) U N(x,T). Ademés,
N(z,T) y N(x,T) son T-abiertos, con lo cual N(z,T(x])
es un T-abierto que contiene a x. Bsto es, N(z,T[x]) es
un T{x]-abierto y asi, T[x] es una topologia [Ma].
Suficiencia. Sea x un punto cualquiera de X. Por la
Proposicién 1.8.1, N(x,T[x]) = N(x,T) y, como por hi-
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pbtesia, la topologia T(x]) es [Ma], mse tiene que N(x,T)
es T(x]-abierto. Como T{x) es menos fina que T, se
concluye que N(x,T) es T-abierto, y que, T es (Ma].
Reciprocamente, sea Qx la coleccién de conjuntos T-
abiertos que contienen a x. Como por hipbétesis el con-
Junto NOx es T-abierto, se tiene que T es [Ma].
Necesidad. Por la Proposicién 1.8.2, para cada x de X,
N(x,T<x>) = N(x,T).Como T es una topologia [Ma), N(x,T)
es T-abierto y, como T es menos fina que T<x>, se con-
cluye que N(x,T<x>) es T<x>-abierto. Si z es un punto
distinto de x, N(z,T<x>) = {2z} que también es un con-
Junto T<x>-abierto. Luego T<x> es una topologia [Ma].
Suficiencia. Si para cada x de X, T<x> es una topolo~
gia [Ma), entonces N(x,T<x>) es T<x>-abierto. Pero, por
la Proposicién 1.8.2, N(x,T<x>) = N(x,T), con lo cual
N(x,T) es un T<x>-abierto. Como T<x> = V(x,T) U (p),
entonces N(x,T) es una T-vecindad de x y, por la Propo-
sicién 1.9.2, N(x,T) es T-abierto. Luego, T es (Ma].
Es una consecuencia de 1.9.16 y 3.3.1. -
PROPOSICION
La coleccién Ma(X) tiene minimo y tiene méximo.
La coleccién Ma(X) - {P(X)} tiene maximales.
La coleccién Ma(X) - {X,2) tiene minimales.
La coleccién Ma(X) es cerrada para intersecciones ar-
bitrarias.
Si T es una topologia (Mal, distinta de P(X), entonces
existe una topologia (Ma] estrictamente més fina que T.
Si T es una toprologia (T1], entonces existe una uGnica
topologia (Ma] mds fina que T.
Si T es una topologia (Mal vy T’ es menos fina que T, no
necesariamente T es [Ma).
Si T es una topologia (Mal y T" es méas fina que T,
entonces no necesarismente T" es (Ma).
Sean T y T dos topologias [Mal. Si T" es més fina que
T vy menos fina que T°, no necesariamente T" es [Ma].
Sean T y T dos topologias no (Ma]. 8i T" es més fina
que T y menos fina que T°, entonces T puede ser [Ma].
Toda topologia (Ma] es l-contable.

. Toda topologia [Ma] es secuencial. Esto es, los conjun-

tos T-abiertos y los conjuntos secuencialmente abiertos
coinciden.
La tnica topologia (Ma) y [T1], es la topologia P(X).

196

L R A b et Y O S R

Demostracién:

7.

10.

11.
12.

CONTRARJEMPLO. Sea R el conjunto de los mimeros rea].ea.
Considérese la topologia T  formada por la reunién del
conjunto {R} con la topologia euclidea restringida al
intervalo [-1;1], v sea T = (2).

CONRTRAEJRMPLO. Sobre el conjunto R de los nimeros rea-
les, considérense la topologia T ={ R, & R-{2} } vy
la topologia T" de los complementarios finitos.
CORTRAEIEMPLO. Ninguna ultratopologia no trivial sobre
X es [Mal, pero es més fina que {X,2} y menos fina que
P(X), que si son [Ma].

CONTRAEJEMPIO. Sobre el conjunto R de los mimeros rea-
les, considérense las topologias T = <{[x,-->): x € R}>
N For, T'= {(x,-->) : x €R} YT = <«{[x,-->): x € RP>.
Las topologias T y T no son [Mal, pero la topologia T"
si lo es.

Si T es una topologia [Ma), para cada punto x de X, el
conjunto {N(x,T)} es una base local abierta enumerable.
Sea T° la topologia secuencial asociada a T.

£s inmediato que T es menos fina que T-.

Sea O un T -abierto. Se cumple que O = U{N(x,T"): x€0}
= U {C(x,T") : xe€ 0} =V {C(x,T) : x€ 0} = VU {Kx,T):
x € 0}. Como T es [Mal, entonces O ea T-abierto. -

3.4 PROPOSICION
Sean X,Y dos conjuntos (no vacios), f£:X ---> Y una funciénm,
T una topologia sobre X y T” una topologia sobre Y.

1.

2.
3.

Si T  es una topologia de Ma(Y) y T es la topologia
inicial, entonces para cada x de X, el T-micleo de x
coincide con £-1(N(£f(x),T")). .

Si T° es una topologia de Ma(Y) y T es la topologia
inicial, entonces T es una topologia de Ma(X).

La propiedad [Ma) es hereditaria. Esto es, todo
subespacio topolégico de un espacio topolégico (Ma], es
tambien [Ma].

Si T es una topologia de Ma(X), T" es la topologia fi-
nal y f es inyectiva, entonces para cada punto x de X,
el T -micleo de f(x) coincide con f(N(x,T)).

Si T es una topologia de Ma(X) , T" es la topologia
final y f es inyectiva, entonces T° es una topologia de
Ma(Y).

La propiedad [Ma] es divisible. Esto es, si R es una
relacién de equivalencia sobre X, la topologia cociente
también es [Ma).
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3.5 PROPOSICION

Sean X,Y dos conjuntos (no vacios), f:X ~--> Y una funcién,

T una topologia sobre X y T una topologia sobre Y.

1. Si f es una funci6n sobreyectiva, continua y abierta, y
81 T es una topologia de Ma(X), entonces T  es una to-
pologia de Ma(Y).

2. Si f es una funcién inyectiva, contima y abierta, y si
T° es una topologia de Ma(Y), entonces T es una to-
pologia de Ma(X).

3. La propiedad [Ma) es topolégica. Esto es, la propiedad
{Ma] se preserva por homeomorfismos.

3.6 PROPOSICION

1. Si T es una topologia [Ma) sobre X, el T-micleo de cada
punto de X ea compacto abierto.

2. Si T es una topologia sobre X y el T-nicleo de cada
punto de X es compacto, no necesariamente la topologia
T es [Ma].

3. Sea T una topologia [Ma] sobre X. Un subconjunto A de
X es T-abierto y compacto, linicamente si A es la reu-
nién de los T-micleos de un nimero finito de sus pun—
tos. .

4. Sea T una topologia [Ma) sobre X. Para que un sub-
conjunto A de X sea T-abierto, es necesario y suficien-

te que A sea reuni6n de conjuntos compactos y T-abier—
tos.

Demostracién:

2. CONTRAETEMPLO. Bn la topologia usual T scbre el conjun-
to R de los nimeros reales, el T-micleo de cada punto x
es {x} y, sinembargo, T no es [Ma].

DEFINICION

Se dice que una topologia T sobre un conjunto (no vacio) X
eo principal sobre X, si T es la interseccién de ultra-
topologias triviales. (V. (B8]).

3.7 PROPOSICION

1. Si T una topologia principal sobre X, entonces para
cada x de X, el T-niicleo de x es T-abierto.

2. S3i T es una topologia principal sobre X, entonces para
cada x de X, todo conjunto T-abierto que contiene a x,
debe también contener al T-micleo de x.

3. Una topologia T es principal, si y 8610 si T es Mal.
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4. Una topologia T es principal, si y s6lo si la intersec-
cién arbitraria de conjuntos T-abiertos es T-abierta.

Demostracién:
Estas propiedades se deducen de 2.7.2 y de los Teoremas 2.1,
2.2, 2.3y 2.4 de [8], respectivamente. -

EL PAR ADJUNTO <Ma(X),1l;tn,Top(X)>

.8 PROPOSICION
:1,.8 El recorrido de la funcién t: Nuc(X) -——> Top(X),
definida en la seccién 1, es la coleccién Ma(X).
2. Los conjuntos ordenados Nuc(X) y Ma(X) son isomorfos.
(Isomorfismwo de Galois).

PROPOSICION
g&i 1 : Ma(X) ~—-> Top(X) la funcién de inclusién, es de-
cir, si T es una topologia [Ma], entonces 1(T) = T.
1. La funcién 1 es un morfismo de conjuntos ordenados.
2. La funci6én 1 conmuta con extremos inferiores.
3. La funcién 1 admite adjunta.

.16 PROPOSICION
gomo consecuencia de las propiedades de adjuncién de las
funciones n: Top(X) ---> NMuc(X) y t: Nue(X) ~---> Ma(X), las
siguientes son algunas propiedades de la funcién compuesta
: Top(X) ---> Ma(X).
t]f Lapgux)xcién tn es un morfismo de conjuntos ordenados.
2. Las topologias [Ma] son los puntos fijos de la funcién
tn. .
3. Para cada topologia T sobre X y cada topologia T", [Ma]
sobre X, se cumplen las siguientes dos condiciones:
[FA1] T £ tn(T),
(FA2] tn(T") =T .
El par <1,tn> es adjunto.
La funcién tn es sobreyectiva.
La funcién 1 no es sobreyectiva.
. La funcién tn no es inyectiva.
La funcién 1 es inyectiva.

»apos
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