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INVERSA GENERALIZADA DE
UNA TRANSFORMACION LINEAL

MIGUEL ARGAEZR.*

0. INTRODUCCION

En 1920 E.H. Moore introduce el concepto de una inversa ge-
neralizada para una matriz arbitraria. En 1955 R. Penrose da
una investigacion detallada de la nocién anterior. A partir de
esos momentos el concepto de inversa generalizada se vuelve
uno de los temas de mayor estudio en matematicas. Nashed

en 1700 da una lista de referencias sobre el tema.

El propdsito del presente articulo es desarrollar los fundamen-
tos geométricos y algebraicos esenciales para construir una in-
versa generalizada de una transformacion lineal T arbitraria.
En particular construiremos la inversa generalizada de Moore-

Penrose y estudiaremos sus propiedades esenciales.

1. Definicién. Sean U,V espacios vectoriales (sobre el campo
de los nameros reales) y sea T una transformacion lineal de

U en V. Se dice que una transformacion lineal G de V en U
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es una inversa generalizada de T si

TGT=T.
Si T es una transformacién lineal invertible entonces G = T.l

y ademéas G es finica.

Sea K ={xeU ; Tx = 0} el nficleo de T y sea M un subespa-
cio complementario de K en U. Sea R = {ye V ; y = Tx
para alglin x € U} el subespacio imagen de T o recorrido de
T y S un subespacio complementario de R en V. Asi que
U=M®K y V=R ®S. Esto significa que todo x € U
y €V se pueden expresar de manera (inica como

€ K

X =X, + X

1 donde xléM, X

2 2

Y=Y1+y2 donde yleR,y268

Es importante notar que el "peso" de la transformacién lineal
T esta determinado por el subespacio complementario M puesto

que

Tx = T(x, + x

1 donde xléM,x € K

2) 2

= Txl

La ilustraci6én geométrica de lo anterior es la siguiente:



Notemos algo maés:

dim M + dim K = dim U | teorema de dimensidon
para suma directa

dim R + dim K = dim U , teorema fundamental del

algebra lineal

Luego,

dim M = dim R

y por tanto M y R son isomorfos.



Sea TO : M - R tal que Tox = Tx , la restriccion de la

transformacién lineal T a los subespacios M y R. Si x perte-
nece al nficleo de TO entonces x pertenece al nficleo de T, por

tanto x€ MM K, luego x = 0. De esta manera hemos probado
. ) , -1 .
que TO es una transoformacion lineal invertible. Sea To t: R > M

tal que T!

Oy=x31TOx=y.

Generalicemos la transformacion lineal T;l a los espacios V
y U de tal manera que no le asignemos ninglin "peso" a los
subespacios complementarios S y K de V y U respectivamente.
G:V->U
y—=Gy =Ty

0 1
donde Y =Y+t Y, y yleR, y2€S.
En particular,

Gy =Ty si y € R (1)

Gy

(]
o

si yE€ S (2)

G es una aplicacidn que estd bien definida, puesto que si,
- - -1 - % =
Gy = X,y Gy = X, entonces T o Yy = X = Xo -

2, Teorema. G es una inversa generalizada de T.

Prueba:
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(i)

(ii)

G es lineal.

Gly + s) = Glly, + 51) + (yy + 52))

donde

G( \y)

G es una

TGTx

y=y1+y2,s=sl+32 y

Yy SiER Yy, €S

i
Q

<
+
)
[72]

-1
= TO (Ayl)
- T )

o

= AGy

invesa generalizada de T .

= TG(Tx)
= TG(Txl) : puesto que X = X, + X,

y X c M, x2e_K
= T(G(Txl)) Propiedad asociativa de las

transf. lineales
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- T (Tx,) por (1)

= T(T(_)l (Toxl)) puesto que x;, € M
= Tx1
= Tx1 + Tx2 sz = 0 puesto que Xo € K
= T(x1 + x2) linealidad de T °
.—.'.Tx
Por lo tanto,
TGT = T

Se

12

deja al lector interesado probar los siguientes hechos:

T a su vez es una inversa generalizada de G. Esto es,
GTG = G.

TG, GT son idempotentes. Esto es, (TG)2 = TG
y (GT)® = GT .

El niicleo de la transformacién lineal T coincide con el nii-

cleo de la transformacién lineal GT.

El recorrido de la transformacién lineal T coincide con el

recorrido de la transformaci6n lineal TG.
Teorema. Inversa generalizada de Moore-Penrose

Si en los espacio vectoriales U y V se define un producto
interior y especializamos los subespacios complementarios
My SdeKyR respectivamente, de tal manera que sean

complementarios ortogonales (M = K‘L , S = R'L) entonces



la inversa generalizada que se produce se le llama inversa

generalizada de Moore-Penrose. (Se nota por LG. de M| P)

y tiene las siguientes propiedades adicionales:
(TG)' = TG
(GT* = GT

Ademas, la .G, de M|P es finica.

Prueba (¥*)
<TGy , s> =< TGy,sl+32> donde S =8y * 89,
Sy cR vy SZG,R*L
=< TGy, S >
=< =
TGyl R sl> donde vy Yy o+ y2_’1_
yye€R vy y &R
= < yl , Sl >
<y, TGs > =< Y * Y9 TGs > donde ylgR y yzéR‘L
=< y1 , TGs >
=<y, TGls + s;) > donde s = s, + s, ,
sléR y s2€RJ‘
=< Yy o TGsl>
=< Ype 82
(*) E1 producto interno de dos vectores, X y s, lo

notamos por <x,s >, La transpuesta de una transformacidn
lineal T la definimos mediante la siguiente propiedad:

t
<Tx , 8 >=<x, T s>
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Luego,

<TGy , s> = <y, TGs >.

y se concluye entonces que

(TG)t = TG

De idéntica manera se prueba que

1t = TG .

Vamos a probar a continuaciéon la unicidad de la L.G de M| P.

Sea G* una inversa generalizada de T que cumple las propie-

dades adicionales de la inversa generalizada de M| P. En-

tonces:
7.1 G* = G* TG*
Grt = G*' G
7.2 <n,GC*Tx> =n"G*Tx , ne€eKkK
= (G*tn)t Tx

(G*t G*Tn)t Tx

14



- < G*' G*Tn , Tx >

= 0 Puesto que Tn = 0

1

Por lo tanto, G* Tx € k donde x €U

7.3 Ti(x - G*Tx) = Tx - TG* Tx
= Tx - Tx
=0

Por lo tanto, x - G*Txé&€ K.

74 Si  x€K! por 7,2y 7.3 setiene x - G*TXEKNK

L
Como Ky Kl son subespacios complementarios de U se
concluye que

x = G*¥Tx donde X € K‘L

7.5 Sea s €ER entonces TG* s€ K . Ademas

o
i}

<s, TG*s >

st TG* s

st TG*TG* s

)t

(TG* s)” TG*s

< TG* s , TG* s >

Por lo tanto, TG*s = 0 donde s& R‘L . Aplicando G* a
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ambos lados de la ecuaci6én tenemos

G*s = 0 donde s € R‘L

Ahora estamos listos a probar la unicidad de la 1.G. de MIP.

En efecto,
Gty =G*y, +vy,), y,eR,y,eRt y y-y +y
1 2’ 1 > 72 1 2
= G*(Tx + y2) y Yy = Tx vy x ekt
= G*Tx + G*y2
= X donde x€& K'L , por 7.4 y 7.5 .

Por la definicion de G se tiene Gy = x . Por tanto G*y = Gy
para todo y& V.

Asi, se ha probado que la I.G. de M|P para una transformacidén

lineal es Qnica.

Finalizaremos el presente articulo ilustrando cémo se obtiene

la inversa generalizada G de una transformacién lineal T.

Sea T : u-v con u=M®@®@K,v=R®S . Ademas,
sean [ul , u23 y [vl , VZ] bases de M y R respectivamente
y sean [US R u4], [VB] bases de K y S respectivamente.

Sean Tu, = Bllvl + 621V2

Tuy = Byovy * Bop ¥
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Entonces

|+ Gguy + Qqug + 0t4u4)

oy (Byyvy + Bygvg) + 0 g(B ovy + Bygvy)

Tx = T( ou

i}

(B2 + Bgtg) v, + (Byjoy + Y AD)

= To(alul + a2u2)

Luego la matriz asociada a To en las bases Eu1 , u2] ,

[vl , v2] de M y R respectivamente es

[T] =

y como se ha probado que [TO] es no-singular, entonces
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Bg  Byg
[T°]-l 8 sl B..B
11822 - B12fyy By, By
P22 o
= A A , donde
-8 B _ -
—2t 1 A= BBy - Bygbyy
| T4 A

Para conocer T, I basta con conocer su comportamiento en
A]
las bases de R y M. Esto es,

e T B T
o V1T Ta WiTT3 Y
-B B

- 12 11

Ahora podemos definir G:

Gy:G(yl"'YZ)) y=y1+y2 y yléRsyZés

_ 1
°To Y

-1
Ty (Epvy + &V

-1 -1
E1 Ty (V) + & T (vy)
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B B B B
22 21 . 12 11
=5 (%" vy-3 A i s By R
B Bl B B
22 21 11
=( A gl A E )u "'(" A gl + A gz) u2 .
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