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UN METODO ELEMENTAL
PARA ENCONTRAR NUMEROS IRRACIONALES*

IVAN CASTRO CHADID**

Uno de los temas que se tratan con més descuido en los pri-
meros semestres universitarios es el relativo a los nfimeros
irracionales. Usualmente nos contentamos con dar la tradicional
demostracién atribuida a Hippasos de Metaponto, de la escuela
pitagdrica (siglo quinto antes de Cristo), sobre la irracionalidad
de V2, y se les informa a los estudiantes que hay més irra-
cionales que racionales, situacién que terminan aceptindola asi

no conozcan otros ejemplos que no estén relacionados con

/2

Aunque pruebas como las de la irracionalidad de my e de-
bidas a Johann Lambert en 1761 y Leonhard Euler en 1737
tienen m&s de 200 afos, son muy pocos los docentes que las
presentan en sus cursos; ni siquiera se da la sencilla demostra-
ci6bn debida a Ivan Niven de la irracionalidad de w(Ver [1]).

Sabemos que otros nimeros como sen 5, In 2, arcocos —-;- y
muchos més, son trascendentales y por lo tanto irracionales;
este resultado lo publicé el matemético alemén Ferdinand Lin-
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demann en 1882, pero su prueba estad lejos de la éomprensifm
de los estudiantes de los primeros semestres, ya que se susten-
ta principalmente sobre resultados de teorfa de cuerpos (ver
[2]). Algo similar sucede con el criterio de irreductibilidad de
Eisenstein, que nos permite demostrar la irracionalida de nime-
ros del tipo n/_P..

Por los motivos anteriormente planteados, creemos conveniente
presentar un reciente resultado debido al profesor Alan E.
Parks [3], que nos va a permitir demostrar la irracionalidad de
una ilimitada cantidad de nfimeros reales, sin tener que recu-
rrir a mayores herramientas que las que nos da un curso ele-
mental de célculo diferencial y el teorema fundamental del
célculo.

Definici6n:

Sea c € Ry f una funcibn continua de [0, c] en R, positiva
en (0,c). Diremos que f es una funcién especial para c (F.e.

para c), si existe una sucesiébn de funciones f . f2 , e de

1
[0,c] en R, derivables en (0,c) tales que:

f(x) , si n=1,
1) ¥xe(0,c), f'n(x) =

fn_l(x) ,8i nz22 .,

2) f(0 vy f(c) estsnen Z, Yn 21,
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Lema 1:

Si f esuna F.e. para cCc Yy

P = { g(x) ¢ R(x] | g?g y ggk; estinen 2, V ke N }

c

entonces [ f(x) g(x)dx ez, Vg(x)eP .
0

Demostracibn:

Sean g(x)e P con 3g=d (grado de g igual a d) y
d
n (n)
hx) = 5 0T ) g
n=0

entonces

o g™V )

n+l

hx) = > ()" (700 g™ (x) + f
m

d d-1
0 g + 2 (0" 1w g S Enn
“n=1 n=0

d

ey, 0 g4
= f(x) g(x) .
Luego
(o4
C
[ 0 g0 ax = (0]
0 0

1()g

(n+l)

x)



d
n
= > 0T gy - L0 g
n=0

Como cada uno de estos sumandos es un entero, la suma sera

un entero.

Lema 2:

Si g(x) y hi(x) estén en P, entonces g(x) h(x)eP .

Demostracibén:

Es una consecuencia inmediata de la igualdad

n
@M = > (1) gl Ky
k=0
Observacibn:
Si ¢ ="F1 con m, ne:Z+ y t{x) = m - 2nx , entonces
t(x) eP .



xk(m-nx)

=3

— con m,n e:Z+ R

entonces gk( x)eP .

‘Demostracidn:

Por inducci6n:

1) go(x) = 1. Luego go(x) eP .

2) Supongamos que gk_l(x) e P, veamos que gk(x)eP .
En efecto:

xk-1 (m-nx)k - knxk(m-nx)k.l )

= g (x) tx)

Como gk_l(x) y t(x) estdn en P, por el Lema 2 tenemos
que g _,(x) tix)eP .

Luego g' (x}eP .

Para que g k(x) eP sblo falta ver que gk(O) y gk(c) son

enteros, lo cual es evidente ya que gk(O) =0 y gk(c) =0.

Lema: 4:

xk(m-nx)k

Si ¢ = k!

keN,

=13

con mneZ 'y glx) =



entonces

C
f f(x)gk(x) dx eZ_ .

0

Demostracién:
c

De los lemas 3 y 1 se desprende que ff(x) gk(x) dx eZ
0

Como 8 Y f son continuas en [0,c] y positivas en [0,c] ¥y
c

positivas en (0,c) entonces f f(x)gk(x)dx>0 .
0
Lema 5:

k k
con m,n € Z+ y gk(x) - X (monx)” keN,
k!

Si ¢ =

=13

c
existe NelN tal que VkzN, 0< S f(x)gk(x)dx <1l.
0

Demostracién:

Sea h(x) = x(m-nx) VYxe[0,c]. Como f y h son continuas
y positivas en [0,c], existen M >0 y L > 0 tales que
fix)s M y hix) sL Vxeloc].

Patr lo tanto,

c
' K
0<f f(x) gk(x) dx s CM%-!— Vke:Z+ .
0
LK
Dado que Lim Kr =0, existe N€2Z tal que VK z N,

Ko
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K

L
0 <CM KT <1.
C
De donde, V k2 N o<f flx)g, (x)dx <1 .

0

Teorema

Si f es una F.e. para c, entonces C €8 irracional.

Demostracion:

Si ¢ fuera racional, los lemas 4 y 5 nos conducirfan a una con-
tradiccibn.

Corolario 1:

Sicos r y sen r son racionales, con 0 <|r| sm , en-

tonces r es irracional.

Demostracibn:

Como cos |r|] y sen |r| son racionales, existe m ez tal
+

que m cos |r|y m sen |r]|son enteros.

Sea f(x) = m senx Vxel[o, |r] 1, f esuna f.e. para|r]

entonces |r| es irracional y por lo tanto r es irracional.

Ejemplo 1:

Como cos m =-1 y sen w=0 entoces ¥ €s irracional.



Ejercicio 1:
2 2 2
Sean x,y, z€Q tales que x“ + y“ = 2 y zy # 0, en=

X . .
tonces arcocos 5 ©s irracional,

Demostracion:

. X ™ . .
1) Si x=0, arcocos Zz = 39 Que es un nGmero irracional.

2) Si x# 0. Se presentan las siguientes posibilidades:

2-1) Que xz>0 y yz> 0.

En este caso existe un finico &ngulo 0©¢(0, g )

tal que cos@= X

RS =X
2 ysen@—z

Aplicando el corolario 1 tenemos que O es irracional.

X . .
De donde arcocos 7Y arcosen‘g son irracionales,

2-2) Que xz > 0 y yz <0.
T

En este caso existe un finico &ngulo O¢g(- 7 0) tal
que cos O=-’z£ y sen O=§ como 0< | 0] <

m
X 20
aplicando el corolario 1 se tiene que arcocos Z Y

arcosen % son irracionales.

2-3) Que xz <90 y yz>0.
Existe un Gnico &ngulo O g ( g ,T) tal que

cos O= -’z(- y sen 0O = % . Luego por el corolario 1



X . .
tenemos que arcos y arcosen )z[ son irraciona-
les.

Corolario 2:

Si r s:Q+ y r#1, Lnr es irracional.

Demostracibn:

1) Si r >1 entoces Lnr >0. Como r E:Q+ , existen
e Z tales que r = m
m y nen . s q =5 -
fx) =ne* Vxel0,Lnr)esuna F.epara Lnr.
Por lo tanto Ln r es irracional.

2) Si 0 <r <1, entoces %E Q, vy % > 1 . Aplicando

1) tenemos que Ln r.1 es irracional y por lo tanto

E.n r es irracional.
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