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MAL-CONDICIONAMIENTO:
RAICES DE POLINOMIOS

Bruce H. Edwards *
Carlos E. Ferndndez O.**

1. DESCRIPCION GENERAL DEL PROBLEMA DEL
MAL-CONDICIONAMIENTO.

El tema de mal-condicionamiento aparece repetidamente en las matemdticas numeéri-
cas, dando lugar con frequencia a interesantes sorpresas. El término mal-condiciona-
miento expresa una cierta caracteristica de algunos problemas segtin la cual pequefios
cambios en los datos pueden causar grandes cambios en la solucion. Esos pequefios
cambios pueden ser resultado de mediciones imprecisas o errores de redondeo.

Podemos formarnos una idea bastante buena de mal-condicionamiento de la siguiente
manera. Supongamos que tenemos un problema para resolver con la calculadora. Por
razones de la arimética interna de la mdquina, los datos numéricos pueden ser
ligeramente cambiados. Por ejemplo, en la mayorfa de las calculadoras actuales, el
nimero 1/3 no puede ser expresado internamente de una manera exacta, porque
trabajan con base binaria.
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Si un problema tiene como dato el niimero 1/3, necesariamente ocurrird un pequefio
error de redondeo en este dato,ademds de otros posibles errores de redondeo en otros
datos y durante los cdlculos. Si la solucién obtenida con la calculadora es “muy
diferente” de la verdadera solucion del problema, decimos que el problema es mal-
condicionado. Por ejemplo, tan (1/3(14.13717)2-980762, pero tan (.333333(14.13717))
2270828.

Esbueno hacer énfasis en el hecho de que el mal-condicionamiento de un problema no
depende delalgoritmo empleado para resolverlo, sino que es inherente al problema. Es
decir, es el problema mismo que es mal o bien-condicionado, no import a el método de
resolucion. En esto se diferencia del concepto de Estabilidad [1].

En este trabajo discutiremos el mal-condicionamiento en relacién con el problema de
encontrar las rafces de polinomios. En particular, veremos c6mo cambian las rafces de
polinomios si sus coeficientes son ligeramente perturbados. El lector puede estudiar
otros aspectos del mal-condicionamiento, por ejemplo en Ia solucién de ecuaciones
lineales, en los artfculos [3] y [4] que aparecieron muy recientemente.

2. ECUACIONES CUADRATICAS.
Consideremos primero el caso sencillo de una ecuacién cuadritica:
f(x) =x*+ax +a,
con raices reales r; > r,. Pensamos que las raices de f(x) dependen de los coeficientes
a; y 8. Si cambiamos el coeficiente a,. Si cambiamos el coeficiente a, por a, + €,

entonces s¢ puede aproximar el cambio en larafzr;,Ar;:

¥3y

Sir, = (-a, + V a;2-4a)) 2 y 1, =(-a; - Va,2-4ag) 2, es f4cil comprobar que

1

oL 1 _
l 2a, |=V a,°-4a, (r;-1

yentoncesar,x€ /(1 - 1) serd grandesiel término (1, - ,) =0. En particular, un polino-
mio cuadrético cuyas raices son casiiguales es mal-condicionado. Invitamos allector
aplicar estas ideas con el primer problema propuesto al final del articulo.

3. EJEMPLO DE WILKINSON.

IPeroel asunto es mds complicado! Es posible que las raices de un polinomio sean mal-
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condicionadas aunque estas raices estén bien separadas. Wilkinson [7] consider6 el
siguiente polinomio de grado 20:

f(x) = (x + 1)(X + 2)...(x + 19)(x + 20)

Como el polinomio aparece factorizado, es ficil ver que susraices son -1, -2, ..., -19,-20.
Supongamos ahora que el polinomio no estd factorizadoyaparece entonces enla forma

f(x) = ag + a,x + %% + ... + 2,9x1 + x%,

Sireemplazamos el coeficientea, o porb =a,o + 2723, 1o cual obviamente es un “cambio
iy , 19P 19 ocua
pequeiifsimo”, podria pensarse que las rafces del polinomio resultante,

g(x) = g + ax + ax? + ... + bx1? +x20

son muy parecidasa las raices de f(x). iPero no es asi! Wilkinson encontr6 que las raices
de g(x) son “muy diferentes”:

-1.000000000
-2.000000000
-3.000000000 :

-10.095266145 £0.643500904i
-4.000000000

-11.793633881 £1.652329728i
-4.999999928

-13.992358137 £2.518830070i
-6.000006944

-16.730737466 £2.812624894i
-6.999697234

_ -19.502439400 £1.940330347i

-8.007267603
-8.917250249
-20.846908101

Observe que las raices se han trasladado una distancia considerable, en el plano
complejo, como respuesta a ese “cambio pequefio” en los datos. De acuerdo con Io
explicado anteriormente, el problema de hallar los ceros de este polinominio es mal-
condicionado.
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4. TEORIA

Ahora veremos en mds detalle lo que hemos ilustrado en las secciones anteriores.
Siguiendo [6, p. 287], consideramos una rafz simple r del polinomio

PE)=x"+a  x"1 +..+ax+a;.

Hacemos una pequefia perturbaci6n € en un coeficiente de este polinomio, y
formamos €l polinomio perturbado:

Qe (x) = p(x) +€xX.

Si € es suficientemente pequefio, es posible mostrar que existe una funcién analitica
r (€)talquer (0) =ryr (€)es unarafzsimple de q¢:

p(r(€)) +Er(€)k = 0.
Derivando respecto a la variable ,
P'(1€))r(€) + r(e)* + ker(e)<'r'(e) = 0.

Si ponemos € = 0 se obtiene r’(0) = -r¥/p’(r). Usando los primeros dos términos de
una expansion de Taylor, llegamos a la aproximacién:

1 (€)=r(0)+€r’(0) = r-er¥/p’(r)

Asfque tenemos nuestra férmula principal sobre €l cambio en una raiz r causado por
el cambio€ en el coeficiente de xk:

* - z——rk €
*) Ir©) -l = Lo

Miramos de nuevo la discusion de la ecuacién cuadratica p(x) = x? + a;x + ag. Aqui,
k =0,p’(x) = 2x + a,,y la férmula (*) nos dice:

1
T K-
Ir(€) -l 2r; + 2,

Pero,ry + r, = -a,, y entonces 2r; + a; = r, -1,, y llegamos a la aproximacién de la
segunda seccidn:

1
LARLCRIEE =3
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Finalmente, volvemos al polinomio de Wilkinson en la tercera seccion. miramos la rafz

r = -20bajo el cambio € =223 en el coeficiente de x19. Asique p’(-20) = -19! ylaférmula
(*) nos da

k 19
[r(€) 1|~ pf(r) €= i‘; 223 =5.138

Notese que el cambio actual fue mucho menos (0.8469). La estimacion (*) mejora
mientras € tiende a cero.

5. PROBLEMAS PROPUESTOS.

Invitamos a los lectores a resolver los siguientes problemas y mandarnos sus solu-
ciones.

1. Encontrar las raices de los dos polinomios cuadrdticosx?-2.1x + 1.1 y X% -2.1x+
1.099. Discutir el cambio en las raices causado por la perturbacién pequefia en el
término constante.
2. Encontrar las jaices de los polinomios siguientes:

p(x) = x> - 15.00x* + 85x - 225x% + 274x - 120

q(x) = x5 - 15.01x* + 85x3 - 225x% + 274x - 120

3. En el polinomio de Wilkinson, estimar el cambio en la raiz r = -16 causado por un
cambio de € en el coeficiente de x°.
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