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Separaciones de Wallace:
Otra aproximacién a la topologia®*

RAFAEL ISAACS**

Hay muchas maneras de acercarse a conceptos topolégicos, tales como el
de funcién continua, conjunto abierto, conjunto cerrado, conexos, etc. Hoy
en dia, la forma clésica acepta como un concepto indefinido el de conjunto
abierto, imponiendo ciertos axiomas sobre estos. Una manera dual a ésta,
es partiendo del concepto de conjunto cerrado. Otra forma que se estudia en
los cursos introductorios a la topologia se basa en axiomas referentes a la
funcién de adherencia, sistema que se conoce como la Axiomatizacién de
Kuratowski. De manera dual, se puede partir también de la nocién de in-
terior. Otro enfoque, no exactamente igual al anterior, consiste en partir de
un concepto igualmente importante, como es el de sucesién convergente.
En Colombia se ha trabajado en el tema, y, por ejemplo, Carlos Ruiz y Ma-
nuel Sudrez tienen resultados que relacionan criterios de convergencia con
Topologia en el sentido cléasico.

Hay que observar que muchas veces es tutil definir el espacio topolégico
que se requiere, diciendo qué sucesiones convergen. Es el caso de las dis-
tribuciones en anilisis, en donde se exige que para que una sucesiétn de
funciones converja se requiere que todas sus derivadas converjan. Las dis-
tribuciones son operadores que respetan esta convergencia.

Es asf como, aproximéndose por diferentes caminos, se puede esperar enri-
quecimientos en cuanto a aplicaciones de la topologia en un sentido amplio.

* El presente articulo constituye parte del proyecto de investigacién UIS No. 5050.
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Precisamente, la conexién es un camino que nos puede llevar a los concep-
tos topolégicos, de manera que se abarcan aplicaciones mas amplias en don-
de la topologia no logra ser satisfactoria. Explicitamente, en estructuras de
tipo discreto como los grafos, los naturales, los grupos ciclicos, se encuen-
tran fructiferas aplicaciones; es de esperar que asf sea en ciertos campos
del analisis,

Como este es un tratamiento poco conocido, el objeto de este trabajo es di-
fundir el enfoque que presenté Wallace (1941), y que es retomado por Hammer
(1963), en donde la nocién indefinida que se axmmamza es la de «separacién»,
o sea la negacién de la conexidad.

1. SEPARACIONES
Definicion:

Una separacién sobre el conjunto X es una relacién “ » entre subconjuntos
de X que cumple las siguientes propiedades (A, B, A y B’son subconjuntos
cualesquiera de X}

i) Simetria: A|B implica BJA .

ii) Herencia: Si A y B son subconjuntos de A y B, respectivamente, y
ademés A |B' entonces A[B .

Si C es un subconjunto de X, diremos que C es conexo si no es la unién de
dos subconjuntos no vacfos y separados.

Una separaciéon de Wallace, ademés de i) y ii), cumple:
iii) Exclusividad: Si A[B entonces ANB = ¢ .

Una separacién de Wallace ser4 una separacién completa si cumple las pro-
piedades:

iv) El vacio esta separado de cualquier conjunto.
v) Si AB y C|B entonces AUC|B
Ejemplos:

1) En la topologia clédsica se dice que dos conjuntos A y B estdn separa-
dos si se cumple a la vez
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3)

AMB=4¢, AMB=¢ y ANB =14

(en donde A denota la clausura topolégica de A).

Esta es una separacién completa, como se puede demostrar facilmente.
Los conexos segun esta separacién corresponden a los conexos topolégi-
cos. Realmente la condicion ANB = ¢ sobra, pero la snunciamos por
ser util para la siguiente generalizacién.

Consideremos un operador * definido sobre los subconjuntos de X, que
sea aditivo (i.e. (AUB)* = A*UB*) y que cumpla ¢* = ¢ .

Se tiene igualmente una separacién completa, no necesariamente deter-
minada por una topologia. En efecto, definimos A[B si se cumple con-
juntamente:

ANB=4¢, A*NB=¢ y ANB*=4.

Supéngase, por ejemplo, un conjunto de funciones derivables, en donde
al ser A un subconjunto de tales funciones, A* es el conjunto de sus de-
rivadas. ;Corresponde esta separacién a alguna topologia sobre el con-
junto de funciones derivables? ¢

En IR " decimos que A|B si existe un hiperplano de dimensién n-1 de tal
manera que A y B estén situados cada uno en diferentes semi-espacios
abiertos de los dos que determina el hiperplano. En otras palabras,
toda recta que une un elemento de A con otro de B contiene algin pun-
to del hiperplano.

Esta es una separacién de Wallace que no es completa, en donde una
esfera con un punto interior aislado conforma un conjunto conexo ¢

El siguiente resultado es valido para cualquier separacién:
Proposicion 1:

Si (A) es una familia de conexos, dos a dos, no disyuntos, entonces su
uniéon UA, es un conexo.

Demostracién: Considérese B|C , C y B no vacios, tales que su unién es
la uni6bn UA,. Escojamos A,y A, tales que A,NB # ¢ y A,NC # ¢ .
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Como A.NA, # ¢, existe un elemento X, comin a A,y A,, que debe
estar en C ¢ en B. Supongamos que X, €C; entonces A1 C # ¢, y se tiene
que A,NB y A,NC constituyen una separacién de A, lo que indica
que A, no es conexo, contrario a lo supuesto. De la misma forma si
X, € B, entonces A; no es conexo. Tenemos entonces gque UA, no se puede
separar, es decir es conexa @

2. CONTINUIDAD

Sean X y Y espacios de separacién; definamos una funcién continua entre
ellos de la siguiente manera:

Definicion 2: Sea f:X — Y. Diremos que f es continua si, y sélo si, para
cualquier par de conjuntos A y B de X se tiene

f(A) | f(B) implica A[B e

Proposicién 2: Sean X y Y espacios de separacién, y f: X = Y una funcién
continua; si A es un conexo en X, entonces f(A) es conexoen Y.

Demostraciéon: Supongamos que f es continua y f(A) no es conexo. Exis-
tiran B y C, subconjuntos de Y, ninguno vacfo, y tales que B|C, mientras
f(A) =B UC.

Tomando B' = ANf-B) y C' = A N {-*C), tenemos que

B=fB)y C=f(C).

Utilizando la definicién de continuidad, tenemos que B'| C' Como A =
B' U C’, se deduce que A no es conexo B

La reciproca de esta proposicién no es cierta. Sin embargo, hay proposi-
ciones que caracterizan los espacios de separacién en donde sf se cumple.

Una contra-ejemplo es considerar la sucesiéon {1/n} con el elemento O y la
separacién inducida por la topologia usual, en la cual los tunicos conjuntos
conexos son los puntuales. Como espacio Y consideramos los naturales,
en donde dos conjuntos A y B estdan separados si la distancia entre sus
elementos es mayor que 1; aqui los conexos son intervalos, finitos o no.

Definamos f tal que al 0 le asocie el 0 y a {/n le asocie n(n # 0). Clara-
mente, f envia conexos en conexos, pero no es continua: si tomamos

Z = {ln |n 28}, y W = {0}, f(z) estard separadade f(iw) sin que Z y W
lo estén.
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Proposicién 3: Si T es una topologia de tipoT:, y definimos a partir de
ella el espacio de separacién, las funciones continuas segin t son las mismas
que se generan por la separacién.

Demostracién: Sea f: X — X una funcién Tcontinua; debemos probar
que si f(A) | f(B), entonces A[B. Si f(A)| | f(B), como esta separacion se
deriva de_ T, por definicién tenemos que fa) In fB) = ¢, y ademas

flA) N f(B) = ¢. Como f es continua, f(A) D f(A), y por lo tanto se tiene:

fA) Nf(B) = ¢ , flA) NHA) = 4.
Por conjuntos se sigue:
ANB=4¢, ANB=4,
lo cual significa que A[B .

Reciprocamente, ahora probaremos que si f es continua segtn la separa-
cién, entonces f es T-continua.

Supongamos lo contrario, es decir, que f no es Tt-continua: entonces exis-
tira A tal que f(A) & f(A), o sea que existe x € f(A) que no esta en f(A),
ni en f(A). Por tanto {x}y f(A) son disyuntos, asf como {x}y f(A). Como
Tes Ty, {;_} = {x}, y por tanto {x} N f(A) es vacfo. Tenemos que {x}|f(A).
Sea y € A tal que f(y) = x, (x € f(A)); entonces, si B = {y}, tenemos
f(B) | f(A). Sin embargo A B, pues A N B+#4. Entonces f no es conti-
nua en el sentido de la separacién B

3. RECONSTRUCCION DE LA TOPOLOGIA

Dada una separacién, nos proponemos asociarle en lo posible un espacio to-
polégico. Para ello construiremos la funcién de Wallace (w) que jugara el
papel de clausura.

Definicién: Sea Y un conjunto en un espacio de separacién; definimos:

wY = N Xe,

Xy

Proposicion: Cuando se tiene una separacién completa, w cumple las si-
guientes propiedades:
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i) oYY y wé=¢.
i) oY= N {x}°
{x}Y

iif) @(XUY)=wXVaoY.
iv) XY =X NY=¢y XNwY=4%.

Demostracion::

i) Sea y €Y; si X es un subconjunto del espacio, por exclusividad

iii)
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X[Y=>XNY=4¢, ypor tanto y €X°, entonces, y € NX-;
_ X[y
tenemos pues que Y CwY.

Que wé = ¢ es inmediato.

ii) Es claro que Nix¥D N x° yaquesi ICJ
@y Xy

setiene N A, D NA, .

i€l T€Jd

Sea z € N y X|Y.Si z €X, entonces {z}eX, y por herencia
fhY

{z}Y; por tanto, z no estarfa en M {x}¢, contrario a lo supuesto.
MY

Concluimos que z ¢ X para todo X|Y, lo que quiere decir que
z€EwY.

Veamos primero que

Uz = (Uz) UNg). (1)

ZIXUY ZX  ZIY
Como se sabe que

UA,C (UA) N(LA),

i€y i€l i€}

la inclusién se tiene en un sentido. Supongamos que u es un ele-
mento de la interseccién de la derecha de (1); entonces existirén z,
y z; tales que u€Z,NZ, y Z/X, al igual que Z,/X. Por ley heredita-
ria tenemos que Z:NZ,|X 'y Z,NZ,ly , y como la separacién es
completa, esto implica que Z:NZ.lxuy; por tanto, u pertenece a

LthZ. Esto completa la demostracion de (1).
zpxuy




Para demostrar iii) tenemos que por definicién

wixuy) = Nzt
zxuy

pero aplicando al término de la derecha las leyes de Morgan,

wixuy) = (U z)°,
leuy

que es lo mismo, segun (1), que

wixuy) = [(U Z) N (UZ)]°,
ZiX

que desarrollando nos prueba:
w(xuy) = w(x) U oly) .
iv) Obvio B
Teorema:
En una separacién de Wallace son equivalentes las siguientes proposiciones:
) XY «= [wXUY=¢y XUwY=¢y XUY=4].

ii) Si para cualesquiera pEX y q€Y se cumple {P}lY, {g}X, en-
tonces X|Y .

Demostracién: i) — ii):

Supongamos que para todo pEX y todo
q€Y, plY y {IX.

Sabemos, por la proposicién precederite, que

wX =[ U {q}]°,
{ahx

yquesi q. €Y entonces {q.}/X; es decir q,€ U {q}, osea q, €EwX.
fahx

Quiere decir esto, que Y NwX = ¢,

Simultdneamente se prueba que w Y N X = ¢, lo que conjuntamente con
X N'Y = ¢ nos garantiza por i) que x|y .
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i) —1i):

Nos interesa probar que wX NY=¢, X NwY =¢ y XNY =4 impli-
ca que X|Y (en sentido contrario ya se tiene). Todo esto, suponiendo que
ii) se cumple. Supongamos entonces quey €Y.

Como Y NwX = ¢, se deduce que y ¢wX.

Por definicién, y € Uz,
A1 ¢

y por herencia {y}|X para todo y € Y. Asf mismo vemos que {x}[Y para
todo x € X, ypor ii) tenemos que XY R

Definicién: Una separacién completa es topolégica si, ademés de cumplir
la condicién del teorema precedente, cumple que:

xHY = &} wY .

Teorema: En una separacién topologica, la funcién de Wallace w cumple
los axiomas de Kuratowski.

Demo stracién: Ya que vimos que

wé=¢,
wX>2X,
w(XUY) = wiX)U w(Y)

Falta ver que w w(X) = w(x) .

Ya se tiene que wi(x) < wwi(x): la otra contenencia, que ww(x)= w(X)} se
tiene, puesto que

Nyl Nyl
yiX

ywX
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