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§0. PRESENTACION

En estas notas se hace el estudio de algunas nociones asociadas a la funcién de exterior
sobre un conjunto. Esta funcién produce una relacién cuyo corte horizontal induce una

nocién que denominamos de exteriorizante. Y también se realiza una extensién de los
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conceptos de exterior y de exteriorizante. Se demuestra que existe una correspondencia
biunivaca entre cada una de estas tres nociones y la coleccién de to pologias sobre el con-

junto en el que estdn definidas.

El presente trabajo fue realizado dentro dela investigacién “Topologia General. Primera
Parte" que estd adscrita 2l Centro de Investigaciones y Extensién de la Facultad de Ma-

temidticas y Ciencias Naturales de 1a UPTC. Y fue expuesto en ¢! Encuentro de Topolo-
gia No. 1 realizado en Bogotd en noviembre de 1987.

En la scccidn 1 se transcriben algunas propledades conocidas de 1a funcién de exterior. Ini-
" cialmente se toma como concepto primitivo la noclén de funclién de exterlor sobre un con-
junto y se obtlenen algunas consecuencias. En particular se determina la topologla asociada.
P osteriormente se construye 1a funcién de exterlor asociada a una topologfa sobre un con-
junto y se demuestran algunas de sus relaclones con otras noclones topolégicas. En particu-
lar, sc demuestra el conocldo teorema sobre la correspondencla blunfvoca entre fa coleceién
de funciones de exterlor sobre un conjunto y su correspondlente colecclédn de topologlas.

En la seccidn 2 se introduce 1a nocién de (pre)exteriorizante. Y sela considera como con-
cepto primitivo para constrult 1a estructura topoléglca, Se demuestra que exfiste una corres-
pondencia blunivoca entre la coleccién de funclones de exterlorizantes sobre un conjunto y
su correspondiente colecclén de topologhas. También se logra caracterizar, de dos maneras,
12 continuidad de una funcién en términos de 12 nocién de exteriorizante.

En la seccién 3 se Introduce una funcién E : 7(X) — P(P(X)) vy se la considera como
concepto primitivo para construir la estructura topolégica. Se demuestra que existe una
correspondencia biunivoca entre la coleccién de funciones E sobre un conjunto X y su co-
rrespondicnte colecclén de topologias. Se logra definir una funcién de exterior e asociada
a E y demostrar que exliste una correspondencia blunivoca entre la coleccldn de funciones
de exterlor e y la colecclén de funclones E sobre un conjunto X, Se hace una extensién de
1a estructura topolégica definlendo fas funclones CE, EC y CEC, dualmentea comose

hace con una funclén. e de exterlor.

En la seccibén 4 se introduce la nocién de Exterlorizante como el corte horizontal de lare-
lacién asociada a 1a funcién E presentadaenta seccléﬁ 3. Procediendo dualmente a como
se hizo con 1a noclén de exteriorizante de la secclén 2, se demuestra que existe una corres-
pondencia blunivoca entre 1a colecclén de funclones de Exterlorizantes y la correspondien-

te coleccién de topologias.

En cada una de las secciones 2,3, 4,se define un  par de funciones que cumplen con las



condiciones de la “adjuncién a izquierda’;, que es una noclén presentada por el Profesor

Carlos Ruiz S. en ¢l Fasciculo 1 de “Topologia o Convergencla™.

i

La idea de la extensién de la estructura topolégica que se trabaja en la seccién 3 surgié de
un comentario hecho por el Profesor Carlos Ruiz S, y su desarrollo fue Iniclado en el ar-

ticulo "Extenslén de las noclones de vecindad y convergencla de filtros', de Herndn Man-
rigue E. y Manuel Sudrez M., de fecha marzo de 1986 y correspondiente a 1a Investigacién

"~ "Convergencia Secuencial, Tercera Parte”.

§1. LA FUNCION TOPOLOGICA DE EXTERIOR

En esta seccién se transcriben algunas conotidas propiedades de la funcién de exterior que
van a ser utilizadas en las otras secciones del trabajo.

En [a primera parte se presenta como concepto primitivo la nocién de funcién de exterior
sobre un conjunto X y se obtienen algunas consecuencias. En particular se determina la

topologia asociada.

En la segunda parte, se construye la funcién de exterior asociada 2 una topologia sobre un
conjunto X y se demuestran algunas de sus relaciones con otras nociones topolégicas. Se

finaliza 1a seccion demostrando el conocido teorema que afirma que existe una correspon-
dencia biunivoca entre la coleccién de funciones de exterior sobre un conjunto y su colec-

cion de topologias.

DEFINICION
Sea X un conjunto no vacio. Una funcién e: P(X)—— P(X) se llama de exterior si cum-

ple las siguicntes propiedades, donde D y G son subconjuntos de X.

el. e(¢) = X.

e2. ¢(D) C CD  [laexpresion CD representa complemento de D] .
e3. e(DUG)=e(D)Ne(G).

ed. e(D) Ce(Ce(D)).

1.1 PROPOSICION
Una funcién de exterior sobre un conjunte X verifica las siguientes condiciones, donde
D, G, H sonsubconjuntos de X.
1. e{X)=¢.
2. e(D)=¢e(Ce(D)).
3. e(D)Ne(CD)=¢.



e(D) CCe(e(D}).
e {Ce(D)) CCe(e(D)).
Si D C G, entonces e{G)C e(D).
e(D)U e(G) Ce(DNG).
e{D)Ne (G) C e(DNG).
¢(DUG) C e(D) U ¢(G).
Sea } Di: iel 5 una coleccién no vacia de subconjuntos de X.
10.  e(U}D;:ielf) CU Je(D;):ielf.
M. e(U)D;:ielf) CNje(D,) :ield.
12, Ule(D;):iel{ Ce(n}D;:iel).
3. NJe(D;):ielf C e(N3D; :ie I{).
14.  e(U]D;:ielf)C e(n}D, :iel {).
15. e(D)-¢{(G) Ce(D - G).
Sea Re el recorrido de ta funcién exterior e.
16. DeR, «= D=e(CD).
17. Si DeR, y GeR,, entonces DNGe R, .

© N O oA

18. Siparatodo i del, D;e R_, entonces

UJD;:iel{eR,.

DEMOSTRACION
Las propiedades 1, 3, 4 se deducen de e2.
La propiedad 2 se deduce de e4 y e2.
La propiedad 5 se deduce de 2 y 4.
La propiedad 6sededuce dee3.
Las propiedades 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 se deducen de 6.
La propiedad 16 se deduce de ¢2, ed.
La propiedad 17 se deduce de 16 y e3.
La propiedad 18 se deduce de e2, 12, 16. 4

1.2 PROPOSICION

Sea e una funcién de exterior en X. Elrecorrido de e es una topologia sobre X.
=R, =}DID = ¢(CD) { € Top (X).

DEMOSTRACION

La proposicion se sigue de e/ y las propiedades 1.1.1,1.1.16,1.1.17 y 1.1.18. A
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DENOMINACION

Alrecorrido de una funcién exterior e se le llama fa topologla asociada a e, o también, la
topologia generada por e.

DEFINICION

Sea f: l’()()——-> l’é() una funcidén y A un subconjunto de X. Se dice que A es un punto
fijo def, si f(A) = Ay, que A esun punro cofijo de f, f(A) = CA.

Se observa que en las Proposiciones 1.1.16 y 1.2 se demuespra que la coleccién de puntos
‘cofijos de e, es el recorrido de 1a funcién e Y que también es una topologia sobre X.

DEFINICION
Sea (X, 7) un espacio topolégico. La funcién e, P(X) — P(X) definida por e (D)=

}x: (3 Ver) (x eEVyYVv C CD){ esunafuncién de exterior (V. 1.3.2. a continuacién),
llamada 1a fincién de exterior asoctada a la topologia 7.

1.3 PROPOSICION

Sea (X,7} un espacio topolégico. Se cumplen las condiciones que se enuncian a conti-

nuacién.
1. e, (D)er.
2. Lafuncibne, esunafuncién de exterior {(que a continuacién se denota por e).
3. Der e=¢(CD)=D.
4 De C, «= CD =¢(D) [C, es!a coleccién de cerrados ).
5. i(D) =e(CD) [i(D) representa el interior de D].
6. ad(D) = Ce(D) _ [ad(D) representa la adherencia de D ].
7. Fr(D)=C(e{CD) U ¢(D)).
8. DeV(x) = xee(CD) [ V(x) es 1a coleccién de vecindades del punto x ].
9. e(D)=i(CD). '
10. ¢(D) = Cad (D).
11.  ¢(D) =CD - Fr(D).
12. ¢(D)NFr(D)=¢.

DEMOSTRACION

Enlo ﬁpe sigue, e, se denota por e. v

1. De la definicién de e se tiene que ¢(D) es una reunién de conjuntos abiertos, la
cual es un abierto.



A

10.
11.
12.

1.4

el.  Puesto que X es un abierto y X = C¢, se tiene que e(p) = X.

2. Sixestiene(D), usando la.definicién de e se cancluye que x esti en CD.

Entonces e¢(D) C CD.
e3.  Usando la definicién de e, se concluye que ¢(DUG) C e{D) Ne(G).
Si x estd en e(D) y €(G), de la definicion de e y del hecho de que toda topologia
~ escerrada para u;terscccnones finitas, se tiene que x estd en e(DUG). Asi
e(D) Ne(G) ge(DUG)
e4d. Del,conV =e(D) se tiene que e(D) C e(Ce(D)).
De e2,e(CD) C D.
Si x estd en D, con V =D se tiene que V es un abierto, contiene a x y estd contenido en
C(CD). Entonces x estd en ¢(CD).
La otra implicacién es consecuencia de 1).
Se concluye de 3).
Se concluye de manera mmedlata de |as definiciones de e y de la funcién interior.
De 1y e2 se deduce que Ce(D) es un cerrado que contiene a D. Entonces,
ad(D) C Ce(D).
Si x no es de adD, existeO en 7 tal que x estien 0 y OND =¢. Entonces, x esti en
¢(D).
Se obtiene expresando la frontera de un con]unto en términos de la adherencia y apli-
cando 6).
Se concluye de 5).
Se deduce de 5). "
Se tiene de 6).
Se concluye de 5), porque ad A = AUFr A.
Se concluye de 7). ' '
Por las proposiciones 1. y 133, 5e observa’ que T es htopdo;(l asociada ala funddn deexterior e, A
TEOREMA ([2]) »
Toda funcién de exterior es generada por una topologia y toda topologia es generada
por una funcidn de exterior. En cada caso hay unicidad. Es decir, existe una corres-
pondencia biunivoca entre las funciones de exterior sobre un conjunto y su coleccién
de topologias.

DEMOSTRACION

De las proposiciones 1.2 y 1.3.3 se concluye que toda funcin de exterior ¢ es generada
por una topologia, precisamente la topologia generada por e. Entonces hay sélo una topolo-
gia que genera a e

10



Toda topologia 7 genera una funcion de exterior e, (1.3.2), y por las proposiciones 1.2 y
1.3.3,7 es latopologia asociadaae, .

La unicidad de ¢_ se tiene de la primera parte de esta demostracién. 4

1.5 PROPOSICION

Sean (X,‘-r)‘ y (Y, 7') espacios topolégicos. Y sea f : (X,7) — (Y, 7’} una fun-
cidn.

Las si;uientgs ;ondiciones son equivalentes.

1.  f escontinua.

2. Para cada subconjunto G de Y, ! (e(G)) C e {f ! (G)).
. BEMOSTRACION

(1) = (2). Por la proposicién 1.3.9 y por ser f continua, 171(e(G)) Celf"' (G)).
{(2) = (1). Se obtiene de la proposicién 1.3.5. 4
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§2. LA NOCION DE EXTERIORIZANTE

En [5) se muestra que una funcién que tlene como codominlc un conjunto de partes, per

mite definir una relaclén ta cual determina dos funciones: el corte horlzontal y el corte vertl-

cal de larelacién. En esta secclédn se hace el estudio del corte horlzomal correspondlente a
una funclén de exteriof arbitraria.

Una funcién e : P(X) —— P(X) que cumple las condiciones e], €2, y e3, determina una re-

lacién R en el conjunto I’(X) x X de la slguieme manera: que {D,x) e R significa que
x e ¢(D). ‘ ot

Esta relacién determina la funcién “corte vertical”, que a cada conjunto D hace corresponder
la coleccién Jx e X | (D,x) e R {, 1a cualese(D). Es decir, fa funcién “corte vertical” de R
coincide cori la funcién iniciale. -

Corte vertical
e :P(X)———-fP(X)
D — }xeX: (Dx)eR§

P(X)

:
D

Larelacion R también determina la funcién &(**corte horizontal™), que a cada x (de X) asocia
1a colecclén }D e P(X) : (D,x) eR {-

Corte horizontal

8 : X — P(P(X))
\ x-———*fDeP(X) (D;x) e R

H P{X}

Con ¢! proceso anterior se estd realizando un trabajo dual al que se hace con las conocldas
noclones de pre-interior y de pre-vecindad.
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En esta seccion se encuentran las propiedades de la funcién & de pre-exteriorizantes, se de-
fine una relacién de orden en la coleccién Pr&(X) de todas las funciones de pre-exteriori-
zantes sobre X, se estudian las funciones T:Pr&(X) — Top(X) y P:Top(X) — Pr&(X)
y se demuestra que P cumple con la propiedad de “‘adjuncién a izquierda” definida por

C. Ruiz en [4).

La nocién de exteriorizante surge al analizar cuindo una funcién de pre-exteriorizantes es
generada por una topologia. La respuesta se obtiene anexando la condicién £5. Lo cual
permite demostrar el principal resultado de esta seccién,que afirma que existe una corres-
pondencia biunivoca entre las colecciones &(X) y Top(X). También se construye la

estructura topolédgica tomando como concepto primitivo la nocién de exteriorizante.

DEFINICION

Sea X ‘un conjunto con mds de un elemento y &: X — P(P(X)) una funcién. La apli-

cacién & se llama funcién de pre-exteriorizantes si cumple las siguientes condiciones:

El El conjunto ¢ es pre-exteriorizante de todo punto de X.

- Esto es, para cada elemento x, ¢ € & (x).

E2. El conjunto D es pre-exteriorizante de ninguno de sus puntos. Es decir, si x estd
en D, entonces D no esti en &(x).

E3.  Para todo x en X la coleccién &(x) es cerrada para sub-conjuntos. Esto es, si D
estd contenido en G y G es pre-exteriorizante de x, entonces D también es pre-
exteriorizante de x.

E4. Para cada x de X, la coleccién &(x) es cerrado para uniones finitas. Esto es, si
D y G son pre-exteriorizantes de x, entonces DUG también es pre-exteriorizante
de x.

Se observa que como consecuencia de la definicién de pre-exteriorizante se cumple que
— X es preexteriorizante de ningln punto.

O sea que para todo x de X, X ¢ &(x).
= Si D es pre-exteriorizante de x, CD no lo es.

- Si UJD;:ielf{ es pre-exteriorizante de x, cada D; es pre-exteriorizante de x.

Se denota Pr&(X) a fa coleccién de funciones de pre-exteriorizantes sobre un conjunto X.
DEFINICION

Sean § y &' funciones de pre-exteriorizantes sobre X. Se dice que & es menos fina que

&'y se denota E< &', si &(x) C &(x) para todo x de X.
La relaciéon < define un orden en Pr&(X).
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La funcién &° : X — P(P(X)) definida por
&%(x)= P(C ;x {) es el miximo de (Pr &(X), <). Ademis la funcién &6 : X— P(P (X))
dada por &, (x) = ;¢ f para todo x en X, es el minimo de (Pr&(X), <).

2.1  PROPOSICION
Sea C una subcoleccién no vacia de Pr&(X). La funcién Co : X — P(P(X)) donde

a cada x se le asigna el conjunto NJ &(x): &€ C §, esuna funcién de pre-exteriori-
zantesde Xy Co = InfC.

DEMOSTRACION

Se concluye de la definicibnde C,. 4

Puesto que el conjunto (Pr&(X), <) tiene méximo y toda subcoleccién no vacia tiene infimo,
entonces toda subcoleccién no vacia C tiene supremo ([4)).

Puede pensarse que el extremo superior de C estd dado por Co(x) = U; &(x): 8 eCf; sin
embargo,el siguiente ejemplo muestra que ésto no siempre se cumple.

EJEMPLO

Sean A y B subconjuntos de X talesque {p{# A# X, Jp{#B#X y A# ANB#B. Se
considera C= ] &, ,8&; {,donde &, : X — P(P(X)) esti definida por &, (x) =P(C)x{)
six#p, y &, (p)=P(A);y &; : X — P(P(X)) estd definida por &,(x)=P(C }x {) si
x#p, y, &;(p)=P(B).

Se cumple que &, y &, son funciones de pre-exteriorizantes.

La funcién C° : X —— P(P(X)) definida por C°(x) = &,(x) U &, (x) no es una funcién de
pre-exteriorizantes, porque A € C°(p) yBeC®(p) y AUB ¢ C°(p).

2.2 PROPOSICION
Sea & una funcidn de pre-exteriorizantes. La coleccién T de conjuntos tales que
su complementario es pre-exteriorizante de todos sus puntos, es una topologia sobre
X.
Esto es,

T=]V:(¥x)(xe V=*CVe &(x){ € Top(X).
DEMOSTRACION

De ia propiedad El se concluyeque X € T.
De la definicion de T se deduce que ¢ € T.
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SiVyWestinen Ty x estd en VNW, entonces CV y CW estin en &(x) y, por E4, VNW estd
enT. o k k

Si Jv;:iel! es una coleccién de elementos de T y x esti en UJV;:iel{, entonces x
estienalgin V;, y CV, estien &(x). Por E3, se concluye que ﬁ;CVi tie Ii estf en
&(x), de donde CUJV; :iel{ estden &(x). En consecuencia, UlV:iel{estienT. 4

DEFINICION

Se define la funcién T : Pr&(X) — Top(X) afirmande que a cada funcién de pre-exterio-
rizantes & le hace covrr.esponder la coleccién de subconiuntos V de X, denotada por T(&),
tales que para cada punto x de V, CV € &(x).

Se observa que T(&8°)=P(X) y T(&,)= 31X, {.

2.3 PROPOSICION
El mecanismo T :Pr&(X) —— Top(X) es un morfismo de conjuntos ordenados.

Es decir, si 8<&’, entonces T(8&) <T(&'). [Serecuerdaque <" significa que
7Cr1'})

DEMOSTRACION

Sea VCX. Si VestienT(8) y xestienV, CV estien &(x). Como &< &', CV
estien &'(x). Entonces V estien T(&'). A

2.4 PROPOSICION
Sea (X, ) un espacio topoldgico. La aplicacién & que a cada punto x de X asigna
la coleccién JW: (3 Ver)(xeV y VAW =¢){, esuna funcién de pre-exteriori-
zantes en X. Se denota & .

DEMOSTRACION

El Es consecuencia de que X es de 7.

E2. Si W estien &(x), existe un abierto que contiene a x y estd contenido en CW. Lue-
g0 x noestienW.

E3.  SiD estd contenido en G y G estd en &(x), existe un abierto V que contienea x y
estd contenido en CD. Entonces D estd en &(x).

E4. Sean Dy G en &(x). Como 7 es cerrada para intersecciones finitas, se concluye
que DUG estien &(x). 4
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DEFINICION

Se define 1a funcién P : Top(X) —— Pr&(X), afirmando que a cada topologia 7 le hace co-
rresponder una funcién P(r) de pre-exteriorizantes, donde W estd en P(7)(x) si existe V en
7 tal que x estienV y V estf contenido en CW.

Se observa que P(P(X))=8° y P(IX,8¢) = &.

2.5 PROPOSICION
El mecanismo P : Top(X) — Pr&(X) es un morfismo de conjuntos ordenados.
Es decir, si 77’ , P(1) < P().

DEMOSTRACION
Se deduce de la definicibn de P. A

2.6 PROPOSICION

Si & esunafuncion de pre-exteriorizantesy 7 es una topologia en X, se tiene

que
1. &>P(T(&).
2. < T(P(7)). ’

DEMOSTRACION

1. SiWestien P(T(8))x), por E3 y las definiciones de Py T, se deduce que W est4
en &(x).

2. SiVestienrt, dado x en V hay un abierto que contiene a x y estd contenido en V:
el mismo V. Por las definiciones de Py T, se concluye que V estien T(P(7)). 4

Se observa que la segunda parte de la proposicidon 2.6, puede mejorarse. (V. Proposi-
cién 2.9).
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DEFINICION

Puesto que (Pr&(X),<) y (Top(X),<) son conjuntos ordenados y los mecanismos Py T
son morfismos,y ademds se verifican las condiciones de la proposicidn 2.6, se dice que el
mecanismo P es adjunto a izquierda del mecanismo T (1an.

2.7 PROPOSICION
Como consecuencia de que P es adjunto a izquierda de T, se cumplen las siguientes
propicdades (v. [4] y [5]):
SiP(7)<§&, entonces 7<T(&).
Si 7 <T(&), entonces P(r) < &.
Ei conjunto 3 & € Pr& (X) : T(&)> 1 { tiene minimo.
El conjunto 7€ Top (X) : P(T)<&{ tiene miximo.
Sea una subcoleccién no vacia de Pr&(X). Entonces T (lnfk'\) = Inf(T(C))}.
Sea A una subcoleccién no vacia de Top(X). Entonces
P(Sup 4) = Sup(P(4)).
Sea C una subcoleccion no vacia de Pr&(X). Entonces, Sup(T(C))< T{Sup(C)).
8. Sea A unasubcoleccidn no vacia de Top(X). Entonces P(Inf A)< InfP(A).
Si 7 es generada por alguna funcién de preexteriorizantes, entonces P(7) es la

I

minima funcién de pre-exteriorizantes que generaar.

10.  Si & esunafuncién de pre-exteriorizantes generada por alguna topologia, enton-
ces T(&) esla mixima topologia que genera a &.

11. TPT=T y PTP=P.

12 PTPT=PT y TPTP =TP.

13.  Paraque & seagenerada por alguna topologia es necesario y suficiente que
P{T(&)) = &.

14.  Para que 7 sea generada por una funcién de pre-exteriorizantes es condicién
necesaria y suficiente que T(P(r))=17.

15.  Lafuncién T esinyectivasiy solamentesi P es sobreyectiva.

16.  Lafuncién T es sobreyectiva si y solamente si P es inyectiva.

2.8 PROPOSICION
1. Elmecanismo T no es inyectivo.

2. Existen funciones de pre-exteriorizantes generadas por ninguna topologia.

DEMOSTRACION

1. Sea X un conjunto con mis de dos elementos. Sia, b, ¢ estin en X, definimos una
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funcién & : X ——> P(P(x)) de pre-exteriorizantes asi* &(x)= ;¢§ si x£by
&(b)=¢,}al{. Secumpleque T(&)=T(&,).
2. Se concluye de 1y la proposicién 2.7.15. 4

2.9 PROPOSICION

Toda topologia es gencrada por una funcién de pre-exteriorizantes. Esto es, e} me-
canismo T es sobreyectivo.

DEMOSTRACION
De fa proposicion 2.6.2 se tiene que 7<T(P(7)).
De las definicionesde Py T se deduce que T{P(1))<r. 4

2.10 PROPOSICION

El mecanismo P es inyectivo. Es decir, que topologias distintas generan distintas
funciones de pre-exteriorizantes o que no hay topologias distintas que generen !a
misma funcién de pre-exteriorizantes.

DEMOSTRACION .
Se concluye de las proposiciones 2.7.16 y 2.9, 4

CONDICION (E5]
Si D es pre-exteriorizante de un punto x, entonces existe un subconjunto O de X que contie-

ne a x y tal que CO es pre-exteriorizante de cada uno de los puntos de 0 y CO contiene a D.
En simbolos,

De&(x)={30CX) [(Vye0)(COe&(y)) y xe0 y DCCO]

2.11  PROPOSICION
La funcién P(r) satisface [ES]).

DEMOSTRACION

Se concluye de las definiciones de P, T y de las proposiciones 2.2 y29. 4
2.12 PROPOSICION

Si & esunafuncidn de pre-exteriorizantes que satisface ES5, entonces existe una

topologia 7 sobre X, tal que P(r)= §.
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DEMOSTRACION
Por 2.6.1, PT(&) <&.

De la condicién [ES5] y de la proposicién 2.2 y de las definiciones de Py T, se obtiene que
E<PT (&) a

2.13 PROPOSICION

Para que una funcién de pre-exteriorizantes sea generada por alguna topologia, es ne-
cesario y suficiente que satisfaga [E£5). En tal caso la topologia es tnica.

DEMOSTRACION
Se deduce de las proposiciones 2.10, 2.11,2.12. a

DEFINICION
Sea & una funcién de pre-exteriorizantes de X.
Se dice que & es una funcién de exteriorizantes si & satisface la condicion [E5S ).

Cuando & es una funcién de exteriorizantesy D estd en &(x), se dice que D es exteriorizan-
te de x.

2.14 TEOREMA
1. Toda topologia es generada por sélo una funcién de exteriorizantes.

2. Todafuncidn de exteriorizantes es generada por una énica topologra.

DEMOSTRACION

1. De las proposiciones 2.9 y 2.11 se concluye que toda topologia 7 es generada por la
funcién de exteriorizantes P(r).
De 2.12, el recorrido de P es el conjunto de funciones de exteriorizantes. Entonces por
la proposicidn 2.7.15, P(r) esla Gnica que generaa .

2. Seconcluye de 1a proposicién 2.13. 4

Este teorema establece que existe una correspondencia biunivoca entre Ia coleccién de fun-
ciones de exteriorizantes de un conjunto y su coleccién de topologias.

2.15 PROPOSICION -
Sea & una funcidén de exteriorizantes sotre un conjunto X, D un subconjunto de X
Y X un punto de X.

1. De la nocidn de exteriorizante a la nocién de abierto:

19



El conjunto D es abiertosi CD es exteriorizante de todos los puntos de D.
De la nocion de exteriorizante a la nocién de cerrado:

El conjunto D es cerrado si D es exteriorizante de todos los puntos de CD.

De la nocidn de exteriorizante a la nocién de interior:

El punto x es del interior de D si existe un subconjunto 0 de X, 0 C D, tal que
xestien 0y CO esexteriorizante de todos los puntos de 0.

De 1a nocidn de exteriorizante a la nocién de adherencia:

Que el punto x sea de la adherencia de D, significa que D no es exteriorizante
de x.

De la nocidn de exteriorizante a la nocién de exterior:

El punto x es del exterior de D si D es exteriorizante de x.

De la noci6én de exteriorizante a la nocidn de vecindad:

El conjunto D es vecindad <e x, si existe un subconjunto 8 0C D, tal que x

estien 0y CO esexteriorizante de todos los puntos de 0.

De la nocién de exteriorizante a la nocién de funcién continua:

Sea f: (X,7} —— (Y, 7’) una funcién y sea x un punto de X.

1. Lafuncién f es continua en x si y sélo si fa imagen reciproca de cada con-
junto exteriorizante de f(x), es exteriorizante de x.

La funcidn f es continua en X si y sélo si es continua en cada punto x de X.

3. La funcion f es continua en x si y sdlo si un conjunto D es exteriorizante

de x, siempre que f(D) lo sea de f(x).

DEMOSTRACION

Las propiedades anteriores se obtienen considerando a X con la topologia T(&). A

2.16

PROPOSICION

La condicion [ ES5 ] es equivalente a la condiciéon {ES’] siguiente:

[ E5’] SiD esexteriorizante de x, entonces ad(D) [en (X, T(&)] es exteriorizante de x.

DEMOSTRACION

[ES] = [ES5'). Sea D en &(x). Por la proposicién 2.13, existe una topologia 7 que genera

a &. Como se cumple [E5], existe un conjunto cerrado (en 1) que contie-
ne a D y que es exteriorizante de x. Por {E3}, ad(D) también es exterio-
rizante de x. -

[ES’]={ES5]. SeaDen &(x). Entonces ad(D) es de &(x). Por [E2], x no estd en ad(D).
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§3. EXTENSION DE LA FUNCION DE EXTERIOR

En [ 1]}, Bourbaki introduce la nocién de vecindad de un conjunto (subconjunto de un con-
junto X), como una funcién V :PX)— PP(X). Sin embargo, para construit la estructura to-

polégica no utiliza Ja funcién ¥ sino la funcién v : X —— PP(X),definida por v(x) = Vix§).

Un tema de trabajo que surge de manera natural es el de realizar una construccién andloga ala
hecha por Bourbaki, para lograr una extensién de las nociones topoldgicas, utilizando como
concepto primitivo la nocion de vecindad ¥, logrando extensiones de las nociones de inte-

rior, adherencia, exterior, frontera, continuidad ...

En esta seccién se va a realizar ta! construccién tomando como concepto primitivo la funcién

de exterior extendida.

DEFINICION

Sea X un conjunte no vacio. Una funcién E : P(X) —— P(P(X)) se llama de pre-Exterior

si cumple las siguientes propiedades, donde D, G y H son subconjuntos de X.

EIA. E(¢)=P(X).

El1B. ¢eE{X).

E2. SiDeE(G) y HCD, entonces H € E(G).

E3.  E(D)N E(H) = E(DUH).

E4. Seca ;Di tiel 5 una coleccién no vacia de subconjuntos de X. Si D; € E(G) para to-
do ienl, entonces U}D; : iel{ e E(G).

Dado G subconjunto de X, 1a propiedad E2 dice que la coleccién E{G) es cerrada para sub-
conjuntos y la propiedad E4 significa que 1a coleccion E(G) es cerrada para uniones cuales-

quiera.

3.1 PROPOSICION
Una funcién de Pre-Exterior E sobre un conjunto X verifica las siguientes condiciones,
donde D, G y H son subconjuntos de X.
1. Si D C G, entonces E{G) C E(D).

E(X) C E(D).

¢ e E(D).

E(D)U IX{ e Top(X).

Si para todo x de D, §x f € E(CD), entonces D ¢ E{CD).

W h W KN
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6. UE(D) eE(D).
7. ;D:DeE(CD)ieTop(X).

DEMOSTRACION

Se concluye por [E3].

Se obticne de 1).

Se deduce de [EIB} vy 2).

Se deriva de 3), [E2] y [E4]

Se obtiene de [E4].

Se concluye de [E4).

Sea T = }D:De E(CD){.

De (EIAY, X GTE . De [EIB), ¢ETE .
SiDyGestienTg, por 1E31y [E2), DNG estien T.
Si D, : i€ 1{ esuna familia de elementosde T, por 1)y [E4), U)D;: ie I{.

N s W

DEFINICION
A latopologia T, dela proposicion 3.1.7 se le ilama la topologia generada por la funcién
de Pre-Exterior E, o la topologia asociada a la funcién de Pre-Exterior E.

Se denota PrE(X) a la coleccién de funciones de Pre-Exterior sobre X.

DEFINICION

Sean E y E' funciones de Pre-Exterior. Se dice que E esmenos fina que E’ y se denota
E <E', siE(D) C E'(D), paratodo D contenido en X.

Larelacién < define un orden en PrE(X).

La funcién E® @ P(X)—— P(P(X)) definida por EO(D) = P(X), es el miximo de
(PrE{X),<). Ademis, la furcién E, dada por E4 (D) =;¢§ ,siD# ¢y
Eo(¢) = P(X), es el minimo de (PrE(X),<).

3.2 PROPOSICION
Sea C una sub-coleccién no vacia de PrE(X). La funcién Cq : P(X) — P(P(X))
que cada subconjunto D de X le asigna el conjunto O;E(D) tEe Cé , es una fun-
ciéon de Pre-Exterioren X, y Co = InfC,
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DEMOSTRACION

Las propicdades [EIA], [EIBR), [E2) y [F4] se concluyen de la definicién de C,.
Por 3.1.1 y la definicién de Cq, si D y G son subconjuntos de X, entonces

Co (DUG) C C, (D) N Co(G).

De la definicién de Cy, se obtiene que Co (D) N C, (G) C Cy (DUG).

Por ia definicién de Cy se concluye que Co = Inf C.

Puesto que el conjunto (PrE(X),<) tiene miximo y toda subcoleccién no vacia tiene infi-
mo, entonces toda subcoleccién no vacia C tiene supremo  ([41).
Puede pensarse que el extremo superior de C est4 dado por C° (D) =U JE(D) :E e C{. Sin

embargo, el siguiente ejemplo muestra que ésto no siempre se cumple.

EJEMPLO _

Sea X = {a, b, c{. Seconsidera &=JE,, E, { donde E, :P{X)——> P(P(X)) esti defi-
nida por E, (D)=P(CD) si 2¢D y E,(D)= }q&é siaeD. Y E,: P(X)—— P(P(X)) estd
definida por E; (D)=P(CD) si bd D y E;(D)=]¢ { si beD.

Se cumple que E, y E, son funciones de Pre-Exterior.

La funcion C° : P(X) —— P(P(X)) definida por CO(D) = E, (D) U E, (D), no es una fun-
cion de Pre-Exterior porque no se cumple {E3], ya que C° Baf)nc( b8y =lak(§ vy
C*(Jaf U Ppll= C°Qa, b= Jof.

DEFINICION
Se define la funcién T : PrE(X) — Top(X) afirmando que a cada funcién E de Pre-Exte-
rior le hace corresponder T.. (T, =D : DeE(CD){).
Se observa que T(E°)=P(X) y T(Ey)= ;¢, X f
3.3 PROPOSICION
El mecanismo T :PrE{X) —— Top(X) es un morfismo de conjuntos ordenados. Es

decir, si EXE', entonces T(E}<T(E’).

DEMOSTRACION
Se concluye de la definicidon de T. A

3.4 PROPOSICION
Sca (X, 7) un espacio topolégico. La aplicacién E que a cada D subconjunto de X
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fe asigna P (int (C D)), es unafuncién de Pre-Exterior que se denota E.
DEMOSTRACION

Se concluye de la definicion de E. 4

DEFINICION

A la funcién de Pre-Exterior E ’ (V.3.4) sela Hama la fincién de Pre-Exterior generada por

7 o la funcién de Pre-Exterior asociada a la topologia T .

DEFINICION

Se define la funcién P : Top(X) —— PrE(X) afirmando que a cada topologia T le hace co-
rresponder la funcién de Pre-Exterior E.

Se observa que P(;¢,X 2) = Eo vy P(P(X))=E, donde E;(D)=P(CD). En general,
P(P(X)) # E°.

3.5 PROPOSICION

El mecanismo P : Top (X) — PrE(X) es un morfismo de conjuntos ordenados.
O sea, si 7<7', entonces P(1) < P(r") .

DEMOSTRACION

Se concluye de la definicién de P, 4

3.6 PROPOSICION
Si E es una funcién de Pre-Exterior y 7 es una topologia sobre X, se tiene que
1. P(T(E)YKE
2. 7 <TP(M)).

DEMOSTRACION
1.  Se deduce de las definiciones de Py T y de las Propicdades [E2] y 3.1.1.
2. Se concluye de las definiciones de P y T ,'teniendo en cuenta que el interior de un con-

junto es un abierto. 4

DEFINICION

Puesto que (PrE(X),<) y (Top(X),<) son conjuntos ordenados y los mecanismosPy T
son morfismos,y ademds se verifican las condiciones de las propiedades 3.6, entonces se dice

que el mecanismo P es adjunto a izquierda de! mecanismo T ({4]).
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3,7 PROPOSICION

Como consecuencia de que P es adjunto a izquierdade T se cumplen las siguientes
propiedades ((4]. [5])):

1. Si P(r)<E, entonces 7 < T(E).
2. Si 7 <T(E), entonces P(r)<E.
3. Elconjunto JEe PrE(X) : T(E)>r { tiene minimo.
4. Elconjunto }re Top(X) : P(r) < E{ tiene méximo.
5. Sea C unasubcolecciébn no vacia de PrE(X). Entonces T(InfC)= Inf(T(C)).
6. Sea A unasubcoleccibdn no vacia de Top(X). Entonces P(SupA)= Sup(P(A)).
7. Sea C unasubcoleccién no vacia de PrE(X). Entonces SupT(C) < T(Sup(C)).
8. Sea A unasubcoleccién no vacia de Top(X). Entonces P(InfA)< Inf(P(4)).
9. Si r esgenerada por alguna funcién de Pre-Exterior, entonces P(7) es la mini-
ma funcién de Pre-Exterior que generaa 1
10.  Si E es unafuncién de Pre-Exterior generada por alguna topologia, entonces

T(E) es 1a méxima topologia que genera a E.

1. TPT=T y PTP=P .

12. PTPT =PT y TPTP =TP.

13.  Para que E sea generada por alguna topologia s necesario y suficiente que
PT(E) =E.

14.  Para que 7 sea generada por una funcién de Pre-Exterior, es condicién necesa-
ria y suficienteque TP (1) . 7.

15.  Lafuncién T esinyectiva si y solamentesi P es sobreyectiva.

16. Lafuncién T essobreyectiva si y solamentesi P es inyectiva,

3.8 PROPOSICION
1.  Elmecanismo T no es inyectivo.

2. Existen funciones de Pre-Exterior que son generadas por ninguna topologia.
DEMOSTRACION
1. SiX tiene mds de un elemento,E ; # E°y T(Ey) = T(E®) = P(X).
2. Esconsecuenciade 1)y 3.7.15. A

3.9 PROPOSICION
Toda topologfa es generada por una funcién de Pre-Exterior, ya que = T (P(7)).

DEMOSTRACION
Se concluye de 3.6.2 y de las definicionesde Py T. 4
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3.10 PROPOSICION

E! mecanismo P es inyectivo. Esto es, no hay dos topologias distintas que generen
la misma funcién de Pre-E xterior.

DEMOSTRACION
Se concluye de las proposiciones 3.9 y 3.7.16. 4

CONDICION ES.

Si D estd en E{G), entonces D estd contenido en CG.

CONDICION EB.
Si D estd en E(G), entonces existe H tal que H estd contenido en CG, HestienE(CH)y D
esti en E(CH).

3.11  PROPOSICION
Una funcién P(r) satisface las condiciones [E5] y [E6].

DEMOSTRACION
La condicion [E5] se concluye' de la definicién de P.
De la definicién de P, usando propiedades de interiory [E2] se obtiene [E6]. 4

3.12  PROPOSICION
Si E es una funcién de Pre-Exterior que satisface [E5] y [E6], entonces E es
generada por alguna topologia.

DEMOSTRACION

Sea 7= T(E). Basta ver que si E verifica las condiciones [E5 ]y [E6], entonces

E <PT(E), puesto que la otra desigualdad se tiene por 3.6.1.

SiHestienE(G),por [E5] y [E6] y las definicionesde Py T se tiene que H estd en
PTE(G). a4

3.13 PROPOSICION
Para que una funcién de Pre-Exterior sea generada por alguna topologia, es necesa-

rio y suficiente que cumpla [ES] y [E6]. En tal caso la topologia es Gnica.

DEMOSTRACION
Es consecuencia de las proposiciones 3.10,3.11 y3.12. 4
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DEFINICION

Sea E una funcién de Pre-Exterior en X. Se dice que E es una funcién de Exterior si E satis-

face [E5) vy [E6).

3.14 TEOREMA
1. Toda topologfa es generada por sélo una funcién de Exterior.

2. Toda funcién de Exterior es generada por una tinica topologia.

De fo anterior se deduce que existe una correspondencia biunivoca entre la coleccién de
funciones de Exterior sobre un conjunto Y su coleccion de topologas.

DEMOSTRACION

Se deduce de 3.9,3.11y 3.79. 4

EXTENSION DE LA ESTRUCTURA TOPOLOGICA

Una funcién E : P (X) —— P(P(X)) de Exterior determina, entre otras, las funciones

CE, EC, CEC que tlenen por dominio al conjunto P(X) y por codominlo a P(P(X)). Las
propiedades bisicas de estas funciones se obtienen ficilmente de las correspondientes propie-
dades bdsicas de E.

LA FUNCION DE ADHERENCIA EXTENDIDA

Se define la funcién de Adherencia A : P(X) — P(P(X)) con larelacién A(D)=CE(D).
Esta funcién cumple las siguientes propiedades, donde H, D, D;, G son subconjuntos de X:
Al A. A(p)=0¢.

Al B. o ¢ A(X).

A2, La coleccién A(G) es cerrada para super conjuntos.
Esto es,
Si He A(G) y HCD, entonces D € A(G).
A3, A(DUH) = A(D) U A(H).
A4, SI UID:iel{ e A(G), entonces 3,e1, D,e A(G).
AS. Si DNG # ¢., entonces D ¢ A(G).
A6. Si¥H, (GCH y CH ¢A(H) = D e A(H)), entonces D e A(G).
- DeT, = D¢ A(CD).

LA FUNCION INTERIOR EXTEND IDA
Se define la funcién de Interior 1: P(X) —— P(P(X)) con la relacién I{D) = E(CD).
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Esta funcién cumple las siguientes propiedades, donde H, D, D;, G son subconjuntos de X.

I1.A. " 1(X)= P(X).

11.B. ¢ el(¢)

12, La colecciéon I(G) es cerrada para subconjuntes. Esto es,
Si D€eI{G) y H CD, entonces H e I(G).

13, I{DNH) = (D) N I(H).

14, La coleccién 1{G) es cerrada para uniones arbitrarias. Esto es,
Si (¥, e1)(D;eI(G)), entonces UlD;:iel (e 1(G).

IS, Si D € I(G), entonces D CG.

16. Si Del(G), entonces (IH CG) (He IH)y Del(H)).

- DeT < Del(D)

LA FUNCION
Se define la funcién J : P(X) —— P(P(X)) conlarelacién J(D)= c E(CD). Esta funcién
cumple las siguientes propiedades, donde H, D, D;, G son subconjuntos de X.
J14. IX)=4¢.
JIB. $¢ I(0) ,
J2. La coleccién J(G) es cerrada para superconjuntos. Esto es,
Si HeJ(G) y HC D, entonces D eJ(G).
J3. J(DNG) = J(D) UV I(G).
J4.  SiviD;: ieI{ €J(G), entonces (3 iel)(D;eI(G)).
J 5. Si D ¢ G, entonces D e J(G).
Jé6. Si (¥H)(HCG y H¢Jd(H) = DeJd(H)), entonces D ed(G).
- DeTE<=DqJ(D).

RELACION ENTRE UNA FUNCION DE EXTERIOR Y SU EXTENSION

3.15 PROPOSICION

Toda funcién de exterior e genera una funcion de Exterior E.

DEMOSTRACION

Sea E: P{X)—— P(P{X)) lafuncién que a cada conjunto D, contenido en X, hace co-
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rresponder P(e(D)).

La funcion E es una funcién de Exterior :

ET1A. Se concluye de [e1].

E1B, E2, E4. Se obtienen de la definicién de E.

E3. Se concluye de [e3] y la definicién de E.
ES. Se concluye por {e2).
E6. Se concluye que [e2] y [e4]. A

3.16 PROPOSICION

La funcién de exterior e y su correspondiente funcién de Exterior E generania mis-
ma topologia.

DEMOSTRACION

Sean T, la topologia generada por e y T, la topologia generada por E.
SiDestien Ty, por3.1.7, 3.15y €2, D éstien T, .

Si DestienT, por3.1.7 y3.15, Destien Te-

3.17 . PROPOSICION
La topologia generada por una funcién de Exterior E, que ha sido generada por una
funcion de exterior e, genera a e.

DEMOSTRACION

Sean 7 la topologia generada por E y e, lafuncion de exterior generada por 7.

Si x esti ene (D), existe Vent que contiene a x y estd contenidoen CD. Por3.15 y
1.1.6, x estiene(D).

Si x estd en e(D), por [€2], 1.3.1 y3.16, xestien e (D).

3.18 PROPOSICION
Toda funcién de Exterior E sobre un conjunto X genera una funcién de exterior e.

DEMOSTRACION
La funcion e: P(X)—— P(X) que a cada subconjunto D, de X, hace corresponder el
conjunto U ; HiHe E(D)§ cumple las siguientes propiedades:
el. Se deduce de [E1A].
e2. Se deduce de [ES].
e3. Por3.1.1,, ¢(DUG) C e(D) N ¢(G).
Si x esti en e{D) y en e(G), por [E2],[ E3] y la definicion de e, x estd en e(DUG).
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ed.  Sca x en e(G). Debe verse que x esti en el conjunto E(MNCK: K € E(G){).
Lo cual se logra utilizando [E6] y3.1.1. 4

3.19 PROPOSICION

Existe una correspondencia biunivoca entre la coleccién de funciones e de exterior

sobre un conjunto X y la correspondiente coleccién de funciones E de Exterior.

DEMOSTRACION

La proposicién es una consecuencia de 3.15,3.18 y de las siguientes dos propiedades de

verificacién inmediata.

= Siees lafuncién de exterior asociada a la funcién de Exterior E y si E’ es la funcién de
Exterior relativa ae, entonces las funciones E y E’ coinciden.

= SiE es la funcién de Exterior asociada a fa funcién de exterior e y si e’ es la funcién de

exterior relativa a E, entonces las funciones e y e’ coinciden. 4

3.20 PROPOSICION
Sie es una funcién de exterior generada por una funcién de Exterior Ey 1 es la

topologia generada por e, la funcién de Exterior generada por 7 esE.

DEMOSTRACION

Es una consecuenciade 3.17y3.19. 4

3.21 PROPOSICION

La funcién de Exterior E y la funcién de exterior € generada por E, generan la mis-
ma topologia.

DEMOSTRACION

Es una consecuencia de 3.16 y3.19. 4
3.22 PROPOSICION
Las funciones de E xterior E y de exterior e, asociadas a una topologia 7, se generan

mutuamente.

DEMOSTRACION
Es consecuencia de las Proposiciones 1.4, 3.14,3.17y3.20. 4
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§4. EXTENSION DE LA NOCION DE EXTERIORIZANTE

Una funcion de Exterior E : P(X) — P(P(X)) define una relacién R en el conjunto
P(X)} x P(X) de la siguiente manera: que (D,G) e R significa que G € E(D).

Esta relacién determina la funcién “corte vertical” que a cada subconjunto D de X, le hace
corresponder la coleccion G :G € E(D){, a cual es igual a E(D). Es decir, la funcién
*‘corte vertical”’ coincide con la funcién E inicial.

Larelacion R también determina la funcién E, “corte horizontal de R", que a cada sub-
conjunto G de X, le asocia la colecciéon ;D :G e E(D) %

En esta seccién se estudia la nocién de Exteriorizante correspondiente al corte horizontal
de la relaci6n asociada a una funcién de Exterior E. Y se demuestra que existe una corres-
pondencia biunivoca entre las topologias sobre un conjunto X y su correspondiente colec-
cién de funciones de Exteriorizantes. También se comprueba que la nocién de Exteriori-
zante aqui obtenida, es una extension de la nocién de exteriorizante estudiada en la seccién

§2.

DEFINICION

Sea X un conjunto con mds de un elemento y E : P(X) — P(P{X)) una funcién. Laa-

plicacidn E se llama funcién de Exteriorizantes si cumple las siguientes condiciones.

E1A. El conjunto ¢ es Exteriorizante de cada subconjunto de X.

E1B. XestienE(¢).

E2. SiDCG, entonces E(G) C E(D).

E3 Si DeE(H) y G C D, entonces G e E(H).

E4. SiDeE(H) y G eE(H), entonces DUG € E(H).

E5. Sea ]G, :iel{ unacoleccién de subconjuntos de X.
Si D e E(G;), paratodo ienl, entonces DeE (U ]G, ziel{).

E6. Si GeE(D), entonces DNG = ¢.

E7. Si GeE (D), entonces existe un subconjunto H, superconjunto de G, tal que
HeE(CH) y HeE(D).

4.1 CONSECUENCIAS
Se observa que una funcién E de Exteriorizantes también cumple las siguientes
propiedades, que son consecuencias inmediatas de las condiciones anteriores:
1. Para todo subconjunto D de X, E(X) CE(D) y E(D) C E(¢).
2. E(@)=P(X).
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3. Si CG € E(G), entonces la coleccién ))D ICG eE(D)§ es un: topologia
sobre G.
Sipara todo x de D, CDe E(}x {), entonces CD e E(D).
Dado D un subconjunto de X, D esti en E(U JH : DeE(H))).
Si DUH € E(G), entonces D e E(G) y H e E(G).

Se denota Ext(X) a la coleccién de funciones de Exteriorizantes sobre un conjunto X.

4.2 PROPOSICION

Sea E unafuncién de Exteriorizantes en X. La coleccién T de los subconjuntos D
de X, talesque CD ¢ E(D) es una topologia sobre X. Esto es,
T(E) = ;D :CD eE(D)f € Top(X).

DEMOSTRACION

Por [E1B], ¢ e T(E).

Por [E1A], X e T(E).

Si DeT(E) y G ¢ T(E), por la definicién de T(E) vy la: propiedades {EZ] y [E4],
se deduce que DNG e T(E).

Si D; € T(E) paratodo ienl, por la definicién de T(E) y las propiedades [E3] y
[£5], seobtiene que UID;:iel{eT(E) 4

DEFINICION

Se define fa funcién T : Ext(X) — Tep{X) afirmando que a cada funcién de Exteriori-
zantes E le hace corresponder la coleccién de subconjuntos D de X, denotada por T(E),
talesque CD € E (D).

4.3 PROPOSICION
Sea (X, 7) un espacio topolégico. La aplicacién E_: P(X) — P(P(X)) a cada
subconjunto D de X hace corresponder la coleccion de subconjuntos H de X tales
que D estd contenido en e(H), es una funcién de Exteriorizantes de X.

DEMOSTRACION

Las propiedades {[E1.A]), [E1B], {E2], [E3] se derivan de la definicién de E y de

propiedades de 1a funcidn e.

La propicdad [E4] sec obtiene de la definicion de E_ ydela propiedad [e3). /
Las propiedades [ESY, {E6], [E7] se deducen de la definicién de E_y de propiedades
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de la funcidn de exterior e.

DEFINICION

Se define fa funcién P : Top(X) —— Ext(X), afirmando que a cada topologia 1 le hace

corresponder la funcién de Exteriorizantes E,, donde H es de E (D) si D estd contenido
en e(H).

Se observa que pueden presentarse las definiciones correspondientes para poder demostrar

que la funcién P es adjunta a izquierda de la funcién T, para proceder de manera andloga
2 lo realizado en las secciones §2 y §3.

4.4 PROPOSICION

Toda topologia es generada por una funcién de Exteriorizantes.

DEMOSTRACION
Si T es una topologia, entonces E_ esunafuncién de Exteriorizantes y T(E_) es una
topologia. Que el subconjunto V estd en T(E_), esequivalente a que V esti enr. Esto

se tiene por las definiciones de Ty P, y ef hecho de que un conjunto H es abierto siy
sélosi H=¢(CH)., Luego 7= T(E, ) A

4.5 PROPOSICION

Toda funcién de Exteriorizantes es generada por una topologia. -

DEMOSTRACION

Si E es una funcién de Exteriorizantes, entonces 7= T(E) es una topologia y E es
una funcion de Exteriorizantes.

Si Hestden E'(D), de la definicién de E_, teniendo en cuenta que ef exterior de un con-
junto es abierto,y por las propiedades [E2] y {E3), entonces H estd en E(D).

Si H estd en E(D), por las propiedades [E6], [E7], {e2] se tiene que H est4 en E (D). A

4.6 TEOREMA
Existe una correspondencia biunfvoca entre las topologias sobre un conjunto X y
su correspondiente coleccién de funciones de Exteriorizantes Ext(X).

DEMOSTRACION
Se obtiene de las proposiciones 4.4 y4.5. A
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4.7 PROPOSICION

Sean : e una funcién de exterior sobre un conjunto X,
E la funcién de Exterior asociada a e,
E la funcién de Exteriorizantes relativa a E;
& la funcion de exteriorizantes relativa a e;
D, H subconjuntos de X;
X un punto de X.

Se verifican las siguientes condiciones:

1. HeE(D) = DC e(H).

2. E(x{) = &(x).

3. E(D)=NJ&(x ): xeD}.

DEMOSTRACION
1. Es consecuencia de las definiciones de E y E.

2,3. Se obtienen de 1) y de las definicionesde £ y &. 4

La proposicién anterior sefiala que la nocién de Exteriorizante E : P(X} —— Pf’()())es
una extension de la nocién de exteriorizante & : X — PAX)).
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RESUMEN DE CONDICIONES

Sean D, G, H, D; subconjuntos de un conjunto X,

1.

Una funcién e : P(X) ——P(X) se llama de exterior si cumple las siguientes condi-
ciones:

el. e(¢p) = X.

e2. e(D)C CD.

e3. e(DUG) = e(D)Ne{G).

e4. ¢(D) C e {Ce(D)).

Una funcién & : X — P(P(X)) se llama de exteriorizantes si cumple las siguien-
tes condiciones:

&1. Vx, ¢e&(x).

&2. Vx, xeD = D¢ &(x).

&3. Si DCG y Ge &(x), entonces D e &(x).

€4. SiDe &(x) y Ge &(x), entonces (DUG) e &(x).

&5. De&(x) = (30C X) [(*ye0)(COe&(y)) y xeD y DCCO].

Una funcién E : P(X} — P(P(X)) se llama de Exterior si cumple las siguientes
condiciones:

ETA. E(¢)=P(X).

E1B. ¢eE(X).

E2. Si DeE(G) y HCD, entonces H e E(G).

E3. E(D)N E(H) = E(DURH).

E4.  Si (M eI)(D;eE(G)), entonces UJD,:iel{eE(G).

ES. Si D € E(G), entonces D CCG.

E6. DeE(G) = (3IH)(GCH y CHeE(H) y DeE(H)).

Una funcién E : PX) —> P(P(X)) sellama de Exteriorizantes si cumple fas si-
guientes condiciones:

E1A. ¥YDCX, ¢ €E(D)

E1B. XeE(p).

E2. Si D CG, entonces E(G) CE (D).

E3. SiDeE(H) y GCD, entonces G ¢ E (H).

E4. SiDeE(H) y GeE(H), entonces (DUG) ¢ E (H).
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ES.
E6.
E7.

TA.

2A.

3A.

4A.

Si ¥ie1, DeE(G;), entonces D e E(U]G; : ieI{).
Si GeE(D), entonces DN G =g¢.
Si GeE(D), entonces (3H)(GCH y HeE(CH) vy H e E(D)).

Topologia asociada a una funciéne :

t. = |D:D=¢(CD) {.

Topologia asociada a una funcién & :
T(&)=)V: (¥x}{xeV = CVe &{x){.
Funcion & asociada a una topologfa :

We & (x) — (AVetlxeVy Vvnw=g).

Topologia asociada a una funcién E :
T, =3}D:DeE(CD){.
Funcién E asociada a una topologfa:

E, (D) = P (int (CD)).

Topologia asociada a una funcién E :
T, =}D:C(D)eE(D){.

Funcion E asociada a una topologia :

E(H) = P(e(H)).
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