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Movimiento de la poblacién
con fluctuantes pseudoaleatorias
en la tasa de crecimiento

YU TAKEUCHI *

0. INTRODUCCION

Denotemos por Xn el tamafno de la poblacién de un pafs al ca-
bo de n anos (o dias, siglos, etc.) después de haber efectuado
el primer censo (n = 1); entonces la sucesién (Xn) = X1 , X2,
X3, ... ) representa el estado de la poblacion a través del
tiempo. si a, es la tasa de crecimiento de la poblacion (tasa
de natalidad menos tasa de mortalidad) en la unidad de tiempo

en el afno n , entonces tenemos

X 1= (1 + an) - X (n = 1,2,3, ...): (1)
luego
n
Xn+l = I I (1 + ak). Xl . (2)
k=1

* Profesor Titular, Universidad Nacional de Colombia
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Como un caso especial, si suponemos que a. = 0 para todo n,

entonces

Xrl = Xl (para todo n = 1,2,3, vee) (3)
o sea que la poblacion se mantiene constante cuando la tasa
de crecimiento de la poblacidon es cero en cualquier momento

(sitvacidén trivial).

,Cémo se comportarad el tamano Xn de la poblacion si a  es
"cero en promedio" o sea, si se presenta una cierta fluctuacidn,
aleatoria de los valores de a alrededor de su valor medio
0? El resultado es bastante sorprendente: la poblacidon se extin-

gue al cabo de un tiempo suficientemente largo, o sea

lim X =0. (4)
nso M [

1. NUMEROS ALEATORIOS Y NUMEROS PSEUDO ALEATORIOS

En las calculadoras se obtienen "los nameros aleatorios", pro-
duciendo una sucesidn (Cn) de elementos reales entre 0 y 1
de tal manera que cada término c, es "supuestamente" inde-
pendiente de los términos ya producidos Cy > Cog s v s Ci1
(esto es, no existe ninguna regla que relacione ¢, con los tér-
minos anteriores). En consecuencia, estos nlGmeros aleatorios
estan distribuidos "uniformemente” entre 0 y 1, o sea, la pro-

babilidad de que estos niimeros aparezcan en cualquier posicidon
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entre 0 y | serfa "uniforme". Mas precisamente, dado un in-
tervalo [a, bJ=[0, 1] , la probabilidad de que estos nimeros
estén en ese intervalo [a, b] serfa igual a la longitud b-a
del intervalo. Al observar Ios primeros n nimeros Cps Cop wons

C. > los que estdn en el intervalo [a, b] son

{01,02,...,cn}n[a,b] ;

luego, la probabilidad de que cada niimero caiga en el interva-

lo [a, b] es igual a

R

# ({ cl,cz,...,cn}n[a,b); (Nota*)

por lo tanto, la distribucién uniforme de los niimeros aleato-

rios Ci s S Cq s oo puede formularse como sigue:

!
*
—~

@]

lim
n-»>o

1’C2""’Cn}n [a,b])=b—a.. (5)
Dada una sucesién (cn) de elementos reales entre 0 y 1, los
nGmeros c1 , 02 s 03 s e« DO SoOn necesarianmente aleatorios,
aunque satisfagan la condicién (5); con la condicién (5) decimos
que los nameros €y » Cg» €3 5 wn sON "pseuc - leatorios" entre.

0 y 1 (méas precisamente, "pseudoaleatorios" de distribucién uni-

forme entre 0 y 1).

* Nota: # ({ Cp s Cpon ene s cn} N [a, b) es "el nidmero
de elementos” (o la cardinalidad) del conjunto finito

{C1102’--0’Cn}n[a’ b]'
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Observacion 1. Los niimeros "verdaderamente" zleatorios son
©scasos, ya que esos nlimeros son producidos siempre por algin
mecnismo, a pesar de que nosotros o desconocemos por igm-
rancia”, tales como los producidos por las computadoras. Mas 1
bien, no existen los niimeros verdaderamente aleatorios, iya que

Dios estd manipulando siempre para producirlos! .

Observacién 2. Si ¢, , ¢, , ¢, , ... son pseudoaleatorios entre
1° %2 3 pseudo

0 y 1, entonces la convergencia en (1) es "uniforme” con res-

pecto al intervalo [ a, b ]: esto es, dado & > 0 cualquiera,

existe No, "independiente” de a y de b, tal que

1 .
Se#(lc; ey, e, c ¥N[abl-(ba)| <e (5') ¥

para "todo" n > NO .

Demostracidn:

Como [ ab]=[0b]-[0 a), entonces basta demostrarlo
para el caso de a=0 . Sea

1 .
hn(x)"H’#({CI’C2""’Cn}n[O’X)’
entonces, de (5) tenemos que
lim h (x) = h(x) = x para cada x€[ 0,1 ].

n-—>w n

44




Ademds, si x € x' entonces, evidentemente, tenemos que para
cada n

esto es, hn(x) es una funcidbn creciente con respecto a n;
ademas su funcién Iimite h es la funcién "idéntica" que es
continua en el intervalo [ 0,1 ]. Por io tanto, la convergencia
hn > h es "uniforme". (Ver, por ejemplo, [1], Tomo II, ejerci-
cio 197) .

El siguiente teorema nos ofrece un ejemplo importante de los

nimeros pseudoaleatorios, pero "no aleatorios".

Teorema 1. Dado un niimero irracional c, sea
c, = la parte fraccionaria de n.c (n = 1,2,3, ...);
entonces los nameros Cy s Sy s c3 , «. son pseudoaleatorios

entre 0 y 1 g

En la demostracion del teorema | vamos a emplear las siguien-
tes abreviaciones: «
Denotemos por #{ [ p, q ]I, n} el namero de' los elementos

Cy (k = 1,2, ... , n) que pertenecen al intervalo [ p, q |

# {Upal,n} =# {{c,,cy,mm,c 30Inal}.

1

También, la expresion "cuando n —>e" quiere decir "para to-
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do n , a partir de algin NO" (mas precisamente, existe N0
tal que para todo n 2z NO), y O(1) representa un término aco-

tado cuando n - o,

Demostracion del teorema 1. Seguiremos los siguientes pasos
de (i) a (ix)

(i) Dados b >0, m€ IN con Ch * b <1, se tiene:

#{[0o,b) , n} = # {{Cm+l » Crnag » 0 Con In [cm,cm+b)} )
Demostracidn:
Como Cm+k = Cm + Ck y O, Cm+k = Cm + Ck - 1, entonces,
S Chek > €p Se tiene que c . =c + ¢ . Por lo tanto,

tenemos que

¢, €10, b) siy solo si Cmek €le s e+ b,

m

lo cual demuestra la igualdad (6) . @

(i) Dados b >0, m €N con b + C < 1, tenemos:
#{[cm,cm+b),n} =#{[0, by, n} + O1) (7)

En efecto, como

I#{{Cl,cz,...,cn In [cm,cm+b) } - # {{cm+l,...,c inlc_,c +

m+n m m

+ b)}

s m ,

46




entonces tenemos:

#{ [cm,cm+ Bnt = #{{CI’C‘Z""’Cn }n[cm,cm + b)} =

#1000, b) , n} « O(1) .g

(iii) Dado €0 (con ¢ é% ), si € <bc< —é— € tenemos:

. # {[0o,b), n} <% € , cuando n > . (8)

Demostracién:

Como el conjunto {ck | ke N} es "denso” en [0,1], existe
([11, 12D c,, tal que

b
1

b<c¢c <

1e
m 2

ca M = la parte entera de l/cm ; entonces tenemos que

k.c  =c¢ <1 para todo k=12 .., M.

FIGURA 1
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De (7) se obtiene:

lg—rli.#{[O,M.cm),n} -
M
=Zk=lﬁ. #{lk-1c_, ke )} =
=ZM1.(#{[OC) n}t + Ol) :
k=11’1 m
luego
M M <
E'—.#{[O,Cm),n} +T'O(l)=l

Como I\HA— . O(1) > 0 cuando n-»o, entonces

oL

. # {[O,cm),n}<l+7i cuando n >

por lo tanto,

1

c
n.#{[O,b),n}g

IA

= I
B

5 m
. # o [0,cm), n}<z. - <

- C

<2113
™

1
M

cuando n » o« . ®

(iv) Dado € > 0 (con € < % ), si [a,b)c [0, 1] con b-a <

N | —
[}
g e i

entonces tenemos
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%.#{[a,b),n}<e, cuando n > ® . (9)

De mostraciéon:
c
[ In L < 1
1§ T C I 3
0 a b

FIGURA 2

Como el conjunto {ck |kEN} es denso en [0, 1], existe Ch

tal que
c < a , b-c_<
m

1
m 2 *

De {7) tenemos:

~.#{ley » bl n) =

3=

» # {10, b-c ) n} +
+%. O(l) (cuando n » = ),

Pero, como

1

%. o(1) - O’F‘ #{ [0, b-cm), n}<§ £ (cuando n+°°),

6

entonces se tiene que

%. # {[a, b) , n}s

==

. # {[Cm , b)), n}<e(cuando n+ @
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(v) Sea M un nfimero natural; entonces, s

1

. 1 1
lim #{IO,M),n} = M P

n =>co

Demostracién:

Como el conjunto {ck |k€N} es denso en {0,1], dado € > 0

cualquiera existe Cn tal que

1 > »
O <M " n< W™ - (11)
Cm .
[ <
Y A
M
FIGURA 3
Entonces:
1= #4¢0,1,n} =
n' b ] ’
M 1 |
=ZK=1 o - # k1) . Cm > kc ), n} = #{[M-Cm,l),. n} =
Ml (#{[0, c_), n}+O(1)) + 3. #{IMc_, 1, n) (12)
= no £) m, no .m’ > .
=1
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De (1) tenemos: 0 <1 - Mc <5 €; yde (9),

N —

1

_ # {[M.cm, 1), n} <eg cuando n+ =« (13)

Como %A O(1) +0 (cuando n~> « ), entonces de (12) y (13) te-
nemos

M
|Z %.#{[O, c.), n} - 1| <2 ¢ cuando n-> » ;
k=1

dividiendo la desigualdad anterior por M,

11,4 0, ), n}-s | <Zecselcuado nsw ) (14)

1 £
Por otra r com = - < —%—=< =
e} parte, o\ ° cm M 7 €, entoces
A\

~# {[cm , ITI/[—)" n} <e cuando n-> o, (15)

De (14) y (15),

1

= . # {[0

n ’I%I)’n} _I\_£1<2€’ cuando n > «

lo cual significa que

lim <. # (10, &), 0} =

n »>o

Z|—
o

(vi) Sea M un niimero natural positivo; entonces, para cual-

. . 1 ‘
quier a real positivo, con a + Mo < 1, tenemos
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lim 1 1 I ' '
n+mﬁo#{[a,a+M)’n} “M (16)

Demostracibn:

Dado " € > 0 cualquiers, escogemos 'cm tal que

0<a-c, < zE€

|
i

Cm a a+

k4l

FIGURA 4

Tenemos:

1

s #lleasd)ny - bl s # (e ahn) .

= F T

. # { [a,a +

De (9),

S|

. # {[cm,a),n}<s (cuando n » o) ,

De (2) y (10),

1 | 1
E'#{[Cm’a+x\7l)’n}+l\71+(a_cm) (cuando n + «);
luego
1
|

E'# {[a,a+h%[),n} —Kl,[|<28(cuando n +°°);‘
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por lo tnto se obtiene el resultado deseado .

(vii) Sea r(0 < r < 1) un nGmero racional; entonces,

1

lim n.#{[0,r),r1} =r . (17)

n > oo

Demostracién:

Sea r = j/M donde j, MEN con j< M ; entonces por (16)
se tiene que

. # {[O,r),n}=ZJ l.# {[(—I%A-l—)-,l\%),n}-*f\iﬂ

(cuando n = «© ),
(viii) Sea b(0 < b < 1) un nfimero real; entonces,

lim % {o,b), n} =b . (18)

n -+ o
Demostracién:

Dado € > 0 cualquiera, existe r racional tal que

o<b-r_<% c .

Tenemos:

. # {[o,p),n} =%.#{[0, r),n} +%.# {[r,b) , n}

3 |
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L]

Pero como

%. # {[o, o > r,y, % # {[r, b),n} <€ (cuando n + = ),

entoces
l%.# {[0,b), n} -b|<b-r+2¢ <3¢ (cuando n + «);

por lo tanto se obtiene el resultado deseado. Y

(ix) Si [ab] € [0, 1], entonces

lim %.#{[a,b],n} -b-a . (19)

n > o

En efecto:

1

~. # {[ab], n} = L

- #{{b}, )« . (lobhn} - L s ([0,0), n)

=

> 0+b-a=b-a (cuando n+°°)..

2.. ORDENACION DE LOS ELEMENTOS DE UN CONJUNTO
CONTABLE DENSO EN [0, 1]

Si los nGmeros C s S s Cq 5 «. SON pseudoaleatorios entre

0 y 1, entonces el conjunto contable D = { C [k €N} es
denso en el intervalo [0, 1). En efecto, dado cualquier subinter-

valo [a,b] del intervalo [0,1] tenemos que
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%'- #({ c, ey c}n labl) > b-a (cuando n » = );

por lo tanto se tiene, para n suficientemente grande, que:
o # {CI’CZ’"" cn}n [a,b] ¢- DN[a,b] . g

Supongamos que Cy5CgsCgpesee  SON pseudoaleatorios entre’ 0 y-1;
consideremos la siguiente "reordencién” ¢ de los nfimeros natura-

les:

o(1) = el primerindice n tal que c, < % ;
0(2) = el segundo indice n tal que c_< —;— ;
0(3) = el primer indice n tal que cnz % .

en general,

0(3k-2) = el (2k-1)-ésimo indice n tal que c.< % ;
o(3k-1) = el 2k—ésimbo‘ indice n tal que ¢, < % ;
0(3k) = el k-&simo indice n tal que . 2 -é— .

Evidentemente, 0 :IN->N es uno a uno y sobre, y tenemos:

1 1 2
o # ({ CO(I)’ 00(2) yossy cO(n)} N [0, 5) ) > 3 (n>o )
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1 1 1
H . # ({ CO"I)" Co-(z) gesey CO(n)}n [5 ’ 1] ) + 3 (n+°° ) s

esto es, los nGmeros Co(l)’ Co(2) . Co(3) »ee« ya no son pseudoalea-
torios entre 0 y 1, a pesar de que el conjunto {ck | keN} es
igual al conjunto {co(k)l kN )} . g

Dado un conjunto contable de nfimeros entre 0 y 1, la "uniformidad
de la distribucién de los nlimeros D depende de la "ordenacién” de
los elementos de D; por esta razén, para hablar del tema en cues-
tibn es indispensable "ordenar" previamente los elementos del

conjunto contable D. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2. Sea D un conjunto contable de nlimeros reales entre
0 y 1; existe una ordenaci6n de los elementos de D, digamos
D

doaleatorios entre 0 y 1.

by, [nEN}, tal que los nimeros Yy » Yo » Y3 » - SOD pseu-

Demostracién

Consideremos una sucesi6n (cn) de elementos reales tal que Cy >

Cy 5 C5 5 ... SON pseudoaleatorios entre 0 y 1 (n6tese que tal su-
cesibn siempre existe, ver el teorema 1). Como D es un conjunto
contable y denso en [0, 1], entonces podemos escoger una suce-

si6n (an) de elementos en D de tal manera que
Ial - cl' <1 ’
g Fap, lag-cyl <5 5
en general,
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L v
a, # 88 5 e s B Iak-ckl <% k=234, (20)

Primero, demostramos que los niimeros a, , ay @3 5 .. SON
pseudoaleatorios entre 0 y 1. En efecto, dado un subintervalo
[p, ql de [0, 1], y dado € >0 cualquiera (sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer que € < 2(q - p), se tiene que

. 1 1 1 1 .
:Too"#({ C1sCqreresC } N [p-ZE,q+Z$])~q-P+§€ ;

1 1

. 1 1
lim H-#({Claczy-ﬂacn}n [P+4€,Q‘Z ﬁ])=Q‘P‘§€;

n- o
o sea, ‘ S~

1 #{{ cpCopmc}n [p - e NEEE -p+3e (nrw) (21)
n b l’ 2""’ rl} p 4 H q 4 q p 4

q-p- % € <-r!1- . # ({Cl,c2,...,cn}ﬂ [p + %8 , q - %g] ) (n+ «). (22)

Sea m un nlimero natural que satisface la desigualdad

11l1< %e ; st k zm, entonces de (1) tenemos que

1 1 o
ck€lp+ge, 9 - 7 €l implica a€lp al,

(23)
1 1 . .
€ [p-7¢e,q+7el implica a €lp, al;
luego, para todo n€IN tenemos la siguiente desigualdad:
Sp -3 m_ 1 # ({ a,a al N [p, ql
q p 4 n n - l, 2 3 see n b
<q—p+—2—€+%1 (cuando n =+ = ), (24)
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Como %1 > 0 cuando n >« | entonces de (24) obtenemos

l

- # (Lajay.,al) N [pal) - (q - p) Kke

(cuando n~+ « ) (25)
por lo tanto;

. 1
lim 2. # {al,az,...,an} nipql)=q-p,

n-—>o©

0 sea que los nimeros a5, a9, 83 , . SON pseudoaleatorios en-
tre 0Oy l.g

Si {an lnGN} = D entonces el teorema ya estd demostrado, Su-
pongamos que { a | nEN} # D; sea

D - {an/n €EN} = {bn/nelN} ;

definimos y, (0= 1,2,3,...) como sigue:

yl = bl ’
yZ = al ’
Y3 = b2 ’

y6 - b3 ’
Y77 845 Yg = 853 Yg = 35
en general:
. 1
si k= D) n(n+1), entonces Y = bn ;
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. 1 1
si 3 nn+l) <k <5 (n+1) (n+2), entonces Y = 8
(para n = 1,2,3, ... ) ;

entonces los nimeros Yy » Yo » Y35« SOD pseudoaleatorios entre

0 y 1. En efecto, si % i(j+1) < n <% (j+1) (j+2) entonces

# ({ Y1 Yo 3eee yn}ﬂ (p, QJ ) =

# ({a), ag e, 10 [p, q7 ) + #({bl,bz,...,bj inlp.al); (26)
luego

1 _
im . # ({ y,¥gpesy Y Ip, q]) =

. 1 n-j
= lim TR # ({al,az,...,an_].} Nip, ql ) +
n- o

1

+lim <. # ({ bl,bz,...,bj}nlp, q ) =

n-=+o
=(g-p+0=q-p, 27)
puesto que

lim 2=l -y gim L.

n-— o n n-> o«

Por lo tanto, los nGimeros Yy Y9 Yg 5 .o sON pseudoaleatorios
entre 0 y 1. Evidentemente, D = {yn | neN} . -
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3. FORMULA INTEGRAL DE CHEBYSHEV

Empleando los ntimeros pseudoaleatorios entre 0 y 1, podemos dar
una nueva definicién de la integral segin Riemann para funciones

continuas, evitando el uso del concepto de '"particiones de un
intervalo”,

Teorema 3. Sea f continua en el intervalo [0,1]; si X pX

son pseudoaleatorios entre 0 y 1, entonces

sl o . 1 n
o 00 dx =tm 1 Zk=l flx,) . | (28)

N> o

Demostracién:

Sea B = maximo de f(x) en [0,1] . Dado ¢ > 0, existe§ >() tal
que

lx -y , <§ implica l,f(x) - f(y) | < 35 :

luego, si MEN conl\l/I <8 , tenemos:

jl (x) I M (k) (29)
f(x) dx - = f( = < . 29
, 0 MZk:l M

™ . k-l i .
En cada subintervalo [ T M ) tenemos:

wim

ZIA

1 k-l kyy 1 ,
lim 5 # ( {XI’XZ""’xn} N[ M M ) = oy (k= 1,2,..., M) ;

n -+
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luego

k-1 k 1 €
. # ({XI’XZ ,...,xn}('] [ M ’IVI)) - M | < VB (cuando n~+ =) .

=R

Tenemos:

M

=R
- 3
1}
—

N2
1 ! k k
= k-l(x'.e[k" o) (FCg )+ flx) - 1050 ) ) =

M
Z e (Uxprgexda 8L Ky k)

k=1
M >
+ 1 Zk 1( e k)(f(xj)-f(h%l))> : (30)
= X. =-_- 2
- j M M
Pero |
M E ,
1 k 1 ¢ £
l n Z k—l(x el k-1 k )(f(XJ) - f( M ))) < Py §n:3,(31)
= i L
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M ) k-1 k 1 k
S e (e 55D 1k

<ZM € .B =§3— (cuando n + o ), (32)
k=1

De (30), (31) y (32) tenemos:

n . M
1 - 1 k E, e _2&

(cuando n >« ) . (33)

De (29) y (33):

’51 1 § :n 2¢ ¢
f(x) dx - = f(x.) I < = + =
0 n i=1 j 3 3

lo cual comprueba el teorema.

€ (cuando n » o ),

Corolario 1. Si Xp 0 Xg s Xg 5« SOD pseudoaleatorios entre 0 y 1,
entonces el valor medio de estos nimeros es igual a -;— , O sea:

X + X + .. + X
1 2 n

. 1
:-,”.1.100 m = 3. (34)

De mostracién:
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En el teorema 3, tomando f(x) = x se tiene que

n 1
lim -1% Z X = f xdx=% ®
nk‘*m k=1 0

\

Corolario 2. (Férmula integral de Chébyshev)

Sea 6 tal que 6/7 es irracional, si g(x) es continua en [-1, 1] ;
entonces tenemos:

1 2m 1 n
5 glsen ©) dt = lim Z glsen k 8) ,  (35)
0 n o k=1
I 2m 1 n
R f glcos t) dt = lim 3 Z glcos k 6) ; (36)
O n > k=1
‘esta Gltima es la férmula obtenida por Chébyshev.
Demos tracién:
Sean f(x) = g(sen 2 Tx), X, = la parte fraccionaria de k . % ;
entonces Xy s Xg Xq 5 ... SOn pseudo-aleatrios entre 0 y I;

adem3s,

o,
sen 2 nxk = sen 2mk o5 = sen k9,

ya que la funcién "sen" es

2 m-peribdica. Aplicando el teorema 3
tenemos:
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1 27 1
o j glsen t) dt = f glsen 2.7x) dx =
" 0 0

n n
= lim_ % Z gl{sen 2w xk) = lim % Z g(sen k0 ) .
n-+-o k=1 n > k=1

De la misma manera se obtiene la igualdad (36) . "

corolario 3. (Mé&todo de Montecarlo)

Sea f : [0, 1] =[0,1] una funcién continua; si X| s Xo Xg seee 3

Yi s Yg Yq » s SON pseudoaleatorios entre 0 y 1, entonces

1 .
f(x) dx = lim 1 c Lo
fO . _nz . # {(xk » ¥y l y; < flx ) ki=1,2,3,...,n} , (37)

0 sea que la probabilidad de que los puntos (xk,y) (k,1=1,2,3,...) estén
en la region {(x,y)€ [0,1]2] y < f(x)} es igual al valor de la inte-

gral 1
f(x) dx .
0
Demostraciéns

Como Y1 » Y9 » Y3 » - son pseudoaleatorios, entonces para cada

k tenemos:
- i 1 -
f(x, ) = lim o # ({yl,yz,.--,yn} n [0, flx) ) =
n e
= lim =, # {yi/yi < f(xk) ;1= 1L,2,..n } . (38)
n o
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Del teorema 3:

1 ' i m
fo f(x) dx =r:]lr2<>o - Z f(xk) =

k=1

m
. 1 .

= lim = lim CHELy ]y < f(x))
m oo M Zk=l noe 1 1

i=1,2,...n} (39)

En (39) la convergencia "n+ © " es uniforme con respecto a mfla
convergencia "n> « " es idenependiente de k, =n consecuencia,
independiente de m); por lo tanto, el Iimite "iter=co" en (39)

(lim lim ) es igual al Iimite "doble" ( lim ), luego
m - N> mn >o

fl 1 m |
f(x) dx = lim —— Z #{y |y <flx); il,2..n} =
0 oo mn k=1 i i k

, 1 : . , . - 1
= lim —# {(xk , Yy Iyi<f’(xk), k=1,2,...,m; i=1,2,....,n} (40)
m oo

Se sostiene la igualdad (37) como un caso particular de (40), to-
mando m=n > o« ., a

4. FLUCTUACIONES PSEUDOALEATORIAS

Sean cy o Cy » Cq s oo nliineros pseudoaleatorios entre 0y 1, y

f : [0,13R wuna funcion continua; si
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1
f f(x) dx = 0,
0

entonces

f(cl) + f(cz) + e f(cn)

f(x) dx = 0,

n n-> oo

o -

o sea que "el valor medio” de los ntimeros

f(cl) , f(cQ) , f(c3) s e (41)
es "cero”. Decimos que los nfimeros en (41) son "fluctuaciones pseu-
doaleatorias (de tipo )", y que la amplitud de la fluctuaciones es
igual a A = mé&ximo de |f(x)]en [0,1] .
Como un caso especial, si la funcién f es de primer grado,

f(x) = (2x -1). A ; (42)
entonces, las fluctuaciones obtenidas

(2c1—l).A,(202—l).A,(203—1).A,... (43)
estén distribuidas "uniformemente” entre -A y A, teniendo asi las
fluctuaciones pseudoaleatorias de "distribucién uniforme". En otros

casos, las fluctuaciones pseudoaleatorias no son de distribuci6n uni-

forme.

Ahora, estudiaremos el movimiento de la poblacién cuando la tasa
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de crecimiento de la poblacidon tiene fluctuaciones pseudoaleatorias

alrededor de su valor medio.

Sea a, la tasa de crecimiento de la poblacién en el momento
n ; supongamos que los valores de a, tienen fluctuaciones pseu-
doaleatorias (de tipo f) alrededor de su promedio A , con ampli-

tud A menor que 1, o sea:

a_ = A+ f(cn) (n = 1,2,3,...) , (44)
donde cl , 02 , 03 .- SON nameros pseudoaleatrios entre 0 y 1;
entonces la poblacién Xn en el momento n estd dada (véase pun-
to 0) por

n

Xn+l = III'; (1 + X + f(ck)). X1 . (45)
Tomando el logaritmo natural de la igualdad 5) tenemos:

n .

log X =

%% Mne Zk=1 log {1+ A+ floy) |, 1og Xy - (46)
Anlicando el teorema 3 :

1 ! !
n k=1 log (1 + X + f(ck) ) —> log(l + A + f(x)) dx (47)

(n > o) 0
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Si A = 0, entonces*

I DN 2
f log (1 + f(x) ) dx f {0 - - Yax -
0

0

1 1 1
) f f(x) dx - + f(x)2 dx = -+ f(x)2 dx < 0. (48)
0 6 °

0 0

1

Por otra parte, el nGimero f log(l + A + f(x) ) dx es estricta-
0

mente creciente COn respecto a A , entonces existe >\0> 0 tal
que

1
f log (1 + A + f(x)) dx = 0. (49)
0 o}
1
Si A< )\o , entonces el Iimite f log (1 + X + f(x) ) dx en (47)
, 0

es negativo; por lo tanto se tiene gue

n
Z log(l + X + f(ck)) —» - (n>®), (50)
k=1

De la misma manera, si A > )\o tenemos que

* Nota: Para |t| <1 tehemos la desigualdad
log (1+t) s t - —é t2 ;
en efecto, la funcién F(t) = t - % t2 - log (1+t) posee un fGinico mi-

nitno en t=0 .
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n
Z log(t + A + f(ck)) - +© (n > ), (51)
k=1

De (45), tenemos el siguiente resultado:

Dadas fluctuaciones pseudoaleatorias en la tasa de crecimiento de la

poblacién, existe un Gnico "valor positivo” )\O tal que:
si A< )\O , entonces Xn - 0 (la poblacion se extingue):
si A D> )‘o , entornices Xn -+ +o (la poblacién auments sin
control).

En particular, dado que ')\O > 0, tenemos el siguierite resultado:
Si la tasa de crecimiento de la poblacion es "cero en promedio” en-
tonces la poblacion se extingue al cabo de un tiempo suficiente-
mente largo (ipara cualquier tipo de fluctuaciones pseudoaleato-

rias!). -

5. FLUCTUACIONES DE LA FORMA A.sen n @

Si la tasa de crecimiento de la poblacion tiene fluctuaciones pseu-

doaleatorias del tipo "seno", entonces f(x) = A.sen 27 x ; luego

1
f log (1 + A + Aisen 2 Tx) dx =
0

2T , A
f {log (1 +X) + log(l + 113 - sen t)} dt =
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1L+ X+ /(1 +X)2- A2

= log (1 +A) + log T4+ ) . (52)

1
Por lo tanto, si )\o es la rafz de la ecuaci6n f log (1 + X +
0

+ Assen 27x) dx = 0,

entonces tenemos

A = (57 (53)
En particular, si C, ¢€s la parte fraccionaria de n 6 con 6/r

irracional, entonces las fluctuaciones son de la forma

A.sen n 6 (n = 1,2,...), y por lo tanto se obtiene el siguiente re-
sultado:

Si la sucesién (Xn) satisface la férmula de recurrencia dada por:
X 1= (1 + A+ A.sen no) Xn (n = ,2,3,...) , (54)

n+

entonces:

X > 0 sio A <

ol >
VM

(55)
Xn > + 00 g A > )2

2>

A continuacién estudiaremos el comportamiento de la sucesxon (X )
dada por (3) cuando A= ( 2 3 )% De (3), tomando A = ( 2 )2
nemos:
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N A
X =-|T(1+A.senn6+(§)2).X
ns 1

1 (56)

O sea:

log XN+1 = Z

log (1 + Asen n8+ (A/2)%) + log X, . (57)
n=1

Considerandolo como una funcién 2 m-periddica de la variable € ,
el n-ésimo término de la serie finita en (57), es decir, Log (1 +
A.sen n 6 + (A/2) ?), puede ser desarrollado en serie de Fourier co-

mo sigue ([3], [4]):

log (1 + A.sen nB+ (A/2) 2) .

-~
k
_ \' (D" A 2% ®© (1) (A 2%
= -2 L o (2) .sen kn 6- 2 Zk=1 T .(5) .
K=1

cos kn#6; (58)

nétese que las series en (58) convergen "uniformemente”, ya que
A 1
Q¢ 4

|glkg <1

Reemplazando (58) en (57) tenemos:

o k N
(-1) A2k
log X = -2 E = . (3) . sen kn 6
N+1 k=1 2k 2 n=1

k 1 N
2. Z‘” R B Z cos kn 6 (59)
k=1 = n=1
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Pero

N :
'Z sen kn9|=
1

1 1
cosike-cos(N+§) k6 1

<

1 + ’
n= 23en§ k6 'sen§k6|
1 1
N sen (N + f)ke— senfkel5 1
l cos kn 8] = i
n=1 2 sen k 6 ,sen 3 kel
De (59), (60) y (61) tenemos .
- .
log Xy, | <2 Z G —1 (62)
, k=1 Isen 5 kel

Lema: Dada areal con 0 <a <1, si 6/1 es irracional enton-

ces

lim — = 0, (63)
k> o sen k@

Demostracién:

Usando la férmula (ver, por ejemplo, [3], [4] )

k-1 K s
sen k6 = 2 TT  sen (6+—-E) (64)
s=0
tenemos:

l—l( [ log ak - log |sen k8|] =

. k-1
=loga—k—kllog2—% Z log'lsen(e+§3)l+
$=0
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1

2 27
> log a - log 2 - = log| sen x| dx , (65)
(k> o ) 0
ya que
1 k-1 ST 1 T k-1 ST
E Z log lsen (9+ E— )l = F . k— Z log Isen (6_,_ F— )l+
=0 - s=0

1
r =T
> %r ‘f log | sen (8 + x)] dx =—3T ‘[2 log) sen x| dx .
(k > =) 0 0

Pero como
1

§Tr
f loglsenx]dx=—%.log2,
0

de (65) se tiene que

% [log ak-log‘l sen kO[] > loga <0 (k+ )

;
por lo tanto,
k

]o.g a =10g ak—loglsen kel -> ‘°°(k+°°)3
|sen k6| '

lo cual demuestra el limite en (63) ‘m

Aplicando el lema tenemos
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- > 0 cuando k > «;

lusgo, existe una constante M > 0 tal que

Ak
—= =M para todo k€N (66)
sen 5 k 5]

Reemplazando la desigualdad (66) en (62) se obtiene la siguiente de-
sigualdad:

© 1 1k oo
llog Xy, | s 2 Zk=l k()" -M=2M+]log X, | (67)

(para todo N € N ).

0 sea que la sucesién (Xn) €s acotada, y estd separada del valor ce-

s

ro. Esto es, Xn no diverge hacia infinito, ni tiende a cero cuando

n -+ o , solamente cuando )\ es igual a ( '—;5 )2..

6. FORMULA DE RECURRENCIA DE PRIMER GRADO

Supongamos que la sucesién (Xn) estd determinada de acuerdo con

la férmula de recurrencia no honogénea de primer grado:

X .= b - X+ <, (n = 1,2,3,...) . (68)
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donde los bn tienen fluctuaciones pequenas pseudoaleatorias alre-
dedor del valor medio b (b > 0) ,

brl =b+e.sennb® (n=123.). (69)
y (Cn) es una sucesion acotada dada. Vamos a estudiar bajo qué con-
diciones la sucesidn (Xn) dada por (68) es acotada, es decir, estudiar
la solucidn (Xn) de la férmula (68) en el espacio 2., » cuando
(c)e f, . (#)

Lema: Existen constantes positivas m, B tales que

b1 b2 ces bN
(0<) m = N £ B paratodo N&EN (70)
)
donde
b +V/ b2 - g2
2
Ademas,
p <1 si y s6lo si b<l+(%€)2,
(72)
p >1 si y sblo si b>1+(%z€)2
(#) 2., es el espacio de Banach formado por todas las sucesio-

nes acotadas. Evidentemente, la sucesién (bn) también pertenece a
L

x©
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Demostracién:

b+Vb2-€2 A b -V b* - g2
Sean b=, 3 = € 5
entonces,
p.A= € , p.{1+(%)2}=b

Por lo tanto tenemos:

2

log b_ = log (b + €. sen nB)=log p. {1 +(%‘)+ A.sen n8 } =

2
log p + log (1 + A.sen ng + (%‘) ); (73)

luego

N
log (b1b2...bN) = Eq_l log bn = N.log p +

N A2
log (1 + A.sen no + (5) ),

n=1
o sea,
b,b,...b N 2
log 172 N - Z log (1 + A.sen n9 + (%) ) . (74)
pN n=1

De (57) y (67) tenemos que el valor absoluto del segundo miembro

de la igualdad (74) es menor que una constante 2M, asf:
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-2M 172°"°""N
£ — s 2M
N
p ¢
ahora, basta escoger m = e_2M > 0, B = e2M

Por otra parte, podemos comprobar (72) en forma inmediata. gg

De la férmula de recurencia (68) tenemos (ver [5]):

n Ck
X = (bbb ) . (X, + Z ———————— }. o (75)
n+l 172 n 1 k=1 b1b2"' bk

(i) Caso b <1+ (% €) 2. Como 0 <p <I1. entonces de
(70) tenemos:
(b;bs..b ) = Bp > 0 (n » =) : (76)

(b.b,..b =z mp" .

Por lo tanto, si C = Sup lckl entonces

| (b,byeeb ) Z
12 k=1 P1Pgeby

17



- P
p . (77)

De (75) y (77) se ve que la sucesi6n (Xn) es acotada para cualquier

escogencia del valor del primer término X1 . »

(ii) Caso b >1+ (%E)2 . Como p > 1, entonces tenemos:
Z“’ l“_Ck'—"IS = _C _¢ _1_.
k=1 | OPoeby k=1 m.pK m p-l
c
por lo tanto, la serie *® converge absolutam ente.
_, b.b ..R
k=1 172
Si
Qo Ck
X, # e S (78)
| k=1 blb2"bk

entonces de (75) se ve que (X) >+ (0> ), ya que

(ble'" bn) e + o,
Si
C
e -] k
X = - ’ (79)
1 Zk=l b by B
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entonces de (75) tenemos

c© k

X = - (b.b,..b ) . —_ (80)
n+1 172" n Zk=n+l ble"'bk

De (76) y (80),

3 oo |k
IXr1+l I é(ble"bn) : Zk=n+l blb2' . .Bkg

é B.pn . Z % E = BC ;
k=n+1 m.p mp- 1)

por lo tanto la sucesion (Xn) es acotada .g

En resumen: si la sucesidn (Xn) es la solucion de la férmula (68),

entonces:

(i) si b <1 + (—% €) 2, entonces (Xn) € % para cualquier esco-
gencia del. primer té€rmino X1

(i) Si b> 1+ (%e)2 , entonces

oo Ck
(X )€ %, siysdlosi X =- Z —k
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