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El método stmplex, que con justicia podemos llamar la idea
més famosa de las mateméticas computacionales recientes,
fue desarrollado por Dantzig como una manera sistemati-
ca de resolver problemas de programacién lineal y, ya
sea por suerte o por genio, constituye un suceso asombro-
s0. [..] Me parece que la explicacién geométrica es la que
descubre el secreto del método. El primer paso consiste
en localizar una esquina del conjunto factible. Esta es
la «fase I», que suponemos ya esti terminada. Lo impor-
tante del método estd en la segunda fase, que consiste en
ir de esquina en esquina a lo largo de las aristas del con-
Junto factible. En cada esquina podemos escoger cualquiera
de la n aristas; algunas de estas aristas nos alejan de la
x* Optima pero desconocida y otras nos acercan a ella.
Dantzig- elige continuar el recorrido por una arista que
garantice -que el costo decrece. Esa arista conducird a otra
esquina con un costo menor, y no hay posibilidad de re-
gresar a otra que sea mis cara. En algin momento se
alcanzard una esquina especial desde la cual todas las
aristas van en direccion contraria a la deseada: se ha mi-
mizado el costo. Esa esquina es el vector éptimo x* y el
método se detiene. El problema es traducir esta idea al
dlgebra lineal.

Las presentes notas tienen como objetivo presentar una sistematizacién del
método grafico para la solucién del problema de la programacién lineal
en IRS.
1. Sea dado el problema estandar de la programacién lineal en IR
Optimizar la funcién
f(x.y'z) =cx + Ciy + CyZ ,
sujeta a las restricciones

anx + R12y + a,z % b;

auX + any + aynz @ b,

8nX + 8y + asz@ b,

donde ademas se exige que x >0, y »0, z 30
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Utilizando la notacién matricial, y haciendo

b,
b,
X . 0
Ciu= [C‘ C; C]J , X3 = y , B = . Ou =10
z . 0
b
a,; a a3
A,.: = [@21; a -lzrw
ja 1 An d'“‘J

podemos plantear el problema anterior en forma compacta asf

Optimizar
f=C,uXan
sujeta a
Aus XJI A Bml
Xs 20

(el signo A indica que cada una de las desigualdades implicadas puede ser
del tipo >, < 6 = la escritura X.. > 0 significa que entre las coorde-
nadas del vector X., no hay nimeros negativos; la matriz A., se conoce
con el nombre de matriz de coeficientes tecnoldgicos).

Como se sabe, se demuestra (ver, por ejemplo, [2] 6 [3]) que el conjunto de
puntos que satisface un sistema de inecuaciones lineales en IR" es un con-
junto poliédrico convexo {y en caso de ser acotado, simplemente un hiper-
poliedro convexo), y que la solucién -en el supuesto de que exista- del pro-
blema general de la programacion lineal es siempre uno de los vértices (la
calidad de ser solucién puede ser «compartida» con toda una arista o toda
una cara del conjunto poliédrico, pero el valor 6ptimo correspondiente de la
funcién objetivo si es wnico). En nuestro caso el conjunto factible serd un
conjunto poliédrico convexo en [R®, que llamaremos Sélido de Soluciones
Factibles (SSF). Los vértices del conjunto serdn denominados Soluciones
Bdsicas Factibles (SBF). Una vez construido el SSF podemos calcular el
valor de la funcién objetivo en cada una de las SBF y hallar el valor éptimo
(méximo o minimo) por simple comparacién. Si el mimero de vértices es
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muy grande* consideramos el vector

elT+ef+ ek

que es el gradiente de la funcion objetivo f y por lo tanto marca la direc-
cién de su crecimiento. El primer vértice (SBF) que toque la familia de pla-
nos ¢,X + c;y + ¢;2 = k cuando se «deslice» perpendicularmente sobre el
vector Vf tomando kE€(— o , ®), sera la solucién del problema de mini-
mizaci6n; el Gltimo lo serd del de maximizacién. En la mayoria de los casos en
IR’ esos puntos se ven directamente en los dibujos, pero en caso de duda se
puede actuar segtin lo explica Strang en el trozo citado, y de todas maneras
la cantidad de puntos examinados seré minima. ’

2. Como se trata de representar una serie de inecuaciones del tipo
ax + By +yz$b,

se procede a detallar la forma como se representa una de ellas de manera
genérica, y posteriormente c6mo se encuentra la interseccién de un conjun-
to de ellas.

Se parte de que el conjunto de puntos que satisfacen una inecuacién de la
forma dada, es un semiespacio limitado por el plano

ax + By +yz=">

el cual en adelante se denominard plano frontera y se simbolizaré como
nF.

Definicién 1: Denominase plano frontera (nF) a la ecuacién asociada a una
inecuacibn en el asnacin tridimenginnal A dichn Aa ntra manaral al srnisewén

de puntos que s

Como en la prac
inecuaciones ési
la igualdad), y !
se pueden tran:
hara referencia

* «Pellizcandos, po
eapacio IR’} con cestro
virtices, luego 108, atc.
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Definicién 2: Denominase semiespacio solucién al conjunto de puntos en el
espacio tridimensional que satisfacen una inecuacién de la forma

ax +fy +yzAbe

Definicién 3: Denominase SSF al poliedro convexo de puntos que satisfa-
cen simultdneamente las inecuaciones de la forma

A X AB,,

Dada la condiciéon de no negatividad, el SSF, en caso de existir, debe estar
limitado al primer octante®

Definicion 4: Denominase traza (Tr) a la interseccién de un plano frontera
con los planos coordenados. Asi por ejemplo, si se considera el plano fron-
tera ax + fy + yz = b para x = 0 (interseccién con el plano YZ), resul-
ta fy + yz = b, que se denomina traza del pldno frontera sobre YZ y se
simbolizar4 en adelante como Tr/YZe

El primer paso a dar consiste en representar el nF correspondiente a la
inecuacién dada, esto es, graficar ox + By + yz =.b.

Para ello se procede de la siguiente manera: se determinan los cortes con
los ejes, si existen, asf:

x =0, y =0, entonces z = biy;
x =0, z=0, entonces y = big;
Yy=0, z=0, entonces x = bla.

Esto es, los puntos de corte son:

(0.0,blr), (O.b/ﬁ. 0) y (b/av 0’0).

respondien-

plano para-
no XZ. En
a cero cada
ninado por
)8, incluido
i0 buscado.
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Se hace énfasis en que a pesar de que una condicién a satisfacer es la no
negatividad de las variables, esto no implica que en determinado momento
no se puedan tomar como referencia puntos donde una de sus componentes
sea negativa. Una vez representades las trazas (que proporcionan la orienta-
cién del nF), se procede a determinar el conjunto de puntos que satisfacen
la inecuacién fuerte asociada a la inecuacién que se quiere representar, la
cual puede simbolizarse mediante ox + By + yz Ab, donde A debe in-
terpretarse como > 6 bien <;si b # 0 se reemplaza el origen en la inecua-
cién fuerte, resultando una desigualdad de la forma 0 A b, la cual o es
absolutamente cierta o bien absolutamente falsa. En caso de ser cierta esto
significa que el origen pertenece a la solucién, y que el semiespacio solucién
lo contiene. En caso contrario el semiespacio solucién no lo contiene y esté
ubicado al lado opuesto del =F. Si b = 0 se procede a reemplazar un pun-
to arbitrario que no pertenezca al nF, preferiblemente uno que est4 ubica-
do sobre uno de los ejes coordenados, de la forma (x,, 0,0) 6 (0,y,,0) 6 bien
(0,0,2.). Si el punto elegido satisface la inecuacién fuerte, quiere decir que
el semiespacio solucién lo contiene, y en caso contrario el semiespacio solu-
cién estara ubicado al lado opuesto al nF.

3. A continuacion se presenta un ejemplo numérico para mostrar c6mo se
obtiene el semiespacio solucién, limitado por la condicién de no negatividad
de las variables. Se trata de determinar el conjunto de puntos que satisfa-

cen la inecuacién x + 2y + 3z € 600 con la condicién x 20,y >0, z > 0.

El nF correspondiente estd dado por x + 2y + 3z = 600. Los cortes con
los ejes son los puntos (600,0,0), (0,300,0), (0,0,200), y las trazas estdn da-
das por:

Tr’XY :x + 2y = 600 ;

TriXZ:x + 3z = 600 ;

TriYZ: 2y + 3z = 600.

La inecuacién fuerte correspondiente a la dada resulta ser

x+ 2y + 32 <600 *
Como b = 600 (# 0), se reemplaza el origen (0,0,0) en ella y resulta

0 <600

que evidentemente es verdadero; por lo tanto el origen es parte de la solu-
cion. Considerando ahora x > 0,y >0, z 3 0, y representando el conjunto
de puntos pedidos, se tiene el s6lido ABCO como solucién. El sélido en
mencién aparece representado en la figura 1.
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C(0,0.200)

A (600,0,0)

Foura {

Considerando ahora la verdadera necesidad, que consiste en encontrar el
SSF de un sistema de inecuaciones, se trata entonces de intersecar los semi-
espacios resultantes del sistema de inecuaciones dado. Esto debe llevarse a
cabo tomando uno a uno cada semiespacio y limitando el sélido resultante
cada vez.

4. Como ejemplo de aplicacién, considérese el sistema de inecuaciones dado
a continuacion y obténgase el SSF correspondiente:

x + 8y + 6z € 1200 :
6x + 3y + z € 1200 ;
3x + 6y + z > 1200;
3x + 6y + z 31200 ;
X,y,220.

Los planos fronteras correspondientes son:

x +3y+6z=1200 (=nFy);
6x+3y +z =1200 (aFy;
Sx+6y+:z =1200 (xF,).




Los cortes con los ejes resultan ser entonces:

nF,: P4{0,0,200), P1(0,100.0) y P4{1200,0,0);
nF3 P.{0,0,1200), P.(0,400,0) y P(200,0,0) ;
nF3 P,(0,0,1200), P4(0,200,0) y P4(400,0,0) .

Trazas sobre los planos XY, XZ, YZ:

nF:x "+ 3y = 1200; x + 6z = 1200; 3y + 6z = 1200

aFax 6x § 3y = 1200; 6x + z = 1200 ; 3y + z = 1200;

nF: 3x + 6y = 1200;3x + z = 1200 6y +z = 1200
Inecuaciones fuertes:

x + 3y 6z <1200;
6x + 3y + z<1200;
3x+6y+z >1200.

Como b # 0 para todas ellas, entonces remplacese (0,0,0) y analicese el re-
sultado, asf:

0 <1200 ; (1)
0<1200; 2)
0>1200. 3)

Las desigualdades (1} y (2) resultan verdaderas, lo que se interpreta en el
sentido de que (0,0,0) pertenece al semiespacio solucién. La falsedad de la
desigualdad (3) implica que el origen se encuentra al otro lado del espacio

solucion.

Graficada cada una de las inecuaciones independientemente se tiene:

Aun cuando el orden para obtener el SSF no es estricto, en cuanto a qué
inecuaciones se deben graficar inicialmente, se presenta aqui una secuencia
para obtener el SSF dado por ACEFG, que se muestra en la figura 4.

Grafiquese nF; y nF, Se observa que Dy G son puntos que pertene-
cen a ambos planos, por lo tanto estos dos puntos deben pertenecer a la
recta interseccién de los dos planos: la recta en referencia es DG. Como el
origen satisface las dos primeras inecuaciones, entonces el SSF para estas
es el dado por GIDHO (una especie de pirdmide acostada), como se muestra
en la figara 3.

-2
(0,0,1200)

T UFs /[Yz: 6X+Z= 1200

7:-77-" /YZ :
IY+2Z =200

Z(0,0,200) wE/yz:
3Y+62= /200
\ G (0,400,0)

7; 75 /x Y: €X+3yY=1200

Tr95,/x2 :
X+62=120

//‘L 7~ TE /xY D X43Y= /1200

(/200,0,0)
~ (90!‘0 3

Obtenido este sélido se procede a limitarlo por la tercera inecuacién, grafi-
cando inicialmente el nF, y buscando la interseccién de éste con el sélido
DIOHG, que resulta ser la porcién de plano AFEC. Como el origen no sa-
tisface esta ultima inecuacién, no debe satisfacer el SSF; por lo tanto, el
conjunto convexo de puntos que remplazados en las inecuaciones las satis-
face en su totalidad es el poliedro AFECG.
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La interseccion del nF, ¢ DIOHG se lleva a cabo de la siguiente ma-
nera:

Lldmese A el punto interseccién de las Tr/'YZ de los nF, y nF,, y sea
B el punto interseccion de las Tr/XZ de los mismos; uinanse suavemente
estos puntos, y llimese C el punto de corte de AB y GD; se puede obser-
var que la recta AB sélo corta al sélido GIDOH en el tramo AC, ya que
CB queda por fuera de él. Retifiase el tramo AC.

z
£, 24 (0,0,/200)
77F, /xz 3
EX+T = /2% | 7;,5/’2
/ |V swzar200
777, /IZ \ T”J/VZ

6€Y+2Z = /200

-Y

= =F
ZyE Az ’ H/ W5/} Y: 6x¥3yw1200
[ i |
X*sz:/ag':/ - t \ TenE,/xy : axs6y=t200

< 7+ WF.fey. X+3y = 4200
o
x//gf;m.a,a) SSF = 4cers
Froura 4

Lldmese E la interseccién de las Tr/XY de los nF, y nF;; como P, =P,
es un punto comun a estos planos, entonces EP, es la recta interseccién
de ellos; Unanse suavemente estos puntos: debe ocurrir que este segmento
debe pasar por C, y sélo EC pertenece al sélido DIOHG; retifiase el
tramo EC. Luego unanse AF y FE por lineas a trozos, para hacer énfasis
en que éstas se encuentran en la parte pasterior del sélido (no se ven). Re-
sulta entonces el sélido ACEFG, como se muestra en la figura 4, donde se
zlued; apreciar que ACEF pertenece al nF,, ACG pertenece al nF,y CEG
nka

Noétese que si la tercera inecuacién fuese 3x + 8y + z < 1200, la solucién
habria sido el sélido ACEFOIDH, Se aprecia la convexidad de los s6lidos
resultantes.

El paso siguiente consiste en determinar las coordenadas de los vértices
A,C.EF,G. Se debe proceder de la siguiente manera:

Las coordenadas de G y de F son conocidas, ya que corresponden a la de
los puntos P,y P, respectivamente, esto es (0,400,0) y (0,200,0).

A es la interseccién de las Tr/'YZ de los nF, y =»F, por lo tanto se debe
resolver el sistema

de donde se obtiene y = 2000/11, z = 1200/11, lo que permite afirmar
que A tiene como coordenadas (0,2000/11, 1200/11). E es la interseccién
de las Tr/XY de los aF.y nF, lo que implica resolver el sistema

8x + 3y = 1200,
3x + 6y = 1200,

de donde x = y = 400/3
Por lo tanto las coordenadas de E son (400/3, 400/3,0).

Por ultimo: el vértice C es la intersecciéon de nF,, nF; y nF,, lo que obli
ga a resolver el sistema

x + 3y + 6z = 1200,
8x + 3y + 2 = 1200,
3x+ 6y +z = 1200,




de donde se obtiene x = y = z = 120; esto es, las coordenadas de C son
{120,120,120).

Los vértices A,C,E,F,G son los puntos que hemos llamado Soluciones Bdsi-
cas Factibles {SBF). De esta manera queda perfectamente definido el SSF.
Si se tratara de obtener el maximo o el minimo valor de una funcién, por
ejemplo

fix,y,z) = 500x + 250y + 100z ,
vemos que

vf = 5001 + 2507 + 100k,

lo cual indica que la funcién objetivo crece con el crecimiento de cada una
de las variables, pero més influida por x y menos por z. (Para mayor cla-
ridad se puede dibujar un triangulo representativo de alguno de los planos
de la familia c¢,x + ¢,y + c.z = k, para algin valor conveniente de k,
preferiblemente un k menor en valor absoluto que el menor de los c,).
En la figura 4 podemos apreciar, en consecuencia, que el mejor candidato
para el minimo es el vértice F, mientras que para el maximo habrfa dos,
las esquinas C y G. Al remplazar en f(x,y,z) cada una de las SBF tene-
mos:
flA) = fio, 2000 1200 ) - 5g363 ;
11 11

f(C) = £(120,120,120) = 102000 ;

f(E) = £ (400 400 ) = 100000 ;
3 8

f(F) = f (0,200,0) = 50000
fiG) = £(0,400,0) = 100000

Se confirman, pues, nuestras sospechas, y quedan definitivamente como
minimo F y como méximo C.

5. Como ejemplo final, trate el lector de obtener el SSF correspondiente al
sistema

x + 2y + 3z € 1500 .

x + 2y + 3z € 1500,

3x + 2y + z< 1500,
y € 500,
x<y
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y constante que resulta ser de la forma que aparece en la figura

2!

F}jara s

donde: 0(0,0,0), J{(300,300,0) E(500/3, 500,0), F(0,500,01. G(0,5600,500/3),
H(125,500,125), 1(250,260,250), C(0,0,500).

Una vez dada una determinada funcién objetivo, se puede analizar la dxrec
cién de desplazamiento de la correspondiente familia de planos y determi-
nar los vértices candidatos para maximizar y minimizare
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