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Para todo, para alguno, para casi todo

YU TAKEUCHI*

1. MOTIVACION

En nuestro trabajo diario nos encontramos frecuentemente con expresiones
afectadas por calificativos o «condiciones» tales como «para todon, «para
alguno», «en a», «cuando x tiende a ...», «con probabilidad 1», etc. Cuando
las expresiones son compuestas, obtenidas mediante el uso de los conectivos
usuales, su validez depende de la forma como se combinen los conectivos
y las «condiciones» anteriores. Los estudiantes cometen errores de razona-
miento conmutando arbitrariamente el conectivo con la «condicién», o dis-
tribuyendo la «condicién» indiscriminadamente con respecto a los conecti-
vos, siendo esta practica una de las dificultades principales para el aprendi-
zaje de la Matematica. No sé por qué razén casi nunca se menciona este
delicado problema en los textos introductorios de Matematicas, ni se hace
suficiente énfasis en el comportamiento de conectivos y «condiciones», para
que los estudiantes aprendan a manejarlos.

Por ejemplo, sean

P : Hay felicidad
Q : Hay fortuna.

Tomemos como «condiciénn: «Mas all4 de las montafas». Se observa que
«mas alld de las montanas» es distributivo con respecto al conectivo «y»,
es decir,
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«Mas all4 de las montafas hay felicidad» y «Més alla de las montafias hay
fortuna»

gi y sélo si
«M4s alla de las montafias, hay felicidad y fortuna»
Sin embargo, «No m4s all4 de las montafias hay felicidad», no es equivalen-

te con «Mas alla de las montafias no hay felicidad», poniéndose de presente
la no conmutatividad del conectivo «NO» con la condicién «mas all4 de las

montafias»,
Vamos a suponer en adelante que P, Q son proposiciones condicionales

con al menos la variable x libre y que X es un conjunto referencial (jno va-
cio!) en el cual x toma valores. Por ejemplo si X = IR, podemos tener

P: «La funcién f es continua en x», 6
Q : «Existe una vecindad de x contenida en Ax.

El conjunto de los elementos de X que hacen verdadera la proposicién
condicional P lo notaremos por:

x €X |P} o simplemente x|P)}

Asi por ejemplo tendremos {x | f es continua en x },o0
{x €ETR | existe una vecindad de x contenida en A}.

2. «PARA TODO», «PARA ALGUNOw», «EN A»,
«CUANDO X TIENDE A ..», etc.

I. PARA TODO

Decir que «la proposicién condicional P es verdadera para todo x», signi-
fica

{x|P}=X, y se nota Vx P (1)

Si «Vx P» y «Vx Qo 0 sea que «P es verdadera para todo x» y «Q es
verdadera para todo x, entonces

x|P}=X x{Q}l=X (2)
Luego

{xIPyQ}={x|P}N}{x|Q}=XNX=X (8)
Por lo tanto «P y Q es verdadera para todo x
Reciprocamente, a partir de {3) se obtiene {(2), lo cual significa

VxP y VxQ si y sélo si Vx(P y Q.

O sea que «Vx» (Para todo x) es distributiva con respecto a la conectiva
«yn ®

Sabemos que V x 1P (Para todo x, no P) significa
{x|7P}=X. ‘ “)

Luego {x|P)}=X-=X=92, o0sea
{x|P}#*X {5)
lo cual significa “1(Vx P).

gm embargo, 7 (V¥x P) no implica Vx (7{P), ya que evidentemente {5) no
implica (4).

Por ejemplo, la negacién de «f(x) es continua para todo x» no implica que
«para todo x, f(x} no es continua». '

Se deduce que 7] (NO) y Vx (para todo x) no son conmutables ¢

Si «P, para todo x» 6 «Q, para todo x», entonces
x|P}=X 6 x|Q}=X, (6)
{x|IP 6 Qt={xIP}Y{x1Q}=X (7

En la simbologia formal, seria: (V xP)V >V
«P 6 Q, para todo x», x VxQ x(PV Q), o sea que

luego:

Evidentemente, (7) no implica (6), en consecuencia
«P 6 Q, para todo x» NO implica «P, para todo x» 6 «Q, para todo x».

{(Vx) (P V Q) NO implica (Vx P) V (V x Q)), 0 sea que «Vx» NO es distribu-
tivo con respecto a uém,




Por ejemplo, «f(x) 0 6 f(x) < 0, para todo x», pero esto no implica que
«f(x) » 0 para todo x», 6 «f(x) <0 para todo x» ¢

Si «P implica Q, para todo x», entonces
«P, para todo x» implica «Q, para todo x»,
puesto que si «P implica Q, para todo x» y «P, para todo x», entonces

«P y P implica Q, para todo x» por la distributividad de «para todo» con
respecto a «y»; por lo tanto se tiene «Q, para todo x»,

El reciproco no es verdadero, luego «para todo» no distribuye con respecto a
la «implicaciém»,
Por ejemplo, «f(x) > 0, para todo x» implica «f(x=1) > 0 para todo x», Sin

embargo, tomando fix) = x no se cumple «x >0 implica x—1 >0, para
todo X » ¢

Ejemplo 1

Dada f: IR = IR una funcién real y continua, si f(x) » 0, para todo x,
demostrar que f es una funcién positiva 6 f es una funcién negativa.

Un estudiante resolvié6 el problema asf:

Supongamos que no se cumple la proposicién «f es un funcién positivas,

0 sea, se tiene la negacién de «f(x) > 0, para todo x» ; (8)
Entonces

« fix) € 0, para todo x». (9)
Como

«f(x)# 0 , para todo x» {10)

entonces, de (9) y (10) se obtiene

af(x) < 0, para todo x, 11)
esto es, «f es una funciof negativa»
Un buen estudiante sabe que anda algo mal en el desarrollo anterior, puesto
que no se utiliz6 en él la continuidad de la funcién. En efecto, el paso de (8)

a (9) es falso (obsérvese que el paso de (9) y (10) a (11) jes buenol), sin
embargo es fécil engafiar a los estudiantes regulares con esta demostraciéne®

Ejemplo
Demostrar: A U B&A UB

Demostracién: Sea x € A U B ; entonces, «TODA vecindad V de X inter-
seca con (A UB), 0osea, VN(AU B)# @ »; esto es, «V NA#Sn 6
«V N B # 2», para TODA vecindad V de x; (12)
luego

«V N A% @, para toda vecindad V de x 6 ZWNBx o
toda vecindad V de x». i g l:;;

Por lo tanto se tieneque x €A 6 x €B,0seaque x €A UB :
AUBc AUB. g  Juego

A pesar de que la demostracién anterior no sirve por haber distribuido «para
todos con respecto 8 «o» en el paso de (12) a (13), este error es muy comun
para los estudiantes del curso de Analisis Matematico. Aun més, cuesta

mucho trabajo convencer a los alumnos de que su razonamiento no es co-
rrecto ®

1I. PARA ALGUNO
«P, para algin x» quiere decir que
{x|P}yo (14)

En légica formal se acostumbra escribir «3x» (existe x) en vez de «para

algun x»,
Si «P, para algin x» 6 «Q, para algun x», entonces
x|Ple@ 6 (x|Q})¥® (15)
x|P 6 Ql={x|PlU{x|Q}vs 16
por lo tanto se tiene que «P 6 Q, para algén x»

luego

Reciprocamente, a partir de (16) se obtiene (15), lo que significa que «para
alguno si es distributivo con respecto a «éw. En simbolismo formal serfa:

@xP)V@ExQ < @x)(PVQ-e




De manera andloga. a la anterior, se observa que «P y Q, para alguno»
implica «P, para alguno» y «Q, para algunow. Sin embargo, «P, para
alguno» y «Q, para alguno» no implica «P y Q, para algunow. Por ejem-
plo, consideremos dos conjuntos A y B disyuntos con A+ B#*2,;en
tonces tenemos que «x € A, para algin x» y «x €B, _para algun x»;
sin embargo no se cumple que «x €A y x €B, para algin x ¢

La negacién de «P, para algunos implica que «No P, para algnn'o»; sin
embargo el reciproco no es valido, o sea: «No P, para alguno» no implica
la negacién de «P, para algunox. Por ejemplo, «f(x)# 0, para algun x» no
implica la negacién de «f(x) = 0, para algun x» (esto es, «f(x) % O, para to-
do x»)

Si «P implica Q, para alguno» entonces tenemos que «P, para algunos impli-
ca «Q, para algunow.

El reciproco no es verdadero. Por ejemplo, «f(x) = 0, para algin x» impl.ica
«f(x= 1) = 0 para algin x». Sin embargo, tomando f(x) = x no es vélida
la afirmacion «x = 0 implica x-1 = 0, para algin x».

Es simbolismo formal: (@x)(P =Q) => ((3xP)=@3xQ), pero
no vale el reciproco ®

II1. «En a»
«P, en x = a» quiere decir que
a€{x|P}, osea que P(a) es verdadera. {17

Observamos inmediatamente que «P,ena»y «Q, en a» si y sblo si «P
¥ Q, en a», 0 sea que «en a» es distributivo con respecto a «y».

Se observa facilmente que «en a» distribuye tanto conrespecto a la«<o» como
a la «implicacién» e

Supongamos que «P, en a» no se cumple, esto es:
aé{x|P (18)
entonces tenemos que

€{x|no P}, (19)
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o sea, «No P, en a». Reciprocamente, (19) implica (18), por lo tanto la «ne-
gacién» es conmutable con la condicién «en a»

IV. CUANDO x TIENDE A.

La condicién «cuando x - c¢» es mucho més complicada que las anteriores
apara todow, «para alguno» y «en a»s, pues «cuando x — c» quiere decir
«para todo x % c suficientemente cercano al punto c», apareciendo el con-
cepto ambiguo de «estar suficientemente cercano» , en el cual descansa la
filosoffa bésica del célculo precisada originalmente por Cauchy. Este con-
cepto del acercamiento puede interpretarse como

«para todo x#c de alguna vecindad del punto c», o sea:
upata todo x Ec—4, ¢ + d)—{c}, para algin 4 ».

Asi, la condicién «P, cuando x - c» puede expresarse, en términos con-
juntistas, como sigue:

x{P}2 (c-d,c+ é)={c}, paraalgin 4 (20)

Sea X un conjunto (universal) que contiene a alguna vecindad del punto
«c»; consideremos la familia F de todos los subconjuntos A de X tales que

AD(c~d,c+ d)={c para algin 4 ; (21)
entonces la condicién {20) también puede expresarse por

{x|P}E€F (22)

La familia F es un filtro en X, el cual estd caracterizado por las tres pro-
piedades siguientes:

i) S¢F;
() A,BEF, entonces ANB € F.
(i) AEF y BDOA, entonces B € F (23)

Ahora discutiremos la conmutabilidad y/o distributividad de la condicién
«cuando x — c» con los conectivos «y», «om, «negacién» e «implicacién».

«Cuando x -» c» es distributive con respecto a «yn,

En efecto, si «P, cuando x~ ¢» y «Q, cuando x —C», entonces
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x|P}EF Yy x|Q}€EF

Por la propiedad (ii) de los filtros, tenemos que

x|P y Ql={x|PIN{x|Q}€EF

o sea que «P y Q, cuando x — cn. El reciproco también es valido por la
propiedad (ii) del filtro F e

Si «P, cuando x = c» 6 «Q, cuando x — c» entonces

x|PJEF 6 x|Q)EF

Tenemos

x|P 6 Q}2{x|P x|P6Q 2{xQ};

por la propiedad (iii) del filtro F se tiene que

x|P 6 Q}EF;
por lo tanto tenemos que «P 6 Q, cuando x > ¢,

El reciproco no es cierto, esto es, «P 6 Q, cuando x —~ ¢» no .garan‘tiza
que «P, cuando x = c» 6 «Q, cuando x — c». Por ejemplo, se tiene siem-
pre que «f(x} 20 6 fix) <O, cuando x —* c»; sin embargo, no siempre
es vélida «f(x) >0, cuando x — c» ¢ «fix) <O, cuando x = c», ya que
fix) puede tomar valores positivos y valores negativos en cualquier vecindad
del punto c, como el caso de f(x) = sen 1 .

x-C

Supongamos que «No P, cuando x ~ c», 0 sea
x|No P}EPR (24)

Si se tuviera «P, cuando x —~ c»,  entonces, de (22) y (24) y utilizando la
propiedad (i) del filtro F, se tendria que

g=({x|P ¥y NoP}={x|P}N{x|NoP}€EF

lo cual es imposible por la propiedad (i) del filtro F. Por lo tanto se debe
tener la negacién de «P, cuando x = c» .

!31 r?ciproco no es correcto, esto es, la negaciéon de «P, cuando x - c» no
implica «No P, cuando x > c». Por ejemplo, la negacitn de «fix) » 0, cuan-
do x — c» no implica «f(x) <0, cuando x ~ c» ¢

Si «P implica Q, cuando x - c» entonces «P, cuando x — c» implica
«Q, cuando x -* c». En efecto, si «P implica Q, cuando x = c» y «P, cuan-
do x - c»,entonces tenemos que

«PimplicaQ@ y P, cuando x - o», (25)
por la distributividad de «cuando x - ¢» con respecto a «y» . De (25) se
obtiene que «Q, cuando x — c¢».
El reciproco no es vélido, esto es, a partir de («P, cuando x - c» implica

«Q, cuando ¢ - c») no siempre se concluye que «P implica Q, cuando
x — cn. Por ejemplo, para la funcién f definida por fly) = 1 si y %0,
(0) = 0, tenemos:

(«ly|l < Ix| cuando x - O» implica «lf(y)| < |x|, cuando x — Om),
pero no se cumple «ly| < x| implica [f(y)| < [x|, cuando x - O

De la misma manera, podemos discutir la distributividad de la condicién
acuando X - %» con respecto a los demés conectivos ¢

V. CON PROBABILIDAD 1
Consideremos X = [0, 1); sea u la medida de Lebesgue; si
u x{P =1, (26)

decimos que «P, con probabilidad 1». Si F es la familia de todos los sub-
conjuntos medibles A de X tales que u(A) =1, o sea

F= ACX|uA) =1

entonces F es un filtro en X, puesto que F satisface las tres propieda-
des (i), (ii) y (iii) dadas en (23). «P, con probabilidad 1», puede expresarse:

x|P)EF n

13




Por lo tanto, la conmutabilidad y/o distributividad de la condicién «con
probabilidad 1» con los conectivos, es exactamente igual al caso de «cuando
x tiendea ... » o

VI. PARA CASI TODO

En los casos IV y V las condiciones «cuando x tiende a..»y «com pro-
babilidad 1, pueden expresarse por «{x | P } € F, usando un filtro F en
X. Sea F*un ultrafiliro en X, 0 sea, una familia de subconjuntos de X que
satisface, ademas de las tres propiedades de filtro dadas en (23), la cuarta

propiedad siguiente:

(v) Si ASX entonces AEF*6 A°=X~-AEF* (28)
Decimos que
«P, para casi todox» siy solosi {x|P )€ F*. (29)

Como una aplicacién del axioma de Zorn, sabemos que un filtro F en X
siempre puede extenderse a un ultrafiltro F* en X; por esta razén las
condiciones «cuando x tiende a ...», «con probabilidad 1» pueden ser ex-

tendidas a una condicién «para casi todo x» «

«Para casi todo x» es conmutable con la negacién y distribuye con respecto
a todos los conectivos binarios.

En efecto, «para casi todo x» distribuye con respecto a «y», ya que un ultra-
filtro F* es un filtro «

Supongamos que «P 6 Q, para casi todo x», esto es:
x|P éQ = x|P}lU({x|Q}EP*
Por la propiedad (iv) del ultrafiltro F* se tiene que
{x|P}EF* & x|QIEPF*

0 sea que «P, para casi todo x» 6 «Q, para casi todo x. Por lo tanto,
para casi todo x» distribuye con respecto a «o» e

Supongamos que «P, para casi todo x» no se cumple, esto es:
(x|P}gF*.
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Como {x |[P}U{x|NoP}={x|P 6 N
. ) L P=1{x| O NoP}= X € F+* .
la propiedad (iv) del ultrafiltro F* se tiene que » Sonces por

{x|NoP}€ P

0 sea que «No P, para casi todo x. Por I « i
tab oo iy or lo tanto, «para casi todo x» es con-

Supongamos que «P, para casi todo x» im
R » implica «Q, pars casi todo x». Si
no fuen verdadero «P implica Q, para casi todo x», entonces, por la coumuf
tabilidad del «para casi todow con la negacién, se tendria:
«negacién de (P implica Q), para casi todo X»,

O sea:

«(P y No Q), para casi todo x».

Como «para casi todos distribuye con respecto a «yw, se tendria:
«P, para casi todox» y «No Q. para casi todo x»,
Por la conmutabilidad de «para casi todos con la negaci6n,
«P, para casi todox, y negacién de «Q, para casi todo x».
Esto es imposible, ya que «P para casi todo x» im
, » implica «Q, i
x». (jabsurdo!). Por lo tanto, se debe tener que «P implica (QQ, z:;: :::; tt:g:

Xx» o

Como la «equivalencia es la «im i
«implicaciémw en ambos sentid i
«para casi todos también distribuye con respecto a la equiv:;:;:iea.um e

La matemética basada en la condicién «para casi todo» es, sin duda alguna

la teorfa mas facil de manejar gracia " !
dad con todos los conet:tivo]a . gracias a su conmutabilidad y/o distributivi-

Observacion:

Si a EX entonces F® = {(ACX |a€A} es un ul

§ . AL trafiltro en X, llamado

Pﬂﬂmﬂdﬂoﬁdwm.wnwedewz{xIP}EF&
tivo.m, «F, en a» conmuta y/o distribuye con todos los
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Tabla de conmutatividad y distributividad

si #={ACX |a€ A} entonces se obtiene la condicién «en a»: obtenemos
la condicién «cuando x tiende a ...» al escoger ? como un filtro en X; se
obtiene la condicién «salvo en un nimero finito de puntos» escogiendo
?={AG X |X-A esun conjunto finito }, etc.

. . o . L3 '7
Teorema: ¢-condicion distribuye con respecto a «y» y conmuta con la nega-+

y o negacién implicacién | equivalencia
condicién
pastode |G ssseniTLoeeish ) Aol B Mg
para alguno b 7‘4:-.-—‘— 1 m 1 -"-\—-‘K" ¥ 4 “«‘-—."f ““: ‘-.u-.
i b e i b el R e i
l;prob.ll ¢z$ ESECAT N IR e “.&a—- ‘ L
Convenciones:
F v «condicién» y «conectivos son conmutables o dis-
tribuyen libremente.
. | «(P, condicién) conectivo (Q, condicién)» implica
Rt { «(P, conectivo, Q), condicién». i
. «negacién de (P, condicién)» implica «No P, condi-
ciénn,

Implicacién en el sentido contrario.

3. »-CONDICION Y ULTRAFILTRO

Vimos que una condicién caracterizada por un ultrafiliro en X conmuta
ylo distribuye siempre con todos los conectivos; veremos ahora el recfproco.

Sea ¢ una familia no-vacia de subconjuntos de X; podemos hablar de

«d~condicién» (notada «x - d») en el siguiente sentido:

'l «P, para x-0» quere decir que {le}GﬂJ

Por ejemplo, si ¥ =

18

{X} entonces 0-condicién es la copdicibn «para todo
x» si?={AGC X |A#@2]} entonces se obtiene la condicién «para algun x»;

ﬂén, si y sélo si 7 es un ultrafiltro en X.

Demostracion:

(i) Sppongamos que A, B €9. Sean P, Q proposiciones condi-
cionales tales que {x |P} = A,{x|Q} = B: entonces
se cun.:gle que «P, para x-9» y «Q, para x-o». Por la dis-
tributividad de la #-condicién con respecto a «y» se tiene
que «P y Q, para x-d», 0 sea:

x|PyQl={x|P N{x|Q}=ANBE?.
(ii) Supongamos que A €9 ,y, B D A.Sean P, Q proposi-

ciones condicionales tales que {x |[P}=A,{x|Q} = B;
entonces,

x|P yQ}l=&PIN{x|Q}=ANB=A,

lgego tenemos que «P y Q, para x-ow. Por la distributi-
vidad de la #-condicién con respecto a «y» se tiene que:

«P, para x-9» y «Q, para x-ow.
Por lo tanto,

A={(x|P}l€?d ¥ B=({x|Q}€n,

(iii) Supongamos que @ € 0 y llegaremos a un absurdo.
Sea P una proposicién condicional tal que x | P } € ¢ Como
g= x|P y NoP
entonces se tendria que «P y No P, para x-9. Por la dis-

tributividad de la v-condicién con respecto a «y», tendria-
mos que .
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P, para x-0» y «No P, para x-d» ,

luego:

«P, para x-0 y la negacién de «P, para x-d» ,
lo cual es absurdo. Por lo tanto se debe tener que @ €7 .

De (i), (ii) y (iii) sabemos que ? es un filtroen X »

(iv) Sean A un subconjunto de X, P una proposicién condicional
talque {x [P} = A.Si A ¢ entonces tenemos la nega-
clén de «P, para x-». Por la conmutabilidad de la U-condi-

cién con la «negacién» obtenemos que «No P, para x-o», esto
es, .

A‘=X-A={x|NoP}€?
Por lo tanto, 7 es un ultrafiltroen X
Observacion:
Si una ?-condicién distribuye para «y» en ambos sentidos ¢ ), y ade-

maés, «No P, para x-J» implica la negacién de «P, para x-d»  «-- ), enton-
ces 0 esun filtroen X o

Corolario 1.

Si una 9-condicién es conmutable con «negacién» y distribuye con respecto
a «y» entonces esta ?-condicién distribuye con respecto a todos los conec-
tivos binarios.

En efecto, como ¢ es un ultrafiltro en X, entonces la 9-condicién es dis-
tributiva con todos los conectivos binarios e

Corolario 2.

Una 0-condicién es conmutable y/o distributiva con todos los conectivos
siy s6lo si 7 es un ultrafiltroen X

Ejemplos:
(i) Sea X un conjunto no vacio, a € X . La condicién «en a» es
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conmutable y/o distributiva con todos los conectivos, ya que
«en a» es una J-condicibncon ?» = {AC X|a€A},y»
es un ultrafiltro principal en X.

(id) Sea X = IN; la condicién «cuando n = % » no es conmuta-
ble con la «negacién», puesto que ésta es una ¢-condicién

donlcli\; 0 = F, (el filtro de Fréchet), y F, no es ultrafiltro
en IN.

(iii) Sea X = lN ; la condicién «para casi todo n» es conmutable
con la negacién y distribuye con respecto a todos los conec-
tivos binarios.

{iv) Se obtiene la condicién «para todo x € X» al considerar
v={X}como = {X }esun filtroen X, pero ¢ no es
un ultrafiltro, por lo tanto la condicién «para todo x € X»
no es conmutable con la negacién «
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