Revists INTEGRACION
D do M

Vel. 5, No. 2. juliodiciembee 1

uIs
987

se trataron los si-
. grupo sea ciclico
& 1,

€ Z. sea genera-
para cada divisor

'» tales que (g +
in generador para

P es muy grande,
o conduce directa-
pero es muy labo-
78,

| itiles para «sim-
asicamente se tra-

ader, Bucaramangs, Colombia,

23



tara el siguiente aspecto: Conocida la forma del primo p, decidir qué ele-
mentos con seguridad no son generadores de Z. y qué elementos pueden
ser generadores de Z,.

1.0 Proposicion:

SeaR, = {a € Z'ﬂs'(%) =1 Entonces:

i)R,.2;
(i) R, < Z,

Demostracion:

(i) Puesto que la congruencia X* =1 (mé6d. p) tiene como soluciones
1 y p-1, setiene que 1 es resto cuadratico méd. p, esto es,

(l)= 1. Por tanto, 1 ER, .
P

(i) Sean a, b € R, Entonces (—a)= (—l—’)= 1. Entonces las congruen-
P P

cias X?®=a, b (mo6d. p) tienen solucién. Sean éstas X., Y, tales
que X! =a (méd. p), Y2=b (mod. p). Entonces X;Y; = ** (méd.
p), esto es, (X Yo)* ® ab (mod. p). Luego la congruencia X* = ab
(méd. p) tiene solucion. Por tanto, ab es resto cuadratico mod p,

esto es.(ﬂ)= 1,ab€R, O
P
2.0 Corolario:
R, es el subgrupo de Z, cuyoordenes 1/2(p-1)

Demostracion:

El nimero de restos cuadréticos méd, p es 1/2(p - 1). Por tanto, IR,| =
1/2(p - 1). Siendo Z, ciclico, se tiene el resultado. Ademas, es obvio que
R, es ciclico. Por tanto, existe h €R, talque <h>=R, D .

3.0 Ejemplos:

3.1 Hallar R,
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Puesto que 2 2 = 2% =] (méd. 7), se tiene que (';)= 1; por tanto, 2€R,.
Ademés, [2]| = 3. Luego, <2> = R,, estoes, R, ={1,2,4}¢

3.2 Hallar R,,

Como 2%*1 (méd. 13), (f))* - 1. Por tanto, 2 ‘LJ’ R,;. Ahora, 3°=1 (mod.

13
13). Asi, (7‘1) = 1, estoes, 3 € R.. Pero |[3]| = 3 , 6. Por tanto, 3 no es
13
generador para R,;. Sin embargo, 4°=1 (méd. 13)1( 4 ) = 1, 4 ER,.
4] = 6. Luego, Rz = <4>= {1,4, 3,12,9, 10} =

Los ejemplos anteriores muestran que no siempre 2 y 3 son residuos cuadra-
e v e N . N y , -

ticos mod. p. Sin embargo, existen resultados sobre el caracter cuadratico
de tales numeros. Tales resultados son:

(a) 2 €ER,=p =1,7 (m6d. 8) s (véase, por ej. 2], p. 75).
b) 3ER, »p =11] (mbd. 12) (véase, por ej. [2], p. 138).

q«;nsewencia inmediata de los resultados anteriores es la siguiente proposi-
cion:

4.0 Proposicion:

) 2 no es generador de Z, para p 1,7 (m6d. 8)
(ii ) 3 no es generador de Z', para p 2111 (méd. 12)
Demostracion:

(i) Puesto que pu:-‘(’}i:l (méd. 8), el resultado (a) garantiza que 2 € R,.
Por tanto, 2 =] (méd. p). Luego, 2| < 1/2(p-1)<p-1=
IZ,). Asi, <2> #7Z..

(i) Analoga a la parte (i), utilizando el resultado (b) B
Una pregunta inmediata después de analizar el alcance de la proposicién

anterior es la siguiente: ;Es 2 generador de Z, cuando P =3,5 (mdd. 8), y
es 3 generador de Z, cuando p =5,7 (méd. 12)?
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Veamos algunos casos particulares:

1. Para p = 11 = 8e¢1 + 3, se tiene que 2'%1 22 (méd. 11).
Por tanto, <2> = Z\,.

2. Para p = 43 = 8¢5 + 3, se tiene que 2'* =1 (méd. 43).
Por tanto, <2>. Z‘.;.

3. Para p = 13 = 8¢1 + 5, se tiene que 2 #1 %24 (moéd. 13).
Por tanto, <2> = Z\,.

4. Para p = 109 = 8013 + 5, se tiene que 2*¢ =1 (méd. 109).
Por tanto, <2> , Zies.

5. Para p = 17 = 12¢1 + 5, se tiene que 3°s#1 (méd. 17).
Por tanto, <3> = Z,,.

6. Para p = 41 = 123 + 5, se tiene que 3* =1 (mo6d. 41).
Por tanto, <3>,Z,,.

7. Para p = 7 = 12¢0 + 7, se tiene que 3> ® 1 % 3°(méd. 7).
Por tanto, <3> = Z,.

8. Para p = 103 = 12¢8 + 7, se tiene que 3°* =1 (méd. 103).
Por tanto, <3>,Z\,.

Por los 8 ejemplos anteriores, la respuesta a la pregunta es:
INO NECESARIAMENTE!

Sin embargo, bajo ciertas condiciones adicionales, se puede garantizar que
2 y 3 son generadores para algunos grupos Z', o Y Z,, respectivamente.
Esto se vera en las dos proposiciones siguientes:
5.0 Proposicion:

Si p=4K + 1 entonces <2>=12Z,

Demostracion:

Puesto que @ (2p+ 1) = 2p,2 es generador para Z,  si 22 %1 $2*
(méd. 2p + 1).

Como 4# 1 (méd. 2p+ 1), queda por considerar el otro caso.
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Si 2P#1 (méd. 2p + 1), entonces 2 ¢ R,,., y, por tanto,

(2p+1)*- 1
2 8
= | perO( 2 )= 1)
(2P + 1) 2p + 1) .
ot -1 Ptp
8 2

Asf que -1 = (-1) . Por tanto, -1 = (-1)

. ‘ Esta igualdad se
tiene st p = 4K + 1, como puede comprobarlo el lector.

6.0 Corolario: Si p=4K + 3 entonces <-2>=12,,.,

Demostracién:

Procediendo en forma andloga a como se hizo en la proposicion, debe cum-
: -2 =
plirse que ( 2 1)- -1 para que -2 sea generador de Z.,., .

plp+1)
2
Pero ( -2 )= 2 -1 = (-1) .1)
2p+1/ \2p+ 1/\2p +
pip+l)
2

Por tanto, 1 = (-1) . Esta igualdad se tiene si p = 4K + 3, como se
deduce de la proposicién anterior

7.0 Proposicién: Si p=2"+1, K>1 entonces <3> =2,
Demostracién:
@(p) = 2°. Por tanto, 3 es generador para Z, si 3¥# (mod. p), esto es,
sif—2-)=-1.

2"+ 1

Ahora,

: 2~ :
( Xj ,) = (:,,,t,,l) = (2 =-1¥ por tanto, se tiene el resultado g
2°+1 3 3

* Lo lay d reciprocidad cuadritica y ol becke d g .‘-hmumnc-)-(a(vgnmmmﬂ.
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Hespecto al elemento -3, se tiene el siguiente resultado:
3 ER,— p=6K + 1 (véase, por ej, [3], p. 100)

Por tanto, para primos p de la forma 6K + 1, se garantiza que -3 Do es
generador de Z, .

En cuanto al elemento -1, se tiene que |-1 | =2,

Sin embargo, ello no garantiza que -1 sea siempre resto cuadratico méd.

P, ¥& gue ﬁ|J =1-—+p= 4K + I (véase, por ej., [3];, p. B8

Lo que si se puede afirmar es que -1 no es generador de 4

8.0 Tabla de minimos generadores para 2, , 2< p < 100:

P u P g p g » g
———— “n. . —m—— 1 —
3 2 19 2 || 43 3 71 7
5 2 23 5 ; 47 5 73 5

ad
i
7 a3 29 2 53 2 T8 3
11 2 a1 3 59 2 83 2
]
13 2 ar 2 Bl 2 85 3

a7 2 T ]

(=r

17 a4 41

Obsérvess que en 12 de los 24 casos, 2 es generador ¥ en 6 de los casos,
3 es generador,
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Obsérvese también que no todo g es primo.

Extendiendo las anteriores observaciones a los 1687 primos impares menores
gue 1000, se tiene lo siguiente:

— En 67 casos, 2 es minimo generadar.
— En 40 casos, 3 es minimo generador,
— En 15 casos, el minimo generador no es primao,

Posiblemente por tales observaciones lextendidas a muchos més casos) es
gque se le ha dedicado mayor atenciém a los elementos 2 y 3, como restos

cuadraticos v generadores.

9.0 Tabla de minimos generadores de R, , 2 < p < 1Mk

p h p h p h p h
F +
3 1 19 4 43 g 71 g
5 4 23 2 47 b T3 G
7 e 24 4 53 4 19 g
11 e 41 r 54 4n B3 e
13 4 37 3 i1 4 HY 5
17 2 41 2 A7 4 a7 2

« Cualguier elemento diferente de 1, genera a R,




A manera de ejemplo, los 44 restos cuadraticos méd. 89 son:

R, = <5>= 1, 5,26, 36, 210,50, 72, 4,20, 11, 55,
8, 40, 22, 21, 16, 80, 44, 42, 32, 71, 88,
84, 64, 53, 87, 79, 39, 17, 85, 69, 78, 34,
81, 49, 67, 68, 73, 9, 45, 47,57,18 } =
- 5 5,5%,..,6%).

Obsérvese que 2 y 4 son restos cuadraticos méd. 89. Sin embargo, no son
generadores de Ra .
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