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Materhatica pura aplicada: una propuesta pedagogica

(Topologia y Programacion Lineal)

GABRIEL YANEZ*

No sé exactamente desde cuéndo en nuestro medio se habla de matemati-
cas puras y matematicas aplicadas. Las diferencias son completamente cla-
ras en contenido, formas de enfocarlas, estudiarlas y utilizarlas, amén de
las personas que abordan su estudio: las llamadas matemaéticas aplicadas
{entiéndase Analisis Numérico, Investigacion de Operaciones, etc.) son casi
temas exclusivos de las facultades de ingenieria, y en algunos casos de Eco-
nomia, carreras que requieren de estos conocimientos para aplicaciones con-
cretas y précticas en problemas especificos. Utilizan la mateméatica como
una herramienta de servicio, abordandola para obtener algoritmos de solu-
cién. Por otro lado, las llamadas Matematicas puras (entiéndase Algebra
Moderna, Analisis Matemdtico, Topologia, etc.) son temas exclusivos de las
carreras de Matem4ticas**. Se heredaron estos temas alrededor de los afios
50, y se continian trabajando casi sin modificaciones, sometidos a los gustos
de las firmas editoras. Se estudian estos temas divorciados de cualquier
aplicacién, fijando la atencién en su estructura interna, preocupados por
diferenciar un «machetazo» de una buena demostracién; en pocas palabras:
es la matematica por la matemética.

En la actualidad existen algunos hechos que hacen pensar que las distancias
han empezado a recortarse: en ingenieria ya es caso comun exigir un curso
de Algebra Lineal; en los postgrados estudian variable compleja, Algebra
Moderna, etc.; pero claro, siempre exigiendo que estos temas sean lo mas
aplicados posibles: Algebra Lineal y Aplicaciones, Ecuaciones Diferenciales




ticos han empezado a estudiar temas como Probabilidades, Estadistica,
Analisis Numérico, Programacién, existiendo incluso un postgrado en Ma-
teméticas donde se ofrecen cursos de Investigacién de Operaciones.

Pero a pesar de estos intentos, los ingenieros y economistas siguen hacien-
do «matemética algor{tmica», negandose al estudio de la matemética fun-
damental; y los mateméaticos siguen haciendo «matemética pura», negéndo-
se al estudio de sus aplicaciones®.

Si en el caso de los ingenieros se pueden alegar las dificultades que enfren-
tan al pretender realizar investigacion fundamental, en el caso de los mate-
méticos recién egresados se puede alegar su desubicaciéon y su poca clari-
dad matemstica en la mayoria de los casos,que les impide desempefiarse en
algo distinto a la labor docente, donde se limitan pasivamente a repetir el
mismo ciclo.

Como en otras ocasiones, la solucién se encuentra en el término medio:
MATEMATICA PURA APLICADA. Las carreras de matemdticas deben
plantearse claramente sus objetivos, no solamente en términos de conduc-
tas terminales de los estudiante, sino en problemas concretos por resolver
¥ en conceptos y teoremas necesarios para resolverios. Dentro de estos li-
neamientos, los temas de matemética aplicada ofrecen resultados muy entu-
siasmadores que obligan a realizar bastante matematica pura, recuperando
el concepto de utilidad que la matemética tiene desde siempre.

En este articulo se muestra el poder de los métodos topolégicos pera en-

frentar temas de programacién lineal. Los conceptos de topologia que utili-
zan estén al nivel de un curso de andlisis matemaético.

1. El problema tipo de programaci6n lineal tiene la forma:
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Optimizar puede ser maximizar o minimizar; A puede ser € » 6 =
Veamos algunas definiciones basicas.

Hiperplano: Sea N un vector fijo de IR~ El conjunto

H= XER"|NX=c es* un hiperplano en IR"

Todo hiperplano determina dos semiespacios

a) Semiespacios abiertos X|INX>c},{X|NX<e¢

b) Semiespacios cerrados XINX»¢ X|NX<€c}
Por otro lado cada valor de la funcién objetivo Z determina un hiperplano
Z,=CX

El conjunto R = { X | AX Ab es la regién factible.

Trabajando en IR’ la regiéon R tiene una de las formas siguientes:

SN rollen ok prlnne siaster Wskbuice catre - m

que AX s producto de mmtrices.
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a) Acotada:

FIGURA 1

b) No acotada:

)

o0

FIGURA 2




Gréficamente se observa la caracteristica geométrica fundamental de la re-
gién R: dados 2 puntos Py Q en R, el segmento de recta que los une
también esté en R. Es decir, AP + (1 -1)Q €R, con 0 € A< 1. Por esta
propiedad se dice que R es convexo.

Se observa también que en R existen los vértices o puntos extremos, que
se diferencian de los demds porque no forman parte del segmento de recta
que une otros dos puntos de R , es decir: P es punto extremo si dado que
P=21Q,+(1-4)Q:,0<21<1,sesigueque P=Q,=Q,.

2. E1 enfoque algebraico tradicional al problema del punto 1 esta dirigido
hacia dos aspectos: ‘

a) ldentificar los puntos extremos. Esto se logra hallando las solu-
ciones basicas factibles de un sistema de ecuaciones asociado a
la regién factible R (Ver, por ejemplo, [1]).

b} Expresar todo elemento de R en términos de los puntos extre-
mos y de las direcciones extremas (d es una direccién de R si
dado cualquier X, en R, Xo+ Ad €ER con A 30; d es extre-
masi d #,d,+ A.d;, A,, A, > 0 para cualesquiera direcciones
d, y dJ. Para el caso acotado, sin direcciones extremas, se
obtiene el teorema fuerte de Minkowski-Farkas-Weyk

X = an,x con 0 €A, <1 iA.=

im im]

los X, son puntos extremos y X cualquier elemento de R. Se
puede consultar [2] para una bonita demostracion algebraica.

Para el caso general, se obtiene el teorema de representacion
(con algun ingrediente topolégico, ver [3)):

X = il,X,+ i‘ufd,,.osxlsl, z‘;«‘:l,w;o
i=1 i=1

X, son puntos extremos y d, direcciones extremas

Gracias a estos resultados se puede concluir que si existe un dptimo, debe
darse en un punto extremo.

Es de observar que el tratamiento algebraico expuesto aqui es bien particu-
lar para el tipo de conjuntos convexos R de regiones factibles de un pro-
blema de P.L. Su poder indudablemente radica en la identificacion de los
puntos extremos, lo que conduce rapidamente al famoso método SIMPLEX
{Ver {1]).

3. El tratamiento topoldgico {ver (4], [5], [6]) permite concluir rdpidamente
que el 6ptimo se da en un punto extremo, y generaliza el teorema de repre-
sentacién para el caso acotado. Todos los conceptos y resultados topolégi-
cos que se dan se suponen conocidos. Sin embargo se pueden consultar [7]

y (8]

Para demostrar algunos hechos relacionados con la region R, se define la
funciéon

FIR"~ R
X ~ NX, N vector fijo de IR~

Se tienen los siguientes resultados

i) F es continua y lineal

ii) Si TCIR escerrado, F(T) es cerrado.

iii) Los hiperplanos y los semiespacios cerrados son conjuntos ce-
rrados en R* ,

iv) Un conjunto convexo es conexo por arcos y por lo tanto co-
nexo.

v)i Si T esconvexoen IR, F(T) es convexoen IR"

vi) Los hiperplanos y los semiespacios cerrados son convexos.

vii) La interseccién finita de conjuntos convexos y cerrados es con-
vexa y cerrada.

Proposicién 1: La regién R es convexa y cerradae

La cuestién es: si existe un punto 6ptimo X., donde Z toma su mejor va
lor, ;dénde se encuentra ese valor?

Como R = R°*U Fr(R) (R* = interior de R, Fr{R) = frontera de R),
y la unién es disyunta, se tiene
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Proposicién 2. El 6ptimo se da en un punto frontera.

Demostracién: Basta ver que el 6ptimo no se da en un punto interior. Su-
pongamos que X. es un punto 6ptimo en el interior de R, es decir, existe
un ¢ >0 tal que B(X,, ¢) C R. Pensando en un problema de maximiza-
cién, sea

X,=X.+ &) § X €BX..0;
entonces
CX,=CX, + 452) I{C| >CX., [contradiccion! m

Ahora, si X. es un punto 6ptimo,la funcién ebjetivo Z define un hiper-
plano CX = CX, talquesi X €ER, CX > (<) CX. Se dice que éste es un
hiperplano soporte de R en X,.

Definicién: Dado un punto frontera P de un conjunto K, de un hiperplano H
de ecuacién CX = a, que contiene a P, se dice que es un hiperplano sopor-
tede K en P siparatodo X en K se tiene que CX 2 (<) a.

En las figuras 1 y 2 se observa que todo hiperplano soporte contiene algin
punto extremo. La comprobicion de este hecho permite concluir que el éptimo
se da en un punto extremo.

Proposicion 3. En un conjunto K C IR" convexo, cerrado, acotado inferior-
mente, todo hiperplano soporte tiene un punto extremo.

Demostracién: Sea H un hiperplano soporte de K en un punto frontera
P, definido por NX = NP_. Sea M = H N K: M es convexo, cerrado y
acotado inferiormente. Como un punto extremo de M es un punto extremo
de K (demuéstrese por contradiccion), el problema se reduce a los puntos
extremos de M.

Sea Pr;: M - R
P+ P, (primera componente del punto P)

Pr, tiene fnfimo, y como M es cerrado, corresponde a un punto de M.
Sea M, C M el conjunto de todos los puntos cuya primera componente
es la minima. Se aplica Pry; M, — IR ; como M, también es convexo, ce-
rrado y acotado inferiormente, se repite el argumento para hallar M, C M,
con la segunda componente minima. Se repite para todas las componentes
hasta obtener un tnico punto P cuyas componentes son todas minimas.
P es un punto extremo @
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Teorema 1. El 6ptimo de un problema de programaci6n lineal se da en un
punto extremoe

Antes de proceder a demostrar el teorema de representacién, veamos que
los conjunto conexos cerrados y acotados tienen puntos extremos.

Proposicion 4. {Separacién de un convexo cerrado y un punto). Dado un
convexo cerrado K en IR" y un punto P en IR" se tiene que: o bien
PE K, o existe un hiperplano H que contiene a P y K estd contenido
en uno de los semiespacios abiertos determinados por H.

Demostracién. Supéngase P ¢ K ysea £ K~ IR definida por
X)=diX,P)= | X-P|]; f escontinua y tiene un minimo en K, di-
gamos en el punto Q, es decir, f(Q) < f(X).

Tomando N = Q - P, el hiperplano N-X = N.P satisface los requisitosm

Proposicién 5. Sea K un convexo en IR* Por todo punto frontera de K
pasa un hiperplano soportede K en P.

Demostracién. Si P es punto frontera de K es punto punto frontera de
K, y como éste también es convexo, se puede suponer -sin pérdida de ge-
neralidad- que K es cerrado.

Para cada k 2 (k € IN) la bola B(p;1/k) contiene un punto P. que no
estd en K. Por la proposicién 4, existe en K un punto Q, cuya distancia
a P. es minima. Sea N, = Q.- P, y U, un vector unitario en la direccién
de N, Como B(0;1) es compacta, existe un vector N, punto de acumula-
cion de los N, Por la proposicion 4,

X.N > PN, , para todo X en K;
X.NL > PeNY;

como

Ni—=N,
P.—+ P, entonces X'N » PN

con lo que se obtiene el resultado @

De las proposiciones 3 y 4 se sigue que el conjunto de puntos extremos de
un conjunto convexo acotado inferiormente no es vacfo.

Definicién: Dado E C IR", se llama el cierre convexo de E al conjunto
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E¢ formado por las combinaciones convexas i, P,+ L Pi+. +2.P.de
elementos de E, con 0 €1, <1y Z A =1
im]

Se llega finalmente al

Teorema de Krein-Milman. Todo conjunto K conexo cerrado y acotado es
el cierre convexo de sus puntos extremos.

Demostracién: Sea K' el cierre convexo de los puntos extremos de K.
K'# 8y K'CK. Ahora, sea P € K y sopongase P ¢ K'. Por la propo-
gicién 4, existe un hiperplano H que pasa por P, definido por la ecuacién

XN=c¢
y tal que X.N >c para todo X €K' )
Sea F:IR"—~ IR
X +~ X.N
Se tiene:
iy (P =c¢;

iiy F(P) ¢ FIK');
iii} F(K) es convexo, cerrado y acotado en IR, luego F(K) es un in-
tervalo cerrado [a,b] que contiene a ¢, (a £ ¢ < b).

Sea H, el hiperplano definido por

XN=a (2)
H. es un hiperplano soporte de K: luego, por la proposicién 3, tiene un
punto extremo de K, y por lo tanto debe estar en K. Pero por (1),
XN >c »a, loque es una contradiccion con (2); por consiguiente, P € K'm

Corolario. (Teorema fuerte de Minkowski-Farkas-Weyl). La region R
ble es el cierre convexo de sus puntos extremose
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