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Funciones armoénicas en el circulo

YU TAKEUCHI*

/1. INTEGRAL DE POISSON [3]

' Una funcién de dos variables reales u(x,y) se llama «arménica» si satisface
la ecuacién de Laplace: ~

En el presente articulo se va a tratar de funciones armoénicas en el circulo
unitario U con centro en 0:

U={xy/x*+y:*<1},

|
‘luego es conveniente emplear las coordenadas polares (r, §) en lugar de las
coordenadas cartesianas (x, y), asf que

U={(,80<r<1} {el circulo abierto),

U={(r,80<r<1} {el circulo cerrado).

Si u(r, 8) es armoénica en el circulo cerrado U, entonces se obtiene, como

una aplicaciéon de la formula integral de Cauchy, la conocida férmula inte-
gral de Poisson:
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ulr, 6) = I P(t-6).ul,t)dt , (1)

donde

P.(t) = P,(-t) = -1 1-r (el nucleo de Poisson)e
2n 1-2r.cost + r? -

Dada una funcién f(t}) integrable en [- =, n], la «transformada de Poisson
de f» es:

P[f] (r, 6) = F(r,6) = fP,(t -6) . f(t) dt . (2)

-n

Sabemos que P[f] = Fi(r, §) es «arménica en U» ®

Problema de Dirichlet en U

Dada f(t) integrable en [-n, n], se trata de encantrar una funcién u(r, 6)
que satisfaga:

Vu=0 en U (u{r, 8) es armoénica en U),
3)
lim uf(r, 8) = f(8) (Condicién de Frontera).

r—~1-

Si se supone que lg funciéon u(r, 6) es armoénica en el circulo cerrado I_J',
entonces la férmula integral de Poisson resuelve inmediatamente el proble-
ma de Dirichlet en el circulo, con la condicién de frontera:

1_1.111 ulr, 8) = u(l, 6) . (4)

Por esta razén, el problema de Dirichlet no es trivial cuando u(r,8) no es
armoénica sobre la circunferencia r = 1, siendo ésta armoénica solamente
en el interior del circulo r < 1. Se conocen varios métodos para abordar al
problema de Dirichlet en el circulo U e

Método de Fourier [6]

Se resuelve la ecuacién diferencial de Laplace por el método de variables se-
parables. usando las coordenadas polares (r, 6); asi se obtiene la solucién
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del problema (3) bajo la condicién adicional de que f(t) sea de variacidn
acotada en [-n, n]. La condicion de frontera, en este caso, tomara la siguien-
te forma:

|

lim ulr, 8) == (f(6") + () o

i r—1-

‘Funcién Delta de Dirac {8]

‘Se observa que el nucleo de Poisson satisface las siguientes propiedades:

(i) P.t) > 0 para todo tE[-m, n], paratodo r con 0 <r<1.
(i) f Pt)ydt =1 paratodo r con 0 <r<1.
(iii) im PJ{t)=0 si t %0 .
r—=1-
(iv) lim P(0) = + o N

=1

Por lo tanto, el nucleo de Poisson genera la funcién delta de Dirac cuando
r =~ 1, estoes, si f(t}) es continua en [-n, n] (y ademas, f(-n) = f(-n)); en-
tonces se tiene que

lim P[f] (r, 8) = lim F(r, ) = 6) . (5)

=1 -1

0 sea que la transformada de Poisson P[f] satisface la condicién de fronte-
ra del problema de Dirichlet dada en (3). Como sabemos que P[f] es armé-
nica en U, entonces P[f] es la solucién del problema de Dirichlet planteado
en (3) e

A continuacién, presentamos un método poco conocido para resolver el pro-
blema de Dirichlet (3), bajo la hipétesis de que f sea continua.

\
2. SUMA DE ABEL Y SUMA DE CESARO (2], [4]

Dada una serie




“Z a, , (1)

n=0
sea
S, =a, +a +..+ a, - (2)

la suma parcial de los primeros n+1 términos; entonces la suma total S de
la serie (1) es el limite:

S=1lm S, . (3)

n—+w

Si no existe el limite en (3) entonces la serie (1) diverge. Aun en tal caso,
existen varios métodos para asignar a la serie (1) un valor numérico que
puede interpretarse como la suma total.

Suma de Ceséaro (Cesaro Ernesto, 1859-1906)

Considérese la media aritmética de S.:

~

0,=1(S, +8, +..4 S.1); (4)
n
si existe el limite
lim o0, =0,

entonces decimos que la serie (1) es «sumable segiin Cesaro», y se denota por:
Za,. =0 (segan Cesaro) . (5)
n=0

Es bien conocido que la sumabilidad segin Cesaro es «regular», esto es, la

convergencia de la serie (1) a S en el sentido comun y corriente implica la

sumabilidad de la serie (1) segtin Cesdro, y que o= S o

Suma de Abel (Abel Niels Henrik, 1802-1829)

A la serie (1) le asignamos una funcién A(x) de la variable real x, dada
por la serie de potencias
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AX) = Da,.x (1<x<1). (6)
n=0

Si existe el limite

lim A(x) = A , (D

x—1"

entonces decimos que la serie (1) es sumable segin Abel, y el limite A se
llama «la suma de Abel de la serie (1)», y se denota por

o

Za,, = A (segtin Abel). (8)

n=0

La sumabilidad segan Abel es regular, o sea que la convergencia de la serie
(1) a S (en el sentido comun y corriente) implica la sumabilidad segtin Abel
de la serie (1), y que S es igual a la suma de Abel; este hecho se conoce
como «el Teorema de Abel» e

Frobenius demostré que la sumabilidad segtn Cesaro implica la sumabilidad
segun Abel:

Teorema de Frobenius (Frobenius Georg Ferdinand, 1849-1917)
Si la serie (1) converge segun Cesaro:

oo

Za,, =0 (segtin Cesaro) ,

n=0
entonces la serie converge segin Abel, y se tiene:

o0

Za,, =0 (segin Abel).

n=0

Demostracion:

Y

Primero, expresamos la funcién A(x) = Z a, . X* en términos de o, (dado
n=0

len (4)). Tenemos:
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AR = Dax=(0-1. @ +a+.ta).x=

n=0 n=0

=(1-x). wzs,.x"=

n=0
={1-xp. Z(n+ 1) Opsy . X» =

n=0

oo

= (1-%)?* Zno,..x". 9)

X

Por otra parte, como
Zn X" = L
n=1 (1 ) x)z

tenemos:

1-xF. dno.x=ox. (10)
n=1

De (9) y (10):

X(AX) -o) = (1-%7. 2 nlo-0).x". (11)

n=1

Supongamos ahora que la serie (1) converge a o segun Cesaro, o sea, 0. — 0;
entonces dado & > 0 cualquiera existe N, tal que

lo.- o]l <€ paratodo n>N,.

Por lo tanto,

oo

Z n(o, - o) X" <

n=N,+1

(1-x)?.




<e(l-x)2. z nx<e¢(l-x)? an"=sx<s.

n=N,+1 n=1

De (11) tenemos:

N, © .
> 1, - o) x* |+ (1 - x)2 LG(a,. “o) x°
n=1

| X(A(x) - o) | < (1 - x)? <
=N,+1
N,
<-x0 [ Dnb-ox [+e. (12)
n=1
Pero, como

N.
(1-x)? Zn(o,. - o) X" | - 0 cuando x =+ 1-,
n=1

entonces la desigualdad (12) nos garantiza que

lim x(Aix)-0) =0,

x—~1
O Sea

Iim A(x) =90 ,

x—+1-

esto es, la serie (1) converge al valor o segiun Abel.O

3. SUMA DE ABEL DE LA SERIE DE FOURIER

ea f(6) una funcién 2n-periédica, continua en [_n, n]; entonces la serie de
Fourier* generada por f(6) es [1]

-;-~a.,+ Z{a,.cosn9+b,.senn6 }, (1)
n=1

honde

* Fourier Joseph (1758-1830).
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a, =71; ff(t) cos nt dt ,

b (2)

% f f(t) sen nt dt .
J

Es bien conocido que la serie de Fourier no siempre converge a f(8) en el
sentido comun y corriente* (Du Bois Reymond dio un ejemplo de divergen-
cia de la serie de Fourier en 1873), pero siempre converge a f(6) segin Cesaro
(Teorema de Féjer** , Math. Ann. Vol 58, 1904, p. 51). Como la sumabili-
dad de Cesaro implica la sumabilidad de Abel, entonces la serie de Fourier (1)
debe converger a f(6) segin Abel. Esto es:

Alr) =«-:-a, + z {a,. .cos ng + b, . sen n6 } r— — + f{6). (3}
n=1

r—~1-

Reemplazando en (3) los valores de a, y b, dados en (2), tenemos que

Afr) = _11; f f(t) {f + Zr" . cos n(t - ) }dt .
n=1

Pero como

-+ Zr" . cos n(t-) = Real {%+ Z(r . @it }=
n=1 n=1

= i . 1-r? ,
2 1-2r.cos(t-6) + r?
entonces
A(r) = fP,(t - 6) . f(t) dt = P[f] = F{r, 6} . (4)

—-—n

* Segun el teorema de Jordan (Jordan Camille, 1838-1922), si f(6) es de variacién acotada entonces la serie de Fourier
converge a —-{f(8") + fi6)).

** Féjer Leopold, 1880-1959.
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Por lo tanto, el limite en (8) puede escribirse como sigue:

P[f] (r, 6} = F(r, ) ———  £(0) cuando r - 1-,
esto es, la transformada de Poisson P[f] satisface la condici6n de frontera
del problema-de Dirichlet ¢

NOTA: En los problemas de Fisica lo m4s importante no es la convergen-
cia comun y corriente de la serie de Fourier, sino la convergencia del limite
en (3) (o sea, la sumabilidad de la serie de Fourier segin Abel); este hecho ya
fue mencionado por Stokes medio siglo antes del descubrimiento del teorema
de Féjer*

4. TRANSFORMADA DE POISSON DE LA MEDIDA [3]

En los paragrafos anteriores, hemos supuesto siempre la «continuidad» de
f(6) en [-r, n]. Sin embargo, el problema de Dirichlet en el circulo abierto U
puede tratarse de la misma manera sin suponer la continuidad de f(6). Se
conoce el siguiente teorema que garantiza la solucién del problema de Dirichlet:

Teorema: Sea f(8)€ L, (-n, n), entonces: P[f] (r, 8) = F(r, 6) es armoénica
en U,y

lim F(r, 6) = f(6) para casi todo 6 en [-n, n]0]

r—=1

Surge la siguiente pregunta: ;Cualquier funcién arménica en U se obtiene
por medio de la transformada de Poisson de alguna funcién integrable f(6)?
La respuesta es negativa. Por ejemplo:

P9 = 1. 1-r?
2n  1-2r.cos 8 + r?

es arménicaen U (oen 0 < r<1). Sin embargo, como

0 si 640,

P) ———
1) +oosi 6=0,

entonces ésta no es una solucién del problema de Dirichlet, puesto que no
existe f(t) € L, tal que P.(8) = Pif] »

* Stokes. Math.and Phys. Papers,Vol. 1, pp. 236-237, 1847.
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F. Riesz y G. Herglotz extendieron el concepto de la transformada de Poisson
de la «funcién» al de la transformada de Poisson de la «medida».

Dada una carga (o medida generalizada) finita de Borel u sobre [_ m, n], se
define la transformada de Poisson de u, P[dy], por

Pldulir, 6) = f Pit-6)dut) = L f 1-r° dut). (1)
2n 1-2rcosf{t-6) 4+ r?

[-m,n] {-, ]

Podemos demostrar inmediatamente que la funcién u(r, 6) = P[du] satis-
face la siguiente desigualdad:

f u(r, 6)| do < f { fPr(t - 6) do }d|I4|(t) = fd|#|(t) = lul, (2)
[-n, n] -n

[-m ]

donde |u|l es la variacién total de la carga (o medida generalizada) u en
[- n, n]. De (2} se tiene que

Sip Jf 6l do< + . (3)

0€r<1 [-n7] ~

Riesz y Herglotz demostraron (1911) el siguiente teorema, como una aplica-
ci6n del conocido teorema de representaciéon de Riesz:

Teorema: Sea u(r,8) una funcién armoénica en U. Entonces ufr, ) es la
transformada de Poisson de alguna carga (0o medida generalizada) finita de
Borel si y sblo si uf(r, 8) satisface la condicién (3) O

Como un caso particular de este teorema, se tiene que toda funcién arménica
positiva en U proviene de la transformada de Poisson de alguna medida.
Por ejemplo, la funcién P,.(6) es armoénica positiva en U, luego existe una
medida u tal que P(6) = P[du]. En efecto, sea u la medida sobre [-m, n]
definida por

0 si O0¢sS,
u(S) =
1 si 0ES;

entonces tenemos que

Pe) =L f 1-r d u(t) = Pldy] *
2n 1-2r.cos(t-6) + r2

{-m, ]
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Naturalmente, hay funciones arménicas en U que no satisfacen la condi-
cién (3). Por ejemplo:

r sen 6
1-2rcos@ + r?

u(r, ) =

es armoénica en U, pero:

flu(r,9)|d6=2.log l1+r +oo(r—>1);
l—r

por el teorema anterior, ésta no es la transformada de Poisson de alguna
carga (o medida generalizada). De esta manera, el teorema de Riesz y Herglotz
es el paradero final de los problemas acerca de funciones arménicas en U
dentro de los estudios del «Andlisis Real»

5. APLICACION DEL ANALISIS NO-ESTANDAR [5]

El sistema IR* de los ntimeros reales no-estdndar es una ampliacién del
sistema numérico real IR, en el cual se pueden manejar los nimeros infini-
tesimales e infinitos como «auténticos» numeros. Usando los numeros no-
estandar como base para el célculo, se puede esclarecer definitivamente la
relacion entre funciones arménicas en U y la transformada de Poisson,
llevandonos al final verdadero del problema acerca de funciones armoénicas.

Teorema: Sea u(r, 8) una funcién armeénica en el circulo abierto U. Entonces
existe una funci6n no-estandar h(r) en [-m, n]* tal que

b4

u(r,d) = Pla] = L J’ 1-r’ h(r) dr , (1)
2n 1-2rcos(r-80)+r?

-mn

donde t es la variable no-estdndar de integracién en el intervalo no-estandar
[-n,n]*={1€IR¥- n <1< 1n}; «=» se lee: «Infinitamente préximo a» lo
cual significa que la diferencia u(r, 6) - P[h] es un nimero infinitesimal.

{No es necesario que los lectores tengan un conocimiento previo del «Analisis
no-estdndar» para poder captar la idea de la demostracién del teorema; basta
manejar los nimeros no-estandar -reales, infinitesimales e infinitos- como si
fueran los ntimeros reales acostumbrados en el calculo comun, ya que se
cumplen las mismas férmulas de integracién y de derivacién para el caso
del calculo con los nimeros no-estdndar [7]).
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Demostracion del Teorema:

Dado s con 0 < s<1, existe R tal que s <R < 1. La funcién u(s, 6)
es armoénica en el «circulo cerrado» de radio R con centro en O; entonces
podemos aplicar la férmula integral de Poisson en este circulo, y se obtiene:

1
(S0
1
\J/ R
us, ) = L f R?- ¢ . u(R, t) dt =
2n 4 R*-2Rs.cos({t-8) + s
=_1 fﬂ 1- (s/R)? .u(r, t) dt. (2)
2n . 1- 2‘%{* cos (t - 8) + (%)’

Tomando r = se obtiene:

S
R
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n

u(rR, 6) = f P.(t-6).u(R,t)dt. (3)

-n

La igualdad (3) es valida para r y R realescon r <1, R < 1, luego es
también vélida para el caso en que r y R sean nimeros no-estindar con
r<1,R<1,

Si R=1-¢, con ¢ un namero infinitesimal positivo (esto es, R es un
namero noestdndar infinitamente préximo a 1 y menor que 1), entonces

rR=r{l-¢=r.

Como u(r, 6) es armoénica en U, entonces u(r, 8) es continua en U, por
lo tanto se tiene que

u(rR, 6) = ul(r, 6) (para rreal, r<1). (4)
De (3) y (4):
uir, §) = IP, (t-60).ull-¢1)dr. h (5)

-n

Por lo tanto, h{(r) = u(l - ¢ 1) es la funcién no-estandar que satisface la
féormula (1) en el teorema. O

Ejemplo: Consideramos la funcién arménica u(r, 8) del ejemplo anterior:

r sen 8

u(r, 8) =
1-2rcos 6 + r?

Para un ¢ infinitesimal positivo, tenemos:

h)=ull-¢ 1) = (1-¢)sent —
2(1 - &)1 - cost) + €2

- sen T _ sen T
2(1 - cos 1) + £ 2(1 - cost)+ &,
1-¢
donde ¢, = &= es un numero infinitesimal positivo. Por lo tanto:

- &
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r sen § zP[h]=—1-f 1-r? . SenT g,
1-2rcos @ + r2 2n 1-2rcos(r-6) + r2 2(1-cost) + ¢,

b4
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