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Dos extensiones de la desigualdad de Bernoulli

BERNARDO MAYORGA *

Come lo sabe todo estudiante de analisis, en la determinacion de ciertos limi-
tes importantes (e.g. (1 + (ln)l* coando n —= =} y en el estudio de algunas
funciones elementales (e.g. la exponencial) juega papel fundamental la desigual-
dad o lema de Bermoulli (Jacobi: si x> -1 entonces para cualguier entero pe-
sitive n se tiens

l+x"=1+nx. ]}

La demostracidn generalmente se propone en los textos como ejercicio de apli-
cacitm del principio de induceitn matemética. Asl, en [2] es el ejercicio [.4.10-14;
en [4] es el 139 (aparece alll para x > 1, pero evidentemente e una errata por
x> -1, vaque para x > 0 la desigunidad es una consecuencia trivial del teore-
ma del binomiol; en [3] es el ejercicio 2.18 y la demostracitn se da como una
de lag «soluciones a problemas seleccionadoss al final del libro; en [1] estd
demostrada dentro del texto. En el libro [5] se presenta generalizade como de-
sigualdad estricta para cualquier potencia real m > 1, pero s6lo para x > 0
{también allf hay errata: aparece m 2 1, lo cual no puede ser puesto gue con
m = | se obtiene la igualdad para cuslguier x) ¥ se propone como ejercicio
de aplicacién de las derivadas (N® 52 en los de repaso del Capitulo IV),
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La igualdad en (0) tiene lugar unicamente en dos casos, y ambos son obvios:
fuera del ya mencionado de n = 1 se cumple para x = 0 con cualquier na-
tural n. Asi pues, con relaciéon a la desigualdad propiamente dicha se dan
siempre s6lo condiciones suficientes para que ocurra y podriamos decir que la
afirmacion esencial tiene, en los dos casos, las siguientes formas compactas *:.

x€({-1,00U (0, ©) s== Vn¢IN,:(1 + x)*>1 + nx (1)
2€(0, ©) A0€(l,®) == (1+xr>1+nx, (2)

Es claro que la gracia de la demostraciéon de (1) consiste en ser elemental, en
el sentido de que fuera del principio de induccién matemética (que en el fondo
no es tan elemental) s6lo se recurre al manipuleo... elemental de desigualdades.
Por otra parte, la demostracién de (2) se plantea -por lo menos en [5]- como
aplicaciéon de las derivadas, lo cual la hace rutinaria pero no estrictamente
elemental. De todas maneras, es curioso observar que ni los valores de x dados
en (1) agotan las posibilidades de la desigualdad con potencias enteras positi-
vas, ni las agotan tampoco los exponentes reales considerados en (2) mante-
niendo l2 x en el intervalo clésico (-1, ®). M4as exactamente, tienen lugar las
siguientes afirmaciones:

x€[-2,00U(0,®) emms Vne€lN,:(1+xF>1+ nx, (1)
x€(-1,00U (0,2 A a€IR-[0,1] ¢mes (1+'xP>1+ax 2"

La afirmacién (1') nos dice que en la desigualdad de Bernoulli se le puede afiadir
a los valores de x todo el intervalo [-2, -1] -y nada més-; la afirmacién (2')
dice que manteniéndose en el mismo dominio «estdndar» de (1), la desigualdad
sigue siendo vélida con cualquier potencia real que no pertenezca al intervalo
[0,1].

Demostracién de la suficiencia en (1') y (2')

1) a. Sea x€(1,0) U (0,®). Entonces*®1+x > 0y (1+x? = 1+2x+x*> 1+2x
Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para un cierto k.
Entonces (1 +xf'=(1+xf(1+x>{l+kx)(l1 +x=1+
(k+1)x + kx*> 1 + (k+1)x, o sea que también se cumple para k+1.
Por el principio de induccién matematica tenemos que Y neIN; :
1+xr>1+nx

o Enloquesigue N, = (2.34...).
** En este litersi so repite L Jn d ok

de (1), tal como aparece, por shemplo, en (1} 6 (3).
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b. Sea x€(-2,-1]. Entonces 1+x€(1,0] y VnEIN,: (1+x) > -1,
Pero nx €(-2n, -n}, luego 1+nx€(1 - 2n, 1-n] y por consiguiente
Vn€IN:: 1+nx <-1. Asi pues, (1+x)*>-13 1+nx.

¢. Con x=2 y n>2 tenemos (1+x)" = (1.2 =(1F==1,
Por otra parte, 1+nx = 1-2n € -3, asi que (1+xr = x1>-3> l+nx.

2) Sea x€(-1,00U (0, ®) y ag[0,1]. Definamos
f:(-1, =) - IR g:(1,* - R @
x = fix) = (1+x)°, x ~ gix) = 1+ax

a Sea a> 1 Entonces f(x) = a(l+x >0, {"(x} = alel) 1+xr* >0,
lo cual indica que con a > 1 la funcion f es estrictamente creciente
y estrictamente convexa. Por otra parte, f{0) = 1 = g(0) y f'(0) =
a = g'(x), lo que quiere decir que en el intervalo (-1, =) la recta
1+ax es tangente a la curva convexa (1+x) en el punto tnico
x = 0, y por consiguiente ¥V x €(-1,0)U (0, ®) y a> 1 se tiene la
desigualdad estricta pedida.

b. Sea a < 0. Entonces f'x) = a{l+x) < 0, {{x) = ala-1{1+x}* >0,
0 sea que con a < 0 la funcién f es estrictamente decreciente pero
sigue siendo estrictamente convexa. Al igual que con a > 1 se tiene
fi0) = g(0) = 1 y f'0) = g'(x) = a, y en consecuencia Vx(-1,00U(0,)
y a<0 se tiene la desigualdad estricta {1 + x)*>1 +ax.0O

Demostracién de la necesidad en (1) y (2
1) a. Si x=0 se tiene la igualdad con cualquier nelR.
b. Sea x< -2, es decir, x =-2 -a, con o€(0, ).
Para tener (1+x)" < 1+nx basta tomar un nimero n impar tal que,
por ejemplo, n > 4/c*. En efecto, tomar un tal n equivale a tomar
a* > 4/n y por consiguiente

(14x) = (1-2-a) = (-1-af = (-1{1+a) =~(l+a) =

[1 + na + 0D 2 4 BE-INRD) 3 4 4 g~ 4 ]
2! 3!
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2) a.

< -[1+na+n(2'1)¢’ ](— 1+n¢+—“-‘“—'-1-’--‘—]
2 n

w—(l+na+2n-2]=1+n(-2-a) =1 + nx,
osea (1+x<1+nx.

si x=0 tiene lugar la igualdad en la parte derecha de (2') con cual-
quier aelR.

. Si x< -1 setiene 14+x < 0, por lo cual la expresion (1+x)* carecerd

en general de sentido.
Con a=0 6 a=1 se tiene la igualdad en (2').

Sea x¢(-1,0) U (0, ) y a€(0,1). Para las mismas funciones f y g
definidas en (3) tenemos

f'(x) = all+x)* > 0, £"(x) = a(a-1)(1+x)=?< 0, luego f es estric-
tamente creciente y estrictamente concava. Como g{0) =1 = f(0) y
g'(x) = a = f'(0), quiere decir que en el intervalo (-1, =) la recta
1+4ax es tangente a la curva céncava (1+x)* en el punto x=0 y
en los dema4s pasa por encima;

(1+xr < 1+ax. O
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