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Una actividad de clase:
Los criterios del cociente y de la raiz
para la convergencia de series

GABRIEL YANEZ *

La situacién que se relata se dio en un curso de Célculo III para estudiantes
de ingenierfa. Aunque el desarrollo hecho no tiene nada de original, es impor-
tante analizarlo desde el punto de vista didActico, ya que se trata simplemente
de desarrollar una inquietud planteada por los estudiants y que obviamente
no figura ni en el sagrado programa oficial de la materia, ni en los textos usua-
les de Célculo.

En el libro de célculo de Apostol [1], pagina 490, se encuentran los siguientes

ejercicios: Decir de cada una de las siguientes series si es convergente o diver-
gente, justificando su respuesta.

3. Z 2"n!  Aplicando el criterio del cociente:
n=1 n”

; 9
8wt 4 <1, convergente.
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4. 3*n!
Py n" a,

-~ .= ,divergente.
€

Es apenas obvio generalizar la situaciéon anterior:

n ol .
Z anl o5 8w a. si a<e, convergente;
Brall o4 a, e si a>e divergente.

Surge la pregunta: Si a = e, ;qué ocurre con la serie, es decir, z enl o9
=i n*
Desarrollo:

Dado el contexto, lo primero que se piensa es en ensayar con el criterio de la
raiz:

‘.llu = ‘eun”n-’!lu =g (n!/n-)llu.
Surgié otro problema:
li’n.x. (al/n)/~ = 7

Después de varios intentos infructuosos, en el mismo libro de Apéstol encon-
tramos una elegante solucién {ejercicio 19, pagina 487): como f(x) = logx es
una funcién estrictamente creciente, para todo x > 1 se tiene

ol n B
Zlogk< flogxdx< ZIng,
1

k=l k=3

0 sea

login-1)! < logn*-n + 1<logn!,
de donde

(o-1)lI<neme<n!,

Yy como
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-1l <n*ee
entonces
nl<n"te™e,
O sea,

n"e~e<n/<n"e"e

e~e< B! <neve,
o

'ﬂ—/- < (nl)lll < n!l- .lll
e n e
como n'* y e — 1, entonces (por el teorema del sandwich para sucesiones)

(m!m)= - J,,, (1)

e

Luego a,'» - 1 y el criterio de la raiz tampoco es aplicable. Por este lado nos
fregamos, pero obtuvimos un buen limite:

mye o 1
- 9
jAh!, pero en el ejemplo 3 de la pagina 489 Apéstol demuestra que si

a.=_"' entonces 2 - 1

n* a, e
Lo mismo el cociente que la raiz.. ;Qué se esconde detrds de esta coincidencia?

Olvidemos esto por ahora, y volvamos al problema inicial, la serie

e* n} - 07

n* | aand

Analicemos la condicién de necesidad, es decir, ;serd que
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{Pues no! Resulta que a, = _® 2!  ¢s una sucesion creciente:
n.

enl ¢ e +])_ <« (n+1 )'<,
): o n

lo que garantiza la validez, ya que la sucesion (1+-1/n)* es creciente y conver
ge precisamente a e (ver, por ejemplo, [2]).

Como 8, = e, entonces a,+ 0 y Zﬂ diverge ®
n

n=]
Alguien podria decir en este momento que el desarrollo anterior debi6 hacerse
desde el principio; pero la verdad es que el no ser tan algoritmico nos permiti6
obtener (1) y ademas conjeturar el siguiente resultado.

Proposicion: Sea a, una sucesién de nimeros reales positivos.

Si lm %% =L ylima' =M entonces L=M o
e .' -

Demostraciéon: a) Sea L > 0.

Como lim & =11, dado ¢€(0,L) existe N tal que
™ m,

L-t<_81 <L+¢paran>N,
a,

de donde

‘a1 <8, (L + ) <80y (L+ € < ... < aw (L + ™
L-ef"av<a, <L+ o,
(L - ‘)l-llln (a' & l..”" < (L +¢ t~N/n (M)lln (t)

.l.l:.m ‘L - s)l-ﬂln (.")l/u ‘ }i‘? a-lla ‘ .li‘? (L + ‘)I-H/n (.”)lln
como PE {av)’* =1 entonces (L-¢) < E a'"<L+s

Como ¢ es cualquiera, lim a,'* =1L,
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b) Si L = 0 basta repetir el mismo procedimiento anterior partiendo de
0< 8% <eO
a,

Observando la demostracién de la proposicién en (*) el resultado se puede escri-
bir mejor de la siguiente forma:

TEOREMA:
Si .li.m A =1L entonces im a,'’" existe y esigual tambiéna L.

Demostracion: Se parte de (*) de la demostraciéon anterior:
(L - £)l—llln (.' 1/n < ‘-II- < (L + 3 1=M/un (‘u)ll- ;

como los extremos de estas desigualdades convergena L-¢ ya L + ¢ res
pectivamente se concluye que L -:< a.'*< L + ¢ para n <N, lo que pre-
cisamente significa que

lim =10

 d

CONCLUSIONES

1) Si el criterio del cociente (raiz) da como resultado 1, es initil intentar
con el criterio de la raiz (cociente).

2) Pero, si el criterio del cociente no es aplicable porque lim 8~ no
o a,
existe, es posible que el 1113.1. (a.)/ o exista y se pueda decidir. Esta observacién,
resultado del teorema, hace del criterio de la raiz un criterio mas fuerte que el
criterio del cociente.
Ejemplo:

o

za,,, donde a,,., = _1
2?"1

n=]

(i) n+ 1 par: n+ 1 = 2k, n = 2k-1, entonces

1
- =7

a,




{ii) n+ 1impar: n+ 1 = 2k-1,n = 2(k- 1), entonces

Baet = 1.
a,
Luego no tiene limite.
Apliquemos criterio de la rafz:
(o= (g 22—
- 1 a -
{ alprl} *[ on-t } - :

por consiguiente,

(a e - __i_<1,y Za.. es convergente.
[ 323

e

3) (Entonces para qué el criterio del cociente?

En la préctica se observa que cuando hm 81 existe, es mas facil
de calcular, hecho que a su vez permite calcu]ar algunos limites con

radicales.
Ejemplo:
El 'l'i_g.: ;,’,13“; “=_ 1 que trabajamos antes, es mucho mas facil

n” e

—>
n—m

a,.fl
a,

ahora ya que, como lo dijimos anteriormente, _

e

4) Ysiel H (a..)m no existe, jentonces qué?

Hasta aquf se tienen 3 horas-clase, y la cosa a la vez que se pone mas
interesante, también se va complicando.

Existen varios criterios para estos casos patolégicos. Por ejemplo.

e

NOTA DEL EDITOR

con relacién a las conclusiones 2) y 4) es importante tener en cuenta que en su
forma més amplia los criterios de D' Alembert (o del cociente) y de Cauchy
{0 de la raiz) no exigen la existencia del limite. Para la convergencia de la serie
es suficiente que a partir de un cierto N el cociente (a.../a.) o la raiz a,*™
estén acotados superiormente por algin r € (0,1). En (3] se da el siguiente
ejemplo: Considérese la serie

RS I S ST ST I SN S
2 H 92 84 35 9n g+t
En esta serie
1 sines
—_— par,
3-
U = 1 . . N
_ 8i n esimpar 5
2» VS T
Evidentemente ‘.

1 3)
ﬁ‘—- con n par,
W1 2 2
u, _L(_L) con n impar.
3 3

Ut galtaw permanentemente sobre la unidad y el

En consecuencia, la razén —
u,
principio de D’Alembert no es aqui aplicable.

Por otra parte, el criterio de Cauchy nos da

(,7)H- con n par,

H
|
|-

( LI

o)
3
P QO

con n impar,

(ot =

Qo]
3
[ Sv]

lo cual implica la convergencia de la serie.
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