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1. MOTIVACION

Dicen que Klein dijo que la geometria es el estudio de los invariantes bajo un
grupo de transformaciones. Lo que no logro entender es por qué siendo este
tratamiento contemporineo a la fundamentacién de la matemaética, no se lo-
gré unmificar dicha fundamentaciéon también en términos de invariantes. La
construccién que Peano hace para los naturales, como se aclarar4 mas adelan-

te, implicitamente maneja este concepto cuando se trabaja, como se hara en la
presente nota, no sobre un grupo de tranformaciones sino sobre una funcién.

Consideremos, pues, una funcion F:E — E; definimos un conjunto invariante
(CI) como aquel subconjunto XC E tal que F(X)C X. Piénsese como ejem-
plo, que los naturales, seguin esta definicién, son un conjunto invariante sobre
la funcién «siguiente de...».

También definimos conjunto fuertemente inveriante (CFI) como aquel subcon-
junto XC E tal que F(X) = X,

Por ejemplo si E={a,b,c,d} y Fia)=b, F(b) = ¢, Flc) =c, Fid) = d, como se
muestra en la Figura 1,
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entonces, los CI son exactamente {a,b,c.d}, {a,b.c}, {c}, {d}, {c.d} y @, mientras
los CF1 son los conjuntos E, {d}, {c}, {c.d} v @.

Es ficil demostrar que la interseccién cualquierade CI es también un CI. El
El minimo CI al cual pertenece X (elemento de E} o sea la interseccién de
todos los CI a los cuales pertenece X que es también un CI, la lamaremos
COLA de X y lanotaremos X lacolade X,” es el conjunto {F* (X): n perte
nece a IN}.

2. PROPOSITO

Esta nota fundamentalmente busca hacer preguntas. Algunas podrén ser re-
sueltas inmediatamente. Otras, espero, pueden ser trabajos de investigacién.

La pregunta central es si se pueden hacer fundamentos clasificando funcio-
nes (del tipo anteriormente expuestas) segin sus invariantes.

Mi respuesta, apresurada tal vez, es que si; para convencer se mostraré cémo
aparecen los drboles, finitos e infinitos, los naturales, los grupos ciclicos y los
enteros como tales. Esta es la razén por la cual me atrevo a calificar estas
estructuras como elementales. Por su nivel y sencillez podrian estar a la en-
trada del estudio de los fundamentos.

Reduciremos los casos a tratar, limitandonos a las funciones que tienen cierta
caracteristica de conexidad: no permitimos CI disyuntos. Quiere decir que
en E no hay subconjuntos propios que «trabajen soloss, a diferencia del ejem-
plo anterior representado en la Figura 1, en donde los conjuntos {a,b,c} y
{d} son invariantes disyuntos no vacios.

Lo que se hara a continuacion puede entenderse como un primer bosquejo de

clasificacién de estos objetos. Esta clasificaacién se basa en observar cémo
puede ser F, biyeccién o no, y como puede ser E, finito o infinito. Las de-
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mostraciones de todas las afirmaciones que se hacen son muy sencillas y se
omiten en su mayoria.

En la Figura 2, se muestran diferentes tipos de ejemplos con la condicién de
conexidad exigida.

3. CASOS FINITOS
3.1 Siendo F biyeccién

En este caso (Figuras 2d, 2g) se obtiene un grupo ciclico finito. Si X es CFI
entonces E-X también lo es y tendriamos dos CI disyuntos contra lo que
hemos supuesto, entonces los tinicos CFI son E y ¢. Esto impplica que se
cumple el PRINCIPIO DE INDUCCION bajo la funcién F en el conjunto E,
hecho que facilita enormemente todo el desarrollo. Definimos REPETICION
como aquella permutacién g de E que conmuta en la composicién con la fun-
ciéon F.

Si se fija un elementos e cualquiera de E, se demuestra que existe para cada
elemento x de E una funcién repeticién que la podemos notar g, (pues es tni-
ca) tal que g, (e) = x; siendo asf se define la suma médulo e de la siguiente

manera: X +y = g(y).

Entonces E ha sido dotado de la estructura de grupo (también se puede de
anillo) y se demuestra que es ciclico en el sentido de que es el minimo grupo
que contiene a, por ejemplo, F(e).

Es mds, se puede demostrar que hay asociada una estructura algebraica isomor-
fa al anillo de los enteros médulo n donde n es el mimero de elementos de E.

Este trabajo es de gran sencillez y coherencia y se desarrollé totalmente en un
curso que dicté hace unos afios para la Licenciatura de Mateméticas en la UIS,
en la asignatura de Tépicos especiales. El paso al infinito tiene complicaciones
aunque es de suponer que se basa en conceptos parecidos.

3.2 Cuando F no es biyeccion

Aquf conjeturo que se deben obtener estructuras parecidas a los drboles que
utilizan los lingtiistas.

En primer lugar es facil ver que no pueden existir dos CFI no vacfos y dife-

rentes entre si. Por lo tanto no se pierde generalidad al considerar que el unico
CFI no vacio que necesariamente debe existir sea un singlotén, el elemento
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del cual lo llamamos la RAIZ. Como la funcién no es sobre, E - F(E) son las
hojas.

En la Figura 3 se representa un ejemplo de uno de estos arboles en donde el
tnico conjunto no trivial fuertemente invariante es {0}.

Una regla {deterministica) es uno de estos drboles donde F es una funcién
constante. Cabe suponer que un 4rbol se puede expresar como cierto producto
de areglas». La pregunta,a mi manera de ver interesantisima y de pronto no
muy dificil de responder, es como se puede definir este producto.

Otro asunto que hay que mirar es si para aspectos de los drboles que buscan
describir la estructura profunda de los lenguajes, es absolutamente necesario
el orden que tradicionalmente se asigna a cada nivel.

Estas ideas, como se puede notar fécilmente,‘ no las tengo formalizadas.
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4. CASOS INFINITOS

4.1 Cuando F no es sobre perosi 1-1

Se conjetura que en este caso se tiene algo equivalente a los nimeros naturales
y creo que para comprobarlo se puede llegar facilmente a los axiomas de Peano.

Aprovechando la idea de las colas se demuestra que no pueden existir dos

elementos diferentes que estén en E - F(E), entonces sélo existe un elemento
que es el «1n,
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Hay que demostrar, entre otras tantas cosas, que no existe ningin CFI dife
rente del vacfo.

4.2 Cuando F noesl-1

Aquif habria que demostrar que a lo m4s existe un CFI finito no vacio aunque
puede ser que no exista. Si existe tal CFI finito, se puede considerar como
un singlotén y se tendria un 4arbol infinito con raiz. Como ejemplo considere-
mos los enteros con la funcién que a cada niimero le asocia su mayor divisor,
si es posible, diferente de él mismo.

Cuando F es sobre no hay «hojass. También hay que tener en cuenta si exis-
ten o no CFI infinitos. En fin, se presenta la necesidad.de hacer una nueva
reclasificacion. (Figuras 2a, 2b, 2f, 2e).

4.3 Cuando F es biyeccién

Se demuestra como en el caso finito que los unicos CFI son el vacio y el mis-
mo E. La conjetura, fundamental para este caso y que nace por generalizacién
del caso finito, asegura que esta estructura es equivalente a los enteros. Se
tendria un sistema muy sencillo para axiomatizar Z que consistiria basica-
mente en lo siguiente: Los enteros son un conjunto con una funcién biyectiva
definida entre ellos, tal que los unicos CF1 son el vacio y el mismo conjunto
y en donde al menos existe un CI no trivial (que se puede tomar como los
naturales). Aqui hay ciertas complicaciones que no lo dejan a uno seguir ade-
lante, relacionadas con buen orden, axioma de escogencia, etc. (Figura 2c).

Aparecen muchisimas preguntas

1. ;Es este sistema completo? ;Puede tener alguna ventaja, ademas de
su coherencia (estética), sobre el tradicional?

2. {Cémo demostrar que por ejemplo IR no puede ser dotado de esta
estructura?
5. PROYECCIONES
Hay que desarrollar:

1. El concepto de morfismo entre este tipo de estructuras.




2. La posible yuxtaposicién de este tipo de estructuras, ya sea trasver-
sal o paralelamente.

Y una pregunta final:
(Vale la pena tratar de desarrollar estos temas tan de las bases de la matema-

tica, aunque no hayan sido propuestas por las grandes y respetadas academias
extranjeras?
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