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El Billar y Poincaré:
Dos problemas no resueltos

DAVID S. GILLMAN*

I. EL JUEGO DEL BILLAR

El arte del billar consiste en trazar lineas quebradas con la bola utilizando
rebotes. En nuestra discusiéon tedrica del billar, las «bolas» se consideran
puntos sin dimension, las trayectorias son lineas poligonales, y un tiro exac-
tamente en el rincén de la mesa es «muerto» (porque no sabemos cémo de-
finir rebote en este punto). Adem4s, nuestra mesa no es rectangular, sino
cualquier poligono finito en el plano.

PROBLEMA: Dados dos puntos ay b en la mesa, jes posible rebotar una
bola de a hasta b?. .

Este problema no estd resuelto. De hecho, jno est4 resuelto ni en el caso
especial de un cuadrilatero!

En el caso de una mesa cuyo borde es una curva diferenciable en el plano,
hay una solucién, un contraejemplo desarrollado por Victor Klee. El usa una
propiedad elemental de la elipse: si la bola cruza el intervalo entre los dos
focos de la elipse, después de rebotar cruza otra vez el mismo intervalo. Por
lo tanto, media elipse con tres pequefios cuartos atados sirve como contra-
ejemplo.
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Es sorprendente que no se pueda imitar el ejemplo de Klee en el caso de un
poligono finito. O bien: si se puede... |no est4 resuelto!.

II. GRAFOS PLANARES

Una pregunta que parece atin mas dificil es: ;Cudles grafos finitos son «pla-
nares», es decir, homeomorfos a un subconjunto del planoIR *?

Electricidad

Sin embargo se conoce una respuesta completa de la pregunta en forma de
dos teoremas que clasifican tales grafos.

Teorema 1: Hay doe grafos que no son planares: el «grafo completo con cinco
vértices» y «los vecinos caprichosos»,

El primer grafo tiene cinco vértices y diez aristas de tal modo que para todo
par de vértices distintos hay una arista que los conecta. El segundo grafo
tiene seis vértices a,b,c,a',b’',c' y nueve aristas, de manera que existe una
arista que conecta cada uno de los vértices a,b,c con uno de los vértices
a', b, c.

Dejamos al lector la comprobacién de que estos grafos no pueden sumergirse
en el plano.

Teorema 2: Todo grafo finito que no pueda sumergirse en el plano contiene
un subgrafo homeomorfo al Grafo completo con cinco vértices o a los Veci-
nos Caprichosos.

Este resultado fue probado por el topélogo K. Kuratowski en 1930 (4). Para
la demostracién, véase (1), Capitulo 21.

Lastimosamente, no existe ninguna analogia de los Teoremas 1 y 2 para \
2-complejos en IR’. Hay ejemplos de 2-complejos que no existen en IR, por
ejemplo, el espacio proyectivo de dos dimensiones. Pero falta una clasificacién
de tales ejemplos.

Conjetura 1: Si K es un 2-complejo finito y contractil tal que K puede
sumergirse en una 3-variedad, entonces K puede sumergirse en IR’. Esta
conjetura de 2-complejos es equivalente a la famosa conjetura de Henri
Poincaré sobre 3-variedades.
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la 2-esfera S’ (4). Poincaré conjeturé a plincipios de este siglo que se verifica-
ba un resultado andlogo para 3-variedades, a saber: que toda 3-variedad
compacta simplemente conexa es homeomorfa a la 3-esfera S’ (5). A pesar de
los graudes esfuerzos de muchos destacados matematicos desde los afios de
Poincaré, no se sabe atin si esta conjetura es cierta o no.

(Por qué es la conjetura de Poincaré equivalente a conjetura 1? El concepto
que las une es el de «vecindad regular»; para una exposiciéon véase (8), capi-
tulo 3. ;Cudl conjetura es méas facil de resolver? La esperanza es que los
2-complejos son mds faciles de analizar que las 3-variedades.

Un «casi» contraejemplo lo fue dado por Poincaré mismo en 1904 (6). Se llama
una «3-esfera de homologia». En lugar de describir una 3-variedad, examina-
remos la construccién desde el punto de vista de la conjetura 1. En este sitio,
el ejemplo es un 2-complejo finito K’ que puede sumergirse en una 3-variedad,
pero no en R, El 2-complejo K’ no es contractil (trivial en su homotopia),
pero es trivial en su homologia. Para construir K’, se empieza con el Grafo
Completo con cinco vértices; después se agregan seis discos, con bordes
atados segin Figura 4.

Hasta que el problema de Poincaré sea resuelto, una clasificacién de las
3-variedades parece imposible. Parece que nuestro universo es una 3-varie-
dad, y por eso el problema es fundamental en topologia.

Para més informacién sobre la conjetura de Poincaré, véase (2), (3) y (7)
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