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En lo posible Newton evité las formas no algebraicas recurriendo a series in
finitas. El sacrificio de la exprsion finita no represent6 para él una gran pér-
dida a cambio de evitar las atn no aceptadas cantidades trascendentales.

Leibniz, por otra parte, no compartié el prejuico de moda contra las funciones
no algebraicas; su inconformidad fue con las expresiones no finitas, de ma-
nera que con gusto acept6 las entidades trascendentales en el célculo, amplian-
do ast el repertorio de integrales que podian ser dadas en forma compacta.

Se sabe que el problema de poder o no integrar una funcién dada depende de
las funciones que se tengan a disposicién y de la forma permitida para su
expresién. Enunciar precisamente el problema de la integracién indefinida
requiere, seguin ésto, que se restrinjan tanto las clases de funciones como las
formas de expresién a ser utilizadas. Si se supone, entonces, que f(x) perte-
nece a una cierta categoria de funciones, puede preguntarse si su integral
también pertenece a tal categoria o puede ser expresada en términos de fun-
ciones que le pertenezcan, de acuerdo con cierta forma de expresién preesta-
blecida.

A medida que los matematicos fueron adquitiendo més experiencia con las
funciones que se les presentaban, terminaron aceptandolas y el concepto de
funcién se hizo més amplio. Adicional a esto, la preferencia de Leibniz por

las expresiones finitas prevaleci6. Durante el siglo XIX el problema de la in-

tegracion indefinida tomé la siguiente nueva forma clasica: «Determinar si
una funcién elemental dada tiene una integral elemental o no, y en caso afir-
mativo calcularla». Este articulo se propone presentar un recuento del pro-
greso obtenido por los matematicos hacia la solucion del problema de inte-
gracion elemental finita, Se presentara un recorrido partiendo desde las raices
del problema hasta su solucién final, como implicaciones para algunas apli-
caciones encontradas frecuentemente.

El crédito por establecer la integracion en términos elementales finitos como
una disciplina matematica pertenece a Joseph Liouville {1809-1882), quien
creo la teoria en una serie de articulos publicados entre 1833 y 1841. habien-
do ya considerado el caso de cuando una funcién algebraica tiene una integral
algebraica [1], Liouville pasé a considerar el problema de cuando una funcién
algebraica tiene una integral elemental [2]. Para este caso desarroll6 en 1834,
lo que hoy se conoce como el «Teorema de Liouville: si y es una funcién
algebraicade x,y [y dx es elemental, entonces [y dx =t + Alogu +
Blog v + ... + Clog w, en donde A,B...,C son constantes, t,u,v,..w son
funciones algebraicas de x».

Fue este teorema y las generalizaciones que inspird, lo que suministré las

bases para todo el futuro trabajo en el problema de la integracién indefinida
y sobre él reposan los cimientos de lo que vino a ser la soluci6n final.
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Como una aplicacién de este resultado, Liouville pudo aclarar viejas dudas
sobre integrales de la forma [ R(x, P)dx, donde R esracionalen xy P,
¥y P es un polinomio en x de tercero o cuarto grado. Uno de los mas anti-
guos ejemplos de este tipo surge al intentar rectificar la elipse y es por esta
razén que tales formas se llaman «Integrales elipticas». Tales integrales se
presentan en muchas aplicaciones del célculo y los intentos para expresar-
las como combinacién finita de las funciones elementales conocidas fallaron
a menudo, quedando a cargo de investigadores {como Euler, por ejemplo) el
usar series infinitas para evaluarlas [14]. Durante el siglo XVIII se sospe-
chaba que, en general, las integrales elipticas no podian ser representadas
por expresiones elementales finitas. En una demostracién basada en su teore-
ma de 1834, Liouville pudo mostrar que asi es en efecto, adornando a la ma-
tematica con su primer caso probado de una integral no elemental.

Aclarar mas las cosas requiere mirar més de cerca lo que Liouville entiende
por funcién elemental. Su nocién incluye las ya familiares formas simples co-
nocidas por el estudiante principiante, concretamente los polinomios, las
funciones algebraicas, las funciones logaritmicas y exponencial, y las fun-
ciones trigonométricas. Con la introducciéon de nimeros imaginarios, las fun-
ciones trigonométricas (y las hiperbélicas) pueden ser definidas en términos
de exponenciales y logaritmos, de manera que Liouville omite las primeras,
admitiendo en la discusién solamente cantidades algebraicas, exponenciales
y logaritmicas. La nocién de Liouville de funciones elementales es, no obstan-
te, bastante mas amplia que lo que estos ejemplos sugieren. El empieza por
definir lo que llama Funcién Finita, como una cantidad dada por una ecua-
cion (o sistema de ecuaciones) en la cual las variables son sometidas a un
numero finito de operaciones algebraicas, exponenciales o logaritmicas. Dos
ejemplos de tales funciones son dados por las siguentes ecuaciones

e y*-y + logllogx) = 0 f1]

xy-& =0 2]

La funcién y definida por [1] presenta la ecuacién algebraicamente (es asi
como se describe una cantidad sujeta solamente a operaciones algebraicas:
adici6én, sustraccion, multiplicacién, divisién y extracciéon de raices); esto es
lo que Liouville llama una funcién finita explicita, y que ahora conocemos
como Funcién Elemental. La cantidad dada por [2], por otra parte, presenta
la ecuacién trascendentalmente (quiere decir que est4 afectada por una expo-
nencial o un logaritmo), y representa aquello a lo cual Liouville lamé una
Funcién Finita Implicita. Mientras que Liouville pudo demostrar en 1834 que
las integrales elipticas generalmente no son funciones finitas explicitas, no
fue sino hasta 1923 que RITT [12] mostré que tales integrales ni siquiera
representan funciones limitadas explicitas; en otras palabras, no son funcio-
nes finitas, sino entidades de algin orden trascendental mayor.
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En cierta forma el uso que Liouville hace de la palabra «explicita» puede
ser engafioso. El no quiere significar que y pueda ser despejada explicita-
mente en la ecuacion, sino que y es una funcién algebraica de las otras can-
tidades en la ecuacién. En efecto, puesto que la teorfa algebraica ha estable-
cidoque y*-y-x = 0 no tiene raices que sean funciones algebraicas expli-
citas de los coeficientes presentes en la ecuaci6n, con certeza se sabe que es
imposible resolver para y la ecuacién [1].

Puesto que una funcién elemental es aquella que satisface una relacién alge-
braica, se ve que «algebraica» es la propiedad fundamental. Tal como el lector
puede recordar, afirmar que y es una funcién algebraica de las variables
X, X3,....X« €quivale a decir que y satisface una ecuacién de la forma

Pﬂ(xhxl-vnxk)y' + Pl‘xloxl»""xi)y‘-‘ + + Pn‘xlvxly-"x&) = O

El miembro izquierdo de esta ecuacién puede considerarse como un polino-
mio irreducible en y cuyos coeficientes, los P,, son polinomios en x con
coeficientes constantes.

Ahora bien, en términos precisos de la definicién de Liouville, y es una fun-
cién finita explicita de x si y puede ser expresada como una funcién alge-
braica de las variables u,u,,u,...,u, de acuerdo con el siguiente esquema:

1) u es una funcién algebraica de x.

2) u, es una funcién exponencial o logaritmica de x; esto es, u, tiene
la forma e* o log u. El término u, se llama monomio de pri-
mera clase.

Con uy u, se forma una funcién trascendental de primer orden,
la cual es una funcién algebraica de x y de monomios de prime-
ra clase como u,.

3) u, Es una funcién exponencial o logaritmica de una funcién tras-
cendental de primer orden. El término u, se llama monomio de
segunda clase.

Con términos como u,u, y u; pueden ahora construirse funciones trascen-
dentales de segundo orden que son funciones algebraicas de x y de monomios
de primera y segunda clase.

El esquema contintia, construyendo una jerarquia de monomios de n-ésima
clase (més simplemente «n-monomios») y sus funciones trascendentales de
n-ésimo orden, hasta el punto que se desee. De acuerdo con ésto, F es una
funci6n finita explicita de orden n (abreviadamente, una funcién de orden n)
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si F puede expresarse como una funcién algebraica de n-monomios (y, posi-
blemente, monomios de menor clase).

Asf pues, el orden de F estd dado por la mayor de las clases de los mono-
mios que figuren en la expresion de F. Més autn, si otra funcibn G es una
combinacién algebraica de F y ciertos monomios, entonces G es una fun-
cién algebraica de tales monomios y por tanto también es una funcién finita
explicita. En otras palabras, una funcién algebraica de monomios y de una
funcién finita explicita es también una funcién finita explicita. Como ejemplo
simple, considérese la funcion G definida por la ecuacion FG*-G - F* e* = 0,
donde F est4 definida por la relacion F” + F - log {logx) = 0. Aqui F
es una funcién algebraica del monomio logi{logx), y G es una funcién alge-
braica de F y el monomio e*. Asf, G es una combinacién algebraica de
monomios y por tanto una funcién finita explicita.

Liouville reconoci6 que esta forma de clasificar las funciones trascendentales
implicaba complicaciones y artificios. En primer término, es dificil, en muchos
casos, determinar el verdadero orden de una funcién finita explicita. Segunda,
aun cuando se conozca el orden exacto n, hay incertidumbre con respecto a
<cuantos n-monomios se requieren (esto es, el minimo nimero) para represen-
tar la funcion.

Para ilustrar la naturaleza del primer problema, nétese que el monomio
Logixe*) aparece como una funcién de orden 2, pero al ser escrito en la forma
equivalente x + logx, tiene la apariencia de una funcién de primer orden.
Similarmente, el monomio e*? aparece como una funcién de segundo orden,
pero al ser escrito en la forma x?, se ve que es una funcién algebraica. Aun-
que el mismo Liouville no especific6 un orden para las funciones algebraicas
per se, contentdndose con empezar el ordenamiento en n = 1, es biers claro,
sin embargo, que él consideré que las funciones de primera clase poseen un
orden mayor que las funciones estrictamente algebraicas.

Asi, una funcién expresada de cierta forma dada en términos de monomios y
por tanto teniendo un cierto orden, podria ser representada en otra forma,
teniendo aparentemente un orden menor. Para que el esquema de clasifica-
ci6én de Liouville sirva para los propésitos que él pretendid, se debe tomar el
orden de una funcién finita explicita como el menor orden requerido para re-
presentar la funcién particular del caso. Con este enfoque el orden es un ente-
ro preciso, aunque no siempre es facil ver qué numero es.

({Cémo se sabe que una funcién F, presentada en forma de combinacién
algebraica de monomios, no puede ser escrita equivalentemente empleando
monomios todos de menor orden que el mayor utilizado en la expresiéon dada
de F7.
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M4s aun, funciones como x* y x* (donde a es un nimero imaginario o irra-
cional real) ni siquiera estdn escritas en términos de monomios; ;Cémo se de-
termina el orden de funciones como éstas, o al menos que son funciones fi-
nitaas explicitas? Aunque Liouville no tuvo un procedimiento regular para
resolver lo relativo al orden trascendental, él si traté de sugerir, desarrollando
algunos casos, como puede procederse en ocasiones especificas (3,pp.86 - 104].
Por ejemplo, escribiendo x* como e, Liouville muestra que el orden de
x* es a lo més 2. Luego muestra que x* no puede ser representada por medio
de una funcién de primer orden. Habiéndose ya demostrado que x° no es
algebraica, se sigue que su orden es exactamente 2.

Para clarificar el segundo problema conectado con el esquema de Liouville,
aquel de determinar no el orden sino el nimero minimo de monomios de tal
orden que se requieren para representar la funcién, considérese F(x) = e*’.

Como Liouville demostré que e no es algebraica para ninguna funcién
p. [3,p.86), F es ciertamente de orden 1. Pero F también puede ser expresa-
da como e” e**, lo cual es una combinacién algebraica de monomios de pri-
mer orden. La diferencia importante entre estas dos expresiones para F es
que la segunda utiliza dos monomios de primer orden, mientras que la pri-
mera utiliza sélo uno. Como lo muestra este ejemplo, lo acordado por Liouville
permite a una funcién finita explicita de n-6simo orden ser expresada en
varias formas, unas utilizando menos n-monomios que otras. Asi, afirmar que
F es una funcién finita explicita de orden n significa exactamente lo si-
guiente -y nada més-:

1) F satisface una ecuacién algebraica (denotada * por brevedad) cuyos
coeficientes son polinomios en x y monomios (en x).

2) En * aparece un n-monomio (posiblemente junto con monomios de
menor orden).

3) No hay forma de expresar a F utilizando monomios todos los cuales
tengan orden menor que n.

Como ya se indico, estas estipulaciones, aunque restrictivas, no determinan
el nimero minimo de n-monomios necesarios para expresar a F. Sin embargo,
las investigaciones de Liouville no dependen de que se conozca este ndmero
minimo sino solamente de las consecuencias de asumir {lo cual siempre es
permitido) que la funcién en cuestion esta siendo representada en una forma
que utiliza el minimo requerido.
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Teorema General de Liouville: Integracién de funciones elementales

El mismo Liouville un afio después, 1835, dio la primera generalizacién a su
teorema. Definiendo cierto tipo de funcién elemental en términos algebraicos
de varias variables, Liouville fue capaz de extender la teoria desde la inte-
gracion de funciones algebraicas hasta la de una clase especial de funciones
elementales. Mas especificamente, el teorema general de Liouville afirma que
si y, z son funciones de x cuyas derivadas, dy/dx, dz/dx son funciones
algebraicas de x,y,z ysi P es una funcion algebraica de x,y,z tal que fP dx
es una funcion finita, entonces

SJPdx=t+ Alogu+Blogv+..+Clogw

donde A,B,C son constantes y t,u,v,..w son funciones algebraicas de
X,y,z. Liouville sefiala que si P y las dos derivadas no son simplemente
algebraicas sino ademaés racionales en x,y,z, entonces también lo son las
funciones t,u,v, .. w.

El utiliza este resultado para demostrr que, si y es algebraicaen xy [ e ydx
es elemental, entonces la integral puede ser expresadapor e*{a + fy + yy* +
... + Ay*') + constante, donde a8.y...A son funciones racionales de x que
siempre pueden ser calculadas cuando existen. En otras palabras, siempre
se puede determinar, bajo las condiciones dadas, si [ ey dx es elemental.
Como una aplicacién, Liouville demostr6 que tanto [ (e/x) dx comeo
f [sen a x/(1 + o] dx, considerando esta ultima como funcién de la variable
positiva x, no son elementales. Finalmente, Liouville demostr6 que siempre
es posible determinar, para funciones algebraicas P.Q,.... T y funciones alge-
braicas no constantes p.q,...,t, silaintegral [ (Per + Qe* + ... + Te) dx es
o no elemental y obtener la integral en el caso afirmativo.

Durante el resto del siglo XIX muy poco se hizo como continuacién directa
del trabajo de Liouville. Luego, a principios del siglo XX, la actividad se
reanudé. En 1906 el matematico ruso D.D. Mordujai-Boltovskéi (1876-1952)
comenzoé a escribir sobre la tvoria de Liouville y contribuyé mucho al respec-
to. Entre 1923 y 1927 Joseph Fels Ritt publicé sus primeras discusiones
sobre el tema {y material relativo), y en 1936 Gino Loria hizo un breve re-
cuento del trabajo de Liouville haciendo énfasis en su teoria de integracién.

La generalizacion de Ostrowski: El método
de las extensiones del compas

La siguiente mayor adicion a la teoria de Liouville lleg6 en 1946 cuando A.

Ostrowski ampli6 el teorema general de Liouville (el de 1835) y lo extendi6 a
la més vasta clase de las funciones meromérficas (mono-valuadas y analiticas,
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excepto posiblemente en los polos) en regiones del plano complejo [11]. Lo
més importante aqui es que mientras los trabajos previos se basaron esen-
cialmente en la técnica de Liouville, Ostrowski alcanzé su generalizacién
desarrollando una nueva idea, el as{ llamado método de las extensiones de
campos, el cual permite un enunciado del teorema muy preciso y general,
al tiempo que simplifica la demostracién. La técnica de Ostrowski se basa en
la nocién de un campo diferencial (nombre dado por Ritt), el cual es un cam-
po (algebraico) dotado de una aplicacién en sf mismo, la cual obedece las re-
glas de la diferenciacién para la adicién y la multiplicacién. Aunque Ostrowski
se preocupé por las propiedades analiticas de las funciones pertenecientes al
campo, en su método proporcioné el germen del enfoque algebraico que evolu-
cioné cuando posteriores investigadores extrajeron los ingredientes de su tra-
tamiento para proporcionar una exposicién del tema atin mas simple y gene-
ral, y en términos de la cual el problema de la integracién indefinida fue even-
tualmente resuelto.

Formulacion de Ritt: Extension a funciones multivaluadas

En 1948, Joseph Fels Ritt (1893-1951) publicé lo que ha venido a ser llamado
el tratado clasico de la integracion en términos finitos [13). En este trabajo,
el autor resumié la teorfa conocida hasta la fecha y modificé un poco la pre-
sentacion para acomodar la naturaleza multivalente de las funciones elemen-
tales. Sin profundizar en los detalles, para no empantanar el desarrollo del
tema, una funcién elemental puede considerarse como una funcién algebraica
de una o mas variables; es decir, es una raiz de un polinomio con coeficien-
tes en un campo. El caricter multivalente de tales funciones se desprende del
hecho de que los polinomios suelen tener mas de una raiz. Ritt logré su exten-
sién hasta este caso mediante la técnica de continuacién analitica a lo largo
de curvas sobre una superficie de Riemann (una serie de ldminas superpues-
tas una sobre otra) de la funcién, procedimiento éste que permite que una
funcién multivalente, restringiendo adecuadamente el dominio, sea tratada
como univalente. Igual que sus predecesores, para la mayor parte de su tra-
bajo Ritt se basé en consideraciones analiticas.

A medida que el enfoque de Ritt tiene en cuenta algunos detalles ignorados
en trabajos anteriores, el tema puede ser tratado desde un punto de vista
algebraico que hace innecesario tener en cuenta aspectos tales como los men-
cionados caracteres analitico o multivalente de una funcién. Como ya se in-
dicé atras, una funcién elemental, digamos y, satisface una ecuacién algebraica
cuyos coeficientes pertenecen a un cierto campo K. Todas las propiedades
algebraicas de y pueden deducirse de la ecuacién al estudiar a y como un
elemento de K(y), la extensién algebraica obtenida al adjuntar y al campo
K, y en realidad no hay necesidad de considerar las propiedades analiticas
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de la funcién, como tales. (Como algo de interés, los escritos de Liouville en
las décadas de 1830 y 40 fueron los primeros trabajos de importancia que
trataron las caracteristicas algebraicas de las funciones elementales, mientras
que Risch {19] presenta una discusién moderna). En cuanto al aspecto de la
multivalencia, es suficiente tratar apenas una de las raices de la ecuacién
algebraica asociada, puesto que dos raices cualesquiera, y, y y;, tienen basi-
camente el mismo comportamiento, en el sentido de que sus respectivas exten-
siones del campo son isomérficas (con y, correspondiendo a y,, y cada
elemento de K correspondiéndose a sf mismo). Un ejemplo sencillo lo ofrece
la ecuacion algebraica t*1-x2)(1-C?x?) -1 = 0. Si se adjunta una raiz cual-
quiera t al campo K = R de las funciones racionales, se forma R(t) que es
una extension algebraica de R. Al estudiar a t como elemento de R(t), lla-
mado el campo de funcién algebraica, no hay necesidad de recurrir a una su-
perficie de Riemann para t. Maés ain las propiedades algebraicas de t son
compartidas por cualquier otra raiz de la ecuacién dada. En el caso del ejem-
plo dado, R(t) es llamado un «campo de funcién elipticas por ser generado
por el integrando de una integral eliptica, mas exactamente la integral elip-
tica de primera clase. La monografia de Ritt también actualizé el tema; con-
tiene una bibliografia y resimenes de los m4s importantes desarrollos hasta
esa fecha y simplificé la presentacién. Més aim, aunque su principal enfoque
fue analitico, estimulé una perspectiva algebraica, especialmente el promover
el método de las extensiones de campos de Ostrowski. La importancia de la
contribucién de Ritt a la formulacién algebraica de temas analiticos puede
vislumbrarse en el prefacio del libro de E.R. Kolchin, «Differential Algebra
and Algebraic Groups (Academic Press, 1973): «... el algebra... histéricamen-
te creci6 fuera del estudio de las ecuaciones algebraicas con coeficientes nu-
méricos. En forma muy parecida, el algebra diferencial surgié¢ del clasico
estudio de las ecuaciones diferenciales algebraicas cuyos coeficientes son
funciones meromoérficas en una regiéon de algin espacio complejo... Vale la
pena destacar que un tema tan substancial como lo es el Algebra diferencial
debe su origen a una persona, J.F. Ritt (1893-1951) quien fue no solamente
su padre fundador, sino ademas su principal profeta y practicante. (Hasta
la fecha)la mayoriade los resultados y los mas profundos, se deben a él y,
aparte de nuevas apariencias, hoy las principales lineas del tema son las
mismas de 1951. Ya ha llegado a ser claro que el dlgebra diferencial es Algebra
pura y, aunque la sangre de la vida de Ritt fue el andlisis clésico, en su se-
gundo libro sobre el tema (Differential Algebra, AMS Collog., Publ., 33, 1950)
hizo un gran esfuerzo por encontrar la senda algebraista».

Solucién del problema: La formulacién algebraica

La teoria de la integracién en términos finitos creada por Liouville a princi-
pios de 1800 y resumida por Ritt en 1948, ha experimentado un interés reno-
vado en los tiempos recientes, especificamente en los trabajos de Rosenlicht
y Risch.
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En 1968, Maxwell Rosenlicht publicé la primera exposicién netamente alge-
braica del teorema de Liouville (el de 1835) y su generalizacién por Ostrowski
[15]).

Esta presentacién de Rosenlicht sigue a Ostrowski (y a Ritt} en cuanto al uso
del concepto de campo diferencial, llamado derivacion a la aplicacién asocia-
da. M4s aun, exponenciales y logaritmos aparecen definidos sélo en términos
de las propiedades algebraicas de sus imégenes (derivadas) bajo la derivacién.
Asi, si u,v son elementos del campo diferencial en cuestién, y si u, v, son
sus respectivas imagenes, entonces u es un logaritmo de v (0 v un expo-
nencial de u}) si u = yv'. , con v # 0. El enunciado que da Rosenlicht al
teorema de Liouville, que se presenta mas adelante, marca un cambio mayor
de estilo por cuanto estd escrito inicamente en términos de elementos de un
campo y sus iméagenes: al contrario de todas las versiones anteriores, no se
hace mencién de integrales o logaritmos per se. Se tiene asi, en la presenta-
cién de Rosenlicht, una formulacién méas abstracta, con la diferenciacién su-
plantada por la idea més general de una aplicacion y la naturaleza especifica
de las funciones reemplazada por la pertenencia de los elementos a un campo.
La generalizacién abstracta dada por Rosenlicht al resultado clasico de
Liouville dice que «si « pertenece a algin campo diferencial F de carac-
teristicas cero, y si la ecuacion y = o tiene una solucién en alguna exten-
gi6n elemental del campo F que tenga el mismo subcampo de constantes,
entonces existen constantes c,,....c. en F y elementos u,,...u., v en F tales
que

a=Z (civ'ini) + v
i=l

Como una aplicacién, Rosenlicht establece el caracter no elemental de las
clasicas integrales [ e’ dz; [ (e'/z) dz; e dz ; f (1/logz) dz ; [ logllogz)dz ;
{ (sen z/z) dz.

Mientras Rosenlicht dio la demostracién algebraica del teorema de Liouville
sobre funciones con integrales elementales, R.H. Risch ha establecido un
logaritmo para el teorema. Por su propia cuenta, Risch se introdujo en el
tema de la integracién finita a través de la monografia de Ritt (la de 1948).
Con un articulo de 1966 (publicado en 1969, [20], Risch presenta un algoritmo
para aquella clase especial de funciones elementales que pueden ser expresa-
das sin utilizar operaciones irracionales. En otras palabras, la funcién debe
ser construida solamente por medio de operaciones racionales, exponentes y
logaritmos; el algoritmo no es aplicable si los exponentes y logaritmos pueden
ser reemplazados agregando constantes y realizando operaciones algebrai-
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cas; luego, en (18] y [19], se permiten las operaciones algebraicas y Risch
muestra que el problema general de la integracién elemental finita se reduce
a algo decidible en la teoria de las funciones algebraicas. Aunque el algoritmo
de Risch -para decidir cudndo una funcién elemental tiene una integral ele-
mental y obtener ésta cuando exista- no ha sido publicado en forma comple-
ta, el autor si describi6 (en 1970) algunas de las técnicas e ideas involucradas
{21); el procedimiento como un todo resulta de la combinacién de lo contenido
en [18], {19] y [21]. Risch ha indicado que, mientras el caso algebraico sigue
facilmente las lineas de {21}, el caso general es algo mas complicado de Llevar
a cabo y que es deseable un enfoque mas simple (un enfoque que pueda ubi-
carse dentro del dominio de la geometria algebraica).

I*.{oy varios escritores han publicado material sobre el tema de la integracién
finita (y temas relacionados), algunos de los cuales incluyen aspectos del re-
sultado de Risch {ver [27], por ejemplo).

Quizés el mayor interés -debido a la naturaleza algoritmica de la solucion-
esta entre aquellos conocedores de la ciencia de la computacién. Risch hace

la. interesante sugerencia de que algunos aspectos de su algoritmo son apro-
piados para darlos a conocer al estudiante de célculo.

Hasta la fecha ningiin texto de tal materia incluye material al respecto, lo
cual es una omisién que no sblo deja incompleto el cuento de la integracién
elemental finita, sino que priva al estudiante de cdlculo de algunas visiones
valiosas.
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