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A

En el estudio de una representacién irreducible de un grupo G, de una ma-
nera natural aparecen las llamadas «Algebras Transitivas». (Véase [1];" [2]).
En el caso de dimensi6n finita existen dos resultados fuertes conocidos como:
El Teorema de Burnside y el Lema de Schur.

TEOREMA DE BURNSIDE
Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre C y Q una éalgebra tran-
sitiva en E. Entonces Q coincide con el Algebra compuesta por todos los
endomorfismos en E. (Véase {2] 0 sea Q=-End (E).
LEMA DE SCHUR
Sea T una representacién irreducible de un grupo G en un espacio vectorial

E de dimensi6n finita sobre C. Entonces cualquier operador lineal A en E
‘que conmuta con los operadores T(g), g€ G es escalar. (Veéase [1]).
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En el caso de dimensi6n infinita para que estos resultados tengan lugar las
algebras transitivas deben ser de tipo compacto. Por lo general, la demostra-
cién del lema generalizado de Schur requiere de un complejo aparato mate-
mético (Véase [3]).

El proposito del presente articulo es caracterizar las &lgebras transitivas y
presentar una demostracién del Lema de Schur que en concepto del autor es
més sencilla, basdndose en uno de los resultados mas recientes del analisis
funcional como es el Teorema de Lomonosov.

Demos inicialmente ciertos conceptos, que nos serén ttiles.

Sea H un espacio de Hilbert; @ una subalgebra contenida en B(H), donde
B(H) es el Algebra compuesta por todos los operadores acotados que actian
en H. C

Una subélgebra Q se llama transitiva si H no tiene subespacios cerrados
no triviaales invariantes con - respecto a cualquier operador A, de donde
A€EQ. -

Un subespacio‘ H, de H se denomina invariante con respecto a un operador
A € B(H), sipara cada vector X,€ H, el vector AX, € H,.

Los espacios H y (0) se denominan espacios triviales invariantes respecto a

un operador A de B(H). La subélgebra Q se denomina algebra de tipo com-
pacto si Q contiene un operador compacto. '

Se dice que Q actua efectivamente en H si de la condicibn AX = 0 para
todo A de Q se desprende que X = 0.

a partir de estos conceptos demos una caracterizaciéon de las algebras tran-

sitivas.

LEMA

?

El 4lgebra Q que actia efectivamente en H es transitiva si y solamente -
si para cualquier elemento X, no nulo de H, el conjunto

Q X, ={AX,: A€ Q} esdensoen H.
DEMOSTRACION

Sea Q transitiva. Fijemos un vector X, de H no nulo y construyamos el con-
junto QX,. Podemos observar que QX, es un subespacio de H ya que Q
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| es una 4lgebra y a la Vez dicho 'sﬁbespac'id es invariante con respecto a Q;
. esto se desprende de la construccién de QX.. '

Veamos la clausura QX,:

Cualquier eiementos Z de QX, se puede escribir de la forma Z = Lim Zn;

Zn € QX, : n = 1,2,... ya que los operadores de Q son acotados y por lo
tanto continuos,

AZ=AlimZn = Lim AZn

n—>o n—+o

Los elementos AZn € QX,, por lo tanto AZ € QX..

Del anterior razonamiento se desprende que QX, es un subespacio cerrado
invariante respecto a Q. De la transitividad de Q se deduce que QX. = (0)
6 QX, = H; el primer caso no puede ser ya que Q actta efectivo en H,
entonces QX, = H.

Ahora supongamos que QX, es denso en H, para cualquier elemento Xo
no nulo de H.

Por reducciéon al absurdo: Supongamos que Q no es transitiva, entonces
existe un subespacio cerrado no trivial H, de H invariante con respecto
a Q. Como H, # (0), existeun X, de H, no nulo. Construyamos QX, =
{AX,: A € Q}. Observamos que QX, est4 contenido en H, = H, (ya que
H, es cerrado).

- QX, es densoen H. Luego QX, = H, como conclusién Si QX,SH, y

QX. = H entonces H = H, esto es contradictorio puesto que H, es un
subespacio no trivial de H.

TEOREMA DE LOMONOSOV
Sea Q un 4lgebra transitiva que actia efectivamente en H y contiene un

operador compacto; entonces Q contiene un operador compacto que tiene
un vector fijo.

(I, €Q IX. EH: kX, =X).

Véase demostracién [3].




LEMA GENERALIZADO DE SCHUR

Sea Q un 4lgebra transitiva que actia efectivamente en H y contiene un
operador compacto, entonces el conmutante Q' de Q es escalar,

Q =S={A€EBH):A=2Al}
I es el operador identidad en B(H).

- Se llama conmutante de Q al 4lgebra compuesta por todos los operadores
M de B(H) tales que MA = AM, ¥ A€ Q.

DEMOSTRACION

" Del teorema de Lomonosov se desprende que existe un operador compacto
K€Q yunvectornonulo X, EH: KX, =X,. :

Representemos como H, el subespacio de H compuesto por todos los vecto-
- res fijos de K. :

| El subespacio H, es de dimensién finita ya que K €s un operador compacto.

" Sea M un elemento de Q' ; entonces para qualquier elemento X, de H,
MX = MKX = KMX observamos que MX € H, de aquf se deduce que H,
es invariante con respectoa Q’.

Porque H, es un subespacio de dimension finita del dlgebra lineal, se des-
prende que el operador M en H, tiene un vector propio, luego existe un
'x, #0 de H, talque MX, =1X,; A€C, QX, esdensoen H yaque Q
es transitiva. Luego cualquier elemento X de H se puede representar
como:

X=limAnX,;An€Q n=1.2,..

—
ya que M es continuo

MX = M Lim An X, = Lim MAn X, = lim An MX,

oo n—oo n->oo

=LimAnAX,=ALimAnX, =1X,

n—*oo no
De aquf vemos que M es escalar en H.
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