Una vision algebraica de los filtros

' 4
RAFAEL ISAACSG.* ,

‘Los filtros son entes interesantes que nos sirven tanto para introducirnos en
el estudio de la continuidad, asf como para definir los nimeros no conven-
cionales 1/. Nos interesa observarlos como una nocién puramente algebraica
a saber, los ideales de cierto anillo que se construira.

Sea A un anillo con las operaciones + y ., I cualquier conjunto, A’ lo defini-
mos-como el conjunto de todas las funciones de I en A es decir

"A'={f:1 = A|fes funcién}

ademads notaremos 1, laimagende i€ I por mediode €A’

En A’ podemos definir una estructura de anillo con las siguientes operacio-
nes heredadas de las de A. Si 1, w € A’ definimos
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(‘l’+(ﬂ)i=Ti + w;
Ar . w) = 1. w,

Para el caso particular en que A = { 0.1 } con las operaciones corrientes es
decir:

A" eqté en correspondencia biunfvoca con el con]unto ® (I) de todos los sub-
conjuntos de 1. En efecto, hacemos:

wi:A >@(l)
r > p{i€l|n=0]|

es facil ver que w es una blyeccu')n con inversa w™' definida asi para todo
JCI:

1 si igJ
w'{J) = {

0 si ied
para todo i€ 1.

Ahora bien, esta funcién nos sirve para asociar a P (I) una estructura de
anillo isomorfa a A’. Si' K y J son subconjuntos de I definimos

K+J =9 K +yp'{J)
K. J=yw ' (K).yp'J)

y estas operacicnes definidas ahora en P (I) hacen que este conjunto tenga
estructura de anillo. Pero, qué significan + y . en términos de las operacio-

nes entre conjuntos? Veamos la siguiente proposicion:

Proposicién: Si K y J son subconjunto de 1:
i) K+J=(KNJHU(K-UJ)

I K.J=KUJ
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donde K‘ esel co'mplemento de K.

Demostracion:

DEK+I=p@ K+yp ' W)={i€ly ' (K+yp'J)=0}
o sea que para que i € K+J se necesita y es suficiente que

w' (K, +w'J) =0

' »lo que significa que ambos sumandos deben ser 0. o ambos 1.
; Si ambos son ceros: {
] '(K)‘k=0 v ' ldhy =0
vporlotanto i€EK y i€J o’sea 1€JNK
‘Si'a_mbosv'son \;nos: | |

w'(Kh=1y w'lJ) =1

set.lenm‘]ue i¢dy |¢K por lo tanto 1€ K- N J
Como que ie K + J significaba que ambos sumandos o bien fueran 0,
o bien fueran 1, esto significa que se debe tener que i€ KN J
o que i€ K N J' loque hace que se tenga la igualdad i)’

K. J={i€liyp'J) =0}
lo. que significa que pai’a que i € K.J es necesario y suficiente que

se cumpla w' (K); = 0, o bien, y' (J)y = 0 incluyendo ambas o
sea que i esté en la unién de J v K, por lo tanto se tiene ii).

Entendiendo estas «traducciones» para las operaciones en P(I) nos queda

. fécil ver que:




1} El médulo de + en Pil) es I.

2) Para cualquier K C1I se tiene - K = K

3) Todos los elementos de P(I) diferentes de ¢ tienen divisores de 0
(es decir de I) ya que

JSKK= k. J=1

4) Como cada elemento K € P(I) cumple K?!= K. decimos que P(I)
es un anillo de Boole.

5) ¢ es elemento unidad de la multiplicacion para cualquier J € P(I)
6) Si F esidealde P{I) y ¢ € F se tiene que F = P(I)

Con estos elem/entoq podemos ver que los ideales del anillo construido P(I),
diferentes del mismo P(1), coinciden exactamente con los posnbles filtros de I
segun la definicién clasica.

Proposicién: Para que & sea ideal de P(I), diferente del mismo P(I) es ne-
cesario y suficiente que se cumpla las tres proposiciones:

1) ¢EF
2) J,KEF - JNKeew

HIJEFK P JUKERF.

. Demaostracién:

i) Necesidad. Si & es ideal de P(I) debe cumplir que i) si J €EF y
K €, entonces J + KEF y; ij) Si JEF y K € P(I) entonces
J U K €. La condicién 3) est4 pues asegurada por ii). Ahora bien,
si Jy K son elementos de(",K° sera un elemento de P(I) y por ii)
J U K- estard en & obligando a que

K+JURK)=KnNJ

también esté en GF, obteniendo la condicién 2).
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‘f La condici6n 1) la obtenemos al observar la 6) anterior a estalpropo
sicion.
ii) Suficiencia

Suponiendo que §F cumple 1), 2) y 3) para ver que & es ideal basta
ver que «Si K y J son elementos de ¢, K+J también lo es; pero
en estas condiciones K° N J° es elemento de P(I) y aplicando 2) y
3) tenemos que

KNHUK NJI)=J+K
también pertenece a (F.

Que se cumpla 1) nos asegura que F es diferente de P(I), completando la
demostracién. '

Por medio de esta proposicién quedan entonces identificados los filtros de I
con los ideales del anilio P(I), diferentes del propio P(I). Queda por resolver
varias preguntas referentes al nuevo anillo cociente P(I)# cuando F es un
filtro.
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